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Resumo

Distribui¢oes multivariadas flexiveis sdo necessarias para modelar sistemas
em muitas areas. A distribuicdo gaussiana multivariada é muito restritiva
e nao consegue capturar caracteristicas como assimetria e caudas pesadas.
Uma ferramenta alternativa no tratamento de tais distribuicoes sao as cépulas,
porém ainda hoje o estudo de adequacao e estimacao das cépulas classicas em
dimensoes altas é um desafio. As cépulas D-Vine surgiram para tratar esse
tipo de problema. Neste trabalho estudamos as cépulas D-Vine, bem como a
inferéncia estatistica dessas cépulas.

Palavras Chave: Cépulas, Cépula D-Vine, Funcao multivariada.



Abstract

Flexible multivariate distributions to model systems are needed in many
areas. The multivariate Gaussian distribution is very restrictive and fails to
capture characteristics such as asymmetry and heavy tails. An alternative
tool in the treatment of such distributions is the copula, however nowadays
the study of suitability and estimation of classic copulas in higher dimensions
is still a challenge. The copula D-Vine emerged to solve this problem. In
this work we study the D-Vine Copulas and the statistical inference of these
copulas.

Key-words: Copulas, D-Vine copula, Multivariate Distributions.
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1 INTRODUCAO

O trabalho com cépulas comegou com Abe Sklar em 1959. A partir dai os
estudos foram se tornando cada vez mais abrangentes em torno desse assunto, pois a
modelagem por cépulas se tornou algo bastante popular em varias areas de estudo em
busca de fungoes de distribuicao multivariadas mais flexiveis para modelar dados com
certa dependéncia. A literatura tem crescido bastante, o niimero de artigos é extenso
e o estudo tem levado a um grande crescimento quando se trata de medidas de
dependeéncia e construcao de modelos d-variados menos intrincados usando cépulas.
Uma cépula nada mais é que uma distribugao multivariada restrita a [0, 1]? cujas
distribuigoes marginais sdo uniformes [0, 1]. Referéncias importantes para a teoria e
aplicagao de cépulas sao os livros de Nelsen (1999) e de Cherubini, et al. (2004). E
conhecida uma grande quantidade de familias de copulas, entre elas temos as copulas
elipticas, arquimedianas, extremais, pair-copulas e outras. As trés primeiras familias
sao muito utilizadas em diversas areas para a modelagem de dados bivariados.

Em 1996 Joe intensificou o estudo de familias de cépulas bivariadas, bem como
o de pair-copulas. Posteriormente, esse estudo foi estendido e organizado por Bed-
ford e Cooke (2001,2002) através do modelo vine-copula. Esse modelo tem algumas
vantagens em relacao ao modelo de cépulas multivariadas classicas tais como as ar-
quimedianas, elipticas e extremais que nao tém a flexibilidade de modelar vetores
aleatérios com mais de dois componentes. Mais tarde, introduzido por Kurowicka e
Cooke (2004), apareceu o modelo das cépulas D-vine e das cépulas C-vine que sao

copulas multivariadas construidas através de cépulas bivariadas, chamadas de vine-



copulas, que sao representadas através de uma estrutura de contrucao de um con-
junto aninhado de arvores, o que possibilita vizualizar facilmente a interdependéncia
das marginais decompostas da funcao de densidade conjunta que representam.

Um estudo sobre tal assunto é importante pelo fato de ser algo extremamente
atual e que requer uma grande quantidade de testes e simulagoes. Muitas aplicagoes
ja estao sendo feitas em cima desses estudos, principalmente quando se tratam de
dados de retorno financeiro. Um exemplo é quando é necesséria a modelagem de
uma carteira de ativos financeiros diversificada com o objetivo do célculo de alguma
medida de risco.

Neste trabalho estudamos as cépulas D-vine e sua inferéncia estatistica. Para
isto, dividimos o trabalho em cinco capitulos. No Capitulo 1, apresentamos a de-
finicao de copulas, bem como alguns exemplos das familias cléssicas e as medidas
mais importantes que sao abordadas ao se tratar de copulas. No Capitulo 2, escre-
vemos os principais métodos de estimacao de copulas. No Capitulo 3, descrevemos
as D-vine copulas, sua origem e peculiaridades. No capitulo quatro apresentamos
uma aplicagao sobre o estudo e finalmente, no capitulo cinco, uma conclusao sobre

todo o trabalho realizado.



2 Base tedrica de Coépulas

Iniciamos este capitulo com a definicao de cépula, em seguida apresentamos
as principais medidas de associagao como a correlacao de Pearson, correlacao de
Kendall, correlacao de Spearman e coeficiente caudal. Finalizamos este capitulo
descrevendo as principais familias de cépulas.

Antes de definirmos formalmente o conceito matemético de cépulas, podemos
citar varias caracteristicas desta funcao e sua utilidade na modelagem de fungoes

multivariadas. De acordo com Fisher (1997):

Cépulas sao de interesse para estatisticos por duas razoes: Primeira-
mente, ¢ uma forma de se estudar medidas de dependéncia em livre es-
cala, e segundo, é o ponto inicial para construir familias de distribuicoes

bivariadas, as vezes, tendo em vista a simulacao.

O autor Roger B. Nelsen diz basicamente o que sao cépulas através de dois pontos
de vista: No primeiro diz que cépulas sao fungoes que juntam ou “acoplam” funcoes
de distribui¢ao multivariadas a suas fungoes de distribuicao marginais unidimensio-
nais. Sob um segundo ponto de vista diz que alterntivamente, copulas sao fungoes
de distribuicao multivariadas a qual suas marginais unidimensionais sao uniformes
no intervalo (0,1).

Por tltimo, também podemos dizer que copulas sao fungoes que permitem cons-
truir um modelo multivariado que separa o comportamento marginal das variaveis

aleatdrias da sua estrutura de dependéncia.



2.1 Definicao

Definicao 2.1. Coépula é uma funcao de distribuigao de probabilidade n-dimensional
C :[0,1]" — [0, 1], cujas marginais s@o uniformes [0, 1], e satisfaz as propriedades

abaixo:

1. C(uy,...,u,) é crescente e continua em cada um de seus componentes u;, para

todoi=1,...n

2. Para todo u € [0,1]",C(u) = 0 se pelo menos uma coordenada de u tende a

zero, e C'(u) = 1 se todas as coordenadas de u tenderem para 1.

3. Para todo a,b € [0,1]" , tal que a; < b; , para todo i, V.([a,b]) > 0.

Para n=2,
Ve(la, b)) = Play < Uy <by,ay < Uy < by)
= D2D1[a,b}0(u1, Uz)
= C(by,by) + C(ay,a2) — Clay, by) — C(by, as),
quando [a,b] = [a1,b1] X [az,bs], sendo D o operador diferenga definido por

Dia, 519z, y) = g(br,y) — glai,y).

Qualquer funcao de distribuicao multivariada contém cépulas que podem ser
usadas para construir funcoes de distribuicao multivariadas a partir das funcoes
de distribuicao univariadas, ou seja, essas copulas sao fungoes de dependéncia que
"acoplam” as distribui¢coes marginais univariadas, formando uma distribuicao multi-

variada. Podemos ver isso através do teorema de Sklar (1959) que diz:



Teorema 2.1. Seja F' € $(Fy, ..., F,) uma fungdo de distribui¢io n-dimensional
com marginais Fy, ..., F,, entdao existe uma copula C € (U, ...,U) com marginais

uniformes de tal forma que:

F(zy,...,x,) = C(Fi(x1), ..., Fr(zy)), (1)

Caso Fi,...,F, sejam continuas, entdo a cépula C é tnica (caso contrario,
existe mais de uma cépula que pode ser usada para agregar as marginais). Se
as fungoes de distribui¢ao marginal de F sao continuas e C é funcao de distribuicao
de (Fi(z1), ..., Fp(xy)) desde que Fi(z;) ~ U(0, 1), entdo C é uma copula que tem a

seguinte representacao:

sendo F; ! a inversa generalizada de Fj, definida por:

F(t) = inf{w € RY Fi(x) > 1), (3)

)

2.2 Medidas de Associacao

Naturalmente, ao se estudar copulas, se faz necessario falar em associacao ou
dependeéncia de varidaveis aleatorias, pois as cépulas sao uma forma de representar a
relacao de dependéncia das varidveis.

Sendo assim, falaremos de algumas medidas de correlacao, sendo a mais conhe-

cida delas a correlcao de Pearson, ou coeficiente de correlagao linear.

Definicao 2.2. Dados X e Y varidveis aleatérias, o coeficiente de correlacao entre

elas é dado por:



CovX,Y]
XY)=——F——F 4
na qual Cov [X,Y] é a convariancia entre X e Y dada por E(XY) — E(X)E(Y)

e o[X] e o[Y] s@o os desvios-padrao de X e Y.

Essa medida de dependéncia detecta unicamente a correlacao linear das variaveis,
portanto nao é a mais adequada para medir qualquer modelo que fuja do modelo
linear. Como sabemos, esse coeficiente assume valores em [—1, 1], sendo que, quanto
mais distante do zero o valor assumido, tanto pra mais quanto para menos, a cor-
relacdo é mais forte (positivamente ou negativamente) e quanto mais préximo de
zero a correlacao é mais fraca. Mas em certos casos essa definicao pode refletir em
uma inverdade, pois as variaveis podem ter alguma correlagao nao-linear a qual esta
medida nao consegue detectar.

Olhemos entao para outras medidas, bastante usuais, que detectam outros tipos
de correlagao.

2.2.1 O Tau de Kendall

O Coeficiente de correlagao de Kendall, chamado mais comumente de Tau(7)
de Kendall ¢ calculado pela diferenga entre a probabilidade de concordancia e dis-
cordancia das varidveis aleatérias. E geralmente definido matematicamente desta

forma:
7= P{(X; — Xo)(Yi — Ya) > 0} — P{(X; — X,)(Yi — Y3) < 0}, (5)

em que (X1,Y]) e (Xo,Ys) sdo vetores aleatérios independentes obtidos através das

observagoes provenientes do vetor (X,Y). Temos também que a relagdo do 7 de
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Kendall e a copula que relaciona X e Y é

T(X,Y) = 4//C(u,v)d0(u,v) -1 (6)
E importante notar que 7(X,Y) = 4E(C(u,v)) — 1, ou seja, a integral mostrada
em (6) é nada menos que o valor esperado da varidvel aleatéria C'(u,v).

2.2.2 Rho de Spearman

Tal qual o 7 de Kendall, o Rho de Spearman também é calculado usando as proba-

bilidades de concordancia e discordancia. Sua medida é definida por:
p(X,Y) = 3[P{(X1 = Xa)(Vi = Y3) > 0} — P{(Xi — Xo) (Y1 = V) <0}, (7)

com (X5, Y3) independentes.

Em Embrechts et al. (2001) temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Seja (X,Y) um vetor de varidveis aleatdrias continuas com uma

copula C. Entao o p de Spearman para o vetor (X,Y) é dado por:

ps(X,Y) = 12// C(u,v)dudv — 3
[0,1]
Esse teorema mostra a relacao do p de Spearman com a copula que relaciona X
eyY.
2.3 Coeficiente Caudal
A dependéncia Caudal é um conceito interessante para o estudo de dependéncia

entre valores extremos. Verifica-se que a dependéncia caudal entre duas varidveis

aleatorias continuas X e Y é uma propriedade da copula e, consequentemente, a
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quantidade de dependéncia na cauda ¢é invariante sob transformagcoes estritamente

de X e Y (Embrechts et al. (2001)).

Definigao 2.3. Seja (X,Y) um vetor de variaveis aleatdrias continuas com fungoes de
distribuicao marginais F e G. Entao, os coeficientes de dependéncia caudal superior

e inferior, Ay e Ar para o vetor (X,Y) sdo dados por:

Ay = ligl, P{Y > G ' (u)|X > F ' (u)} (8)
v = lir(% P{Y < G Hu)|X < F ' (u)} 9)

se os limites de Ay € [0,1] e A, € [0, 1] existem. Se Ay € (0,1], X e Y sdo
chamados assintoticamente dependentes na parte extrema da cauda superior, e se
AL € (0,1], sao assintoticamente dependentes na cauda inferior. Caso contrario, se
Ay = 0 sado assintoticamente independentes na cauda superior ou, se A\, = 0, na

cauda inferior.

Escrito através de Copulas, os coeficientes de dependéncia caudal \yy e Ay, ficam:

My = Tim S
u—=l1- 1 —u

)\U = lim —C(U, U)
u—0+t u

2.4 Exemplos de Familias de Cépulas
2.4.1 Os Limitantes de Fréchet-Hoeffding

Para qualquer coépula existem limites de variacao que sao dados pela versao
cépula da desigualdade de Fréchet-Hoeffding, denominados limite inferior W™ e li-
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mite superior M"™, isto é:

Teorema 2.3. Se C' é uma cdpula qualquer, entao, para u[0,1]":

W"(u) < Clu) < M"(u) (10)

e também

Teorema 2.4. Seja X1, X, ..., X,, varidveis aleatorias continuas com copula C e
distribuicoes marginais Fy, ..., F,, entao Xy, ..., X,, sdo independentes se, e somente

S€E, C == Fl(Xl)FQ(XQ)Fn(Xn) =II"

A partir desses dois teoremas, dizemos que M™ e II" sao copulas n-dimensionais
Y
para todo n > 2, com II" sendo a copula de independéncia, e W™ nao é copula para
todo n > 3. Embora W™ nao seja cépula com n a partir de 3, ele é o melhor limite
inferior possivel.

2.4.2 Copulas Gaussianas

Um exemplo de familia de cépula é a cépula gaussiana. Uma de suas principais
caracteristicas é que nao possui coeficiente de dependéncia na cauda. Um exemplo do
uso pratico desse tipo de cépula é calcular o risco de um conjunto de financiamentos
garantidos por hipotecas. Essa cépula é usada frequentemente ao se simular dados
financeiros pois tem normalidade multivariada, uma suposicao comum para estes
fins.

A copula Gaussiana apresenta forma de uma cépula com distribuicao normal

multivariada n-dimensional, com matriz de correlagao R expressa da seguinte ma-
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neira:

CRe () = P(P7 (), ., @7 (un)),

em que:

1. ®% denota a funcao de distribuicao conjunta de n funcoes de distribuicao

normal padrao com matriz de correlacao linear R;

2. &1 representa a inversa da funcdo de distribuicio de uma normal padrao

univariada.

Note que:

i

).

i

E assim, podemos ver que a copula gaussiana realmente nao possui coeficiente
de dependéncia caudal, pois este é igual a zero, como foi dito anteriormente.

Na figura 1 seguem exemplos gréaficos da cépula gaussiana, a sua densidade e
suas curvas de nivel onde podemos ver claramente a inexisténcia da dependéncia

caudal.

Gaussian Copula

Figura 1: Densidade e Curvas de Nivel da Cépula Gaussiana
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2.4.3 Copulas Arquimedianas

As copulas arquimedianas tem muito destaque na literatura por causa de sua
aplicacao na modelagem de dados atuariais, economicos e financeiros, e além disso
apresentam expressoes analiticas relativamente simples.

Para se definir a cépula arquimediana, primeiro precisa-se definir uma funcgao

pseudo-inversa. Segue:

Definicao 2.4. Seja ¢ uma funcdo continua [0,1] — [0, cc], estritamente decres-
cente, tal que ¢(1) = 0. Chama-se pseudo-inversa de ¢ a funcao o= : [0, 00] —

[0, 00] dada por:

< (0

Entéo, a partir dessa informacdo, verificamos que ¢~ é continua, ndo-crescente
em [0, 00| e estritamente decrescente em [0, (0)]. Ademais, o= (p(u)) = uem [0, 1]
e?

Lot <))
’ (12)

=1 () = (0
ol = { (i) oty <1 %
Sendo assim, se ¢(0) = oo entdo 71 = ¢! isto é, a funcdo inversa é igual &

funcao pseudo-inversa.

Teorema 2.5. Seja ¢ uma fungdo continua, estritamente decrescente em [0,1] —
[0, 00] tal que (1) = 0, e @I~ a pseudo-inversa de ¢. Seja também C uma fungdo

[0,1]* — [0,1] dada por:

Cu,v) = ¢ p(u) + ¢(v)) (13)

Entao C' € uma copula arquimediana se, e somente se, ¢ for convexa.
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A funcao ¢ também é conhecida por funcao geradora. A prova deste teorema se
encontra em Nelsen (1999).

Algumas propriedades das cépulas arquimedianas sao:

1. Dada uma cépula arquimediana C'(u, v), esta é simétrica para todo u, v € [0, 1],

ou seja, C(u,v) = C(v,u)

2. Seja C uma copula arquimediana, entao ela também é chamada associativa se

C(u,C(v,u)) = C(C(u,v),w),Vu,v,w € [0,1].

Alguns exemplos de copulas arquimedianas sao: Cépula Clayton, Gumbel, Frank,
BB1, BB6, BB7, BB8 e outras. Para este estudo mostraremos alguns exemplos

graficos das citadas. Segue uma tabela 1 das cépulas arquimedianas com suas formas

matematicas:
Tabela 1: Cépulas Arquimedianas
Cépula Parametros U(0~ 1 (u))
Frank(B3) 0<d<o0 (1/0)(1 — e®)
MTCJ(B4) 0<0<oo (1/5) 1+
Joe(B5) 1< <o0 —(1/6)(1 —u)=°[1 — (1 —u)°]
Gumbel(B6) 1< <0 —(1/0)u(—log u)
BB1|1<6<00;0<6<o00 —(1/(06))u? L (u- 1)1 >
BB2 0<d;60 < oo —(1/(00))ultfe—00"=1)
BB3 | 0<d<o0;1<l<o0 —(1/(08))u(—logu)t-fe9(-legw)
BB6 1<0;0 <00 —(1/(06)(1 — w)"1 — (1 — u)?]
[~ log[1 — (1 —u)?]"™°
BB7 | 1<{§<o00;0<6 <00 —(1/(09)(1 — uw)' (1 — (1 — u)’]H+?
BB8 | 0<d<1;1<60<oco | —(1/(60))(1—du)'?+ (1/(04))(1 — ou)
BBY |0<a<o0;1 <0< o0 —(1/0)u (a—logu) -9
BBI0 | 0<a<o0;0<6<1 —au — 0) Lyttt

Agora na figura 2 os graficos das curvas de nivel que representam cada uma

dessas copulas:
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BB7 Copula BB8 Copula

Figura 2: Curvas de Nivel das Copulas Arquimedianas: Gumbel, Clayton, Frank,
BB1, BB6, BB7 e BBS
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3 Inferéncia Estatistica para Coépulas

Existem diversos métodos que podem ser utilizados para estimar os parametros
das cépulas descritas no Capitulo 2. Por exemplo, ha métodos nao paramétricos
para as copulas Arquimedianas e Extremais. Porém, o método que é valido para
todas as familias de cépulas é o de maxima verossimilhanca, o qual é descrito neste

Capitulo.
3.1 Método de Maxima Verossimilhanca Exata
Para utilizagao desse método, assumimos que C é uma cépula e (X7, ..., X,,) é um

vetor associado a ela, e as marginais desse vetor sao dadas por I}, onde j = 1,...,n.

Sendo assim, temos:

flan, @, s 20) = c(Fi(21), Fa(xa), ... Fulwa)) [ [ fi(xs), (14)

em que:

8”(C(F1(Z'1), F2($2)> ey Fn(xn))

c(Fi(z1), Fy(z2), ..., Fu(z,)) = OF(21)0Fy(15)...0F,(x,)

(15)

é a enésima derivada parcial mista da cépula C, e ¢ é a densidade da cépula.
A equagao (14) é chamada a representacao canonica da cépula que, para a fungao
de densidade multivariada, nos permite afirmar que, geralmente, um problema de

modelagem estatistica para a cépula, pode ser dividido em duas etapas:

e Identificar as distribui¢coes marginais.

e Definir a funcao cépula apropriada.
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Esse é um ponto importante e primordial ao se tratar de questoes de estimacao,
COmMO veremos a seguir.
Seja X ~ Fi(z1,...,xm;a1) € Y ~ Fy(y1, ..., Ym; a2) com copula C' = Cy. Entdo a

expressao que representa a funcao de verossimilhanca é dada por:

L(e) = f((xlyal)a(y1>a2);ﬁ)"'f((xmaal)v(ymon);ﬁ)
= c(Fi(z1, 1), Fa(yr,0a0);0) - - c(F1(Tm, 1), Fo(Ym, a2); 0) - (16)

fi(zr, a0) folyr, @2) - -+ 1T, 1) f2 (Y, 2)

A funcao log de verossimilhanca fica assim:

ngc Fi(zi,00), Fa(yi, 02); 8) + Y _(log f(wi, on) + log fa(yi, o)) (17)
7=1

=1

onde € é o conjunto de parametros, tanto da cépula quanto das marginais, ou seja,
6 = (Oél, g, 5)

Consequentemente, dada a cépula e um conjunto de fungoes de densidade das
marginais, a funcao log de verossimilhanca pode ser escrita, e, por maximizacao

desta, obtém-se o estimador de maxima verossimilhanca:

éMLE = argmaxl(@) (18)
0co

Pode-se dizer que o estimador de maxima verossimilhanca, sob condicoes de

regularidade, existe e é consistente e assintoticamente eficiente.

3.2 Método de Maxima verossimilhanca com inferéncia nas
marginais (Método IFM)

O método de maxima verossimilhanca, mostrado anteriormente, pode ter um
alto custo computacional porque é necessario estimar conjuntamente os parametros
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das distribuicoes marginais e os parametros das estruturas de dependéncia represen-
tada pela cépula. Entretanto, é possivel ver que a funcao log de verossimilhanca é
composta por dois termos positivos: um que envolve a densidade da copula e seu
parametros, e outro que envolve as marginais e todos os parametros da densidade
da cépula. Joe (1996), propos entdo o método de maxima verossimilhanga com in-
feréncia nas marginais (Método IFM), mostrando que esse conjunto de parametros

deveria ser estimado em duas etapas:

1. Estimar os parametros a = (a1, ay) das marginais, fazendo a estimacao das

distribuicoes marginais univariadas:

&= argmax(z Infi(x;aq) + Info(yr; az)),

@ i=1

2. Dado &, fazemos a estimacao do parametro 8 da coépula:

B = arg;naxz Inc(F1 (s, 61), Fa(yi, : Go); B).
i=1

Esse método é chamado Inferéncia pelas Marginais (Inference for the Margins - IFM)

e ele é descrito como um vetor:

~

01r0s = (61, G, ).

O estimador IFM fornece um 6timo ponto de partida para se obter um estimador
de méxima verossimilhanca exato (EMV). Joe (1997) também provou que o estima-
dor IFM, sob condicoes regulares, atende a propriedade de normalidade assintodtica,

tal qual o EMV.

20



4 D-Vine Cépulas

Todo o estudo apresentado no capitulo anterior ja tem sido bastante trabalhado
ao longo dos anos e se mostrou de imensa utilidade para modelagem de funcoes
multivariadas. Os exemplos e toda teoria mostrada, se mostra muito produtivo em
ambitos bivariados, mas quando se trata de trabalhar em ambitos maiores, uma
série de dificuldades aparece e o trabalho com cépulas ja nao se torna tao fluido.
Sendo assim, varios matematicos e estatisticos tiveram que buscar métodos que
melhorassem, ou, otimizassem o uso de funcoes copulas em dimensoes maiores, como
por exemplo a facilitacao da estimacao de copulas ou até uma simples andlise visual
das fungoes. Joe (1996) propos um modelo inicial para resolver esse problema e
dele surgiram as vine-copulas e por conseguinte a D-vine cépula. Aas et al. (2009)
escreveu mais detalhadamente, explicando muito bem sobre esse assunto.

Este é o capitulo principal deste trabalho. Aqui descrevemos detalhadamente as

D-vine cépulas e sua inferéncia. Iniciamos com as Pair copulas.

4.1 Pair-copulas

Podemos chamar o modelo Pair-copula de uma construgao probabilistica que re-
presenta modelos multivariados altamente dependentes e complexos de uma forma
que se assemelha a modelagem hierarquica classica. Essa forma é bem simples.
Modela-se a dependéncia através de construgao de blocos baseados na independéncia
condicional, o que quer dizer que esse esquema de modelagem decompoe uma den-
sidade multivariada através das variaveis originais e de suas fungoes de distribuicao

condicionais e nao condicionadas.
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Podemos mostrar a decomposicao Pair-copula de uma distribuicao multivariada
geral desta forma:
Considere um vetor X = (X7, ..., X,,) de variaveis aleatérias com funcao de den-

sidade conjunta f(xy,...,z,). Essa densidade pode ser fatorada como:

fz, o xn) = fulzn) f(Xn1|xn) f(@n_o|Tn_1,2n)...f(z1]22, ..., T0), (19)

e essa decomposicao é unica até a reclassificacao das variaveis. Uilizando o Teorema
de Sklar (1), podemos manipular sua expressao passando para a fun¢ao de densidade
conjunta f, por uma F absolutamente continua com densidades marginais continuas

e estritamente crescentes Fi, ..., F}, , e entao, usando a regra da cadeia temos:

flz,xn) = n{F1(z1), ooy Fu(xn) Y fi(z1) - - - fro(xn) (20)

para algumas densidades de cépulas n-variadas ¢;_,(-). No caso Bivariado essa

expressao é simplificada para:

f($1,$2) = Clz{Fl(l’l), F2(332)} ’ f1(331) : f2($2), (21)

em que c3(-, ) é a densidade pair-copula apropriada para o par de varidveis trans-
formadas Fi(z1) e Fy(xy). Para se obter uma densidade condicional, é facil ver
que:

f(zi|ze) = cio{ Fi(21), Fa(za)} - fi(z1), (22)

para a mesma pair-copula. Para trés variaveis aleatorias X;, X5 e X3 temos:

f(@1]|za, x3) = crga{F(x1|22), F(22|23)} - f(21]23), (23)
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para a pair-copula cig3 apropriada, aplicada as varidveis transformadas F(x|z3) e

F(z3|x3). Uma decomposigao alternativa seria:

f(@i]we, 23) = crap{F(21]22), F(xs]22)} - f(21]22), (24)

em que cyzp ¢ diferente da pair-copula cjg3. Decompondo mais f(z1|z2) na pair-

copula ci3p2, nos leva a:

f(@1]me, 23) = crgpl F(21]22), F(x3]22)} - 1ol F(21), F(22)} - fi(21), (25)

onde vemos duas pair-copulas presentes.
Agora, que ja foram mostradas as densidades de uma pair-copula em dimensio-

nalidades menores, podemos ver que a férmula geral fica dessa forma:

f(@|v) = copyv AF(@lv_y), Fv;lv_;)} - f(z]v_y), (26)

para um vetor v d-dimensional. Note que v; ¢ um componente escolhido arbitraria-
mente de v e que v_; é um vetor v sem o componente v;. Concluindo, sob condicoes
regulares apropriadas, uma densidade multivariada pode ser expressa como um pro-
duto de pair-copulas. Também ¢é claro que é uma construcao iterativa por natureza
e que, dada a fatoragao especifica, tem-se varias re-parametrizacoes diferentes.

A construcao pair-copula envolve a distribuicao marginal condicional da forma

F(z|v). Para cada j, Joe (1996) mostrou que:

OC, ;v A F(x|[v_j), F(vj|v_;)}
OF (vj|v_;)

Falv) = : (27)

em que Cjjx ¢ uma fungao de distribui¢ao de uma cépula bivariada.
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4.2 Vine-copulas

Existem diferentes tipos de construcoes pair-copulas para cada nivel de dimensio-
nalidade, e quanto maior a dimensao, maior serd o numero de diferentes construgoes
pair-copulas. Bedford e Cooke (2001,2002) organizaram o trabalho de Joe (1996), e
introduziram o modelo grafico chamado de The Regular Vine. Existem varios tipos
de decomposigoes de pair-copulas na classe das Regular Vine copulas, mas neste tra-
balho vamos focar apenas na cépula D-vine, ou Drawable-Vine Copula (Kurowicka
e Cooke, 2004) tridimensional.

A expressao geral da estrutura D-Vine no caso tridimensional é:

flwr,0,23) = fi(ar) - fa(x2) - f3(333)

X 012{F1(5U1), F2(332)} : 023{F2(932), F3(-T3)} (28)

X

013|2{F($1|:E2), F(x3|ze)}.

Cada modelo de Regular Vine d4 um caminho préprio para decompor a densidade
e a D-Vine copula ¢é representada através de um conjunto aninhado de arvores como

mostra a figura 3:

@ 12 @ 23 @
@ 13|12 @

Figura 3: Decomposi¢ao da copula D-vine tridimensional

Nesta imagem vemos a decomposi¢ao de um copula D-Vine com 3 componentes.
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Ela consiste em 2 arvores T}, onde j = 1,2, e tem 4 — j nés por arvore T e 3 — j
ligacoes por arvore Tj. Cada ligacao corresponde a densidade da pair-copula e o
nome de cada ligagao corresponde ao subscrito da densidade da pair-copula, ou seja,

a ligagao 13|2 corresponde a densidade da cépula ci32(-). Podemos perceber que

n(n—1)
2

toda a decomposicao é composta por ligacoes e pelas densidades marginais
de cada varidvel. Os nés na arvore T} s6 sao necessarios para rotular as ligacoes na

arvore T}, como podemos ver na imagem acima.

4.3 Tlustracoes numéricas para a cépula D-Vine

Nesta secao exploramos a parte inferencial, apresentando o método de estimagao
das D-Vine cépulas conforme o artigo de Brechman e Schepsmeier (2013).

4.3.1 Representacao Grafica e ordem das variaveis

Antes de falar da estimacao em si, é preciso falar da ordem de selecao das variaveis
em uma D-Vine copula e sua construgao. A construgao da D-Vine se da pela escolha
de uma ordem especifica de variaveis, entao, na primeira arvore temos a dependéncia
da 1* com a 2* varidveis, da 2* com a 3%, da 3* com a 4 e assim sucessivamente. Na
segunda arvore temos a dependéncia condicional da 1* e 3* dada a 2* variavel, ou
seja, o par 1, 3|2. Depois temos a 2* e 4* dada a 3* (2, 4|3) e assim por diante. Isso se
segue em todas as drvores em sequéncia (por exemplo na terceira arvore teremos a
dependéncia condicional mostrado no par 1,4|2, 3 e na quarta arvore o par 1, 5|2, 3, 4
e assim por diante). Vemos entdo que a ordem das varidveis muda completamente
as dependéncias condicionais, e assim muda também a estrutura da D-Vine copula.

A construgao de uma D-Vine copula se da da seguinte maneira:
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1°Arvore—  (1,2),(2,3),(3,4), ..., (d — 1,d)
2¢Arvore—  (1,3|2),(2,4]3), ..., (d — 2,d|d — 1)

3eArvore—  (1,412,3),(2,5|3,4), ..., (d — 3,d|d — 2,d — 1)

Arvore(d —1)— (1,d|2,...,d — 1).

Para melhor vizualizagao, fica dessa forma mostrada na figura 4:

d-2,d-1
E,dldi
H”M U_Q
23

-
H

1,2]2,...d-1

Kf“%—ﬁfﬁ\

Md']-] 1d-1]2,..d-2  2d|3...d-

Figura 4: Representacao Gréfica Geral da Cépula D-Vine

A partir disso temos a densidade da D-Vine no campo n-dimensional:

fle) = JI /() (29)
X Ci,i+j\i+1,“.,i+j—1{F(xi‘xi+17 e Sb’z'+j71)7 F($¢+j|36¢+1, oo xiJrjfl)|‘9i,i+j|(i+1):(i+j—l)}a

em que o indice j representa as arvores e o indice i representa as ligagoes (ou
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dependéncias) entre os nés (varidveis). Na representagao grafica da D-Vine, um né
é conectado a no maximo 2 ligagoes.

4.3.2 Estimacgao

Tendo decidido a estrutura da D-Vine a ser usada, deve-se selecionar familias
pair-copula para cada par de varidveis (condicionais) e para isso, segundo Brech-
mann e Schepsmeier (2013) usa-se a fungao CDVineCopSelect do pacote CDVine do
R. O processo de selegao de pair-copulas segue arvore por arvore, desde os pares con-
dicionais da arvore dois até a arvore d-1, sempre dependendo das especificagoes das
arvores anteriores através das fungoes-h. Para explicar melhor essas func¢oes-h vol-
temos a expressao geral da estrutura da D-Vine (no exemplo, o caso tridimensional)
mais detalhadamente. Re-escrevemos a expressao (28), como:

flar,x,23) = f(a) cio(F(ar), Fx2)) f(22)

f(I;,|$l)
X Caap (F(wslan), Fwa|r))ea (F(xs), F(21)) f ()

J/

F(wslizn)

= filz1) - fo(x2) - f3(w3) (30)

J/

Vv
Marginais

X 612{F1($1),Fz(xz)}\'f%{Fz(@),Fs(%)}

/

Cépulas Nao Condicionais

X \clg‘g{F(xllasg),F(xglxz)}.

TV
Coépulas Condicionais

Em (30) nao é possivel obter de forma direta as distribui¢oes acumuladas con-
dicionais F(z1|z2) e F(x3|xs), assim como qualquer outra distribuigao condicional
da estrutura geral de uma coépula D-Vine. Entretanto, é possivel se tomarmos a
derivada da copula com relagao a uma das varidaveis. Para mostrar isso tomamos

uma cépula C'(ug,us),
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C(uy,ug) = C(Fi(x1), Fa(xe)), onde wuy = Fi(z1) e uy = Fy(x2)

= F(F7 ' w), Fy ' (ug))

1 2

Sabendo isso, podemos agora obter a distribui¢ao condicional dessa forma:

P(U; < ug|Uy =uy) = %C(ul,m)
_ a%c@gg, Bx(r)
_ %C(Fl(xl),ﬁé(xg)) i) (31)
_ a%p(xl,@) f(a), dividindo tudo por f(z:1)
= - CUR (). i),
ou seja,
Pa(aaln) = o Fia(@1,02)/f (@1) = - Ca(Fy(ar), Fa(s).

orq Ouy

Entao, mostramos a forma de se obter as distribui¢oes acumuladas condicionais

no caso bidimensional. Para o caso tridimensional, utiliza-se o0 mesmo processo:

OF5o (w3, T2|1)
0552

/f($2|$1) = i032\1<F2|1> F3|1),

F3|21($3|$2>$1) = Ju
2

Fy1 e F3); podem ser obtidas como anteriormente para o caso bivariado, mostrado
em (31).
A fungao-h é simplesmente a forma geral (ou n-dimensional) dessas relagdes mos-

tradas. Elas representam a funcao de distribuicao condicional quando x e v sao
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uniformes. De forma geral ela é escrita dessa forma:

8O]€‘V—k(Fk V—k(xk|xv—k)7 F; V_k(x llxv—k))
h(e,0) = Fip(ajlay) = —Hmmig o i e, (3
V_§k V_k

em que v = {k, ji,..., Jn} em que k < j e o subscrito k indica v_j = {Jji, ..., jn }-

Entao, o modelo da cépula D-Vine é enquadrado sequencialmente procedendo
de forma iterativa arvore por arvore e assim sua estimacao sé envolve a estimacao
de cada pair-copula individualmente. No programa, a estimacao pode ser estabele-
cida utilizando a fungao CDVineSeqEst, a qual é realizada nos parametros de cada
pair-copula através de EMV. Ainda que essas estimativas sequenciais muitas vezes
proporcionem um bom ajuste, normalmente se estd interessado em maximizar a log-

verossimilhanga da vine-copula. Assim a log-verossimilhanca para copula D-Vine

[©eN

n—1 n—

T
Z Z og{¢iitjlitt,ivi—t[F(@ig|Tivis oo Tivjor0)s F(TijalTir ey ooy Tivj—10)]

j=1 i=1 t=1

.

B

em que C;iyjli41,..i+j—10°, ) € a densidade da cépula.

No programa a log-verossimilhanca de uma Vine-Copula para um conjunto de
dados, familias pair-copula e parametros pode ser obtido usando a funcao CDVi-
neLogLik. Com os célculos dessa log-verossimilhanca, pode-se agora estimar os
parametros em conjunto usando EMV em contraste com a estimativa sequencial de
pares falado anteriormente.

No caso de inferéncia para um modelo de 3 variaveis, distribuidas uniforme-

mente em [0, 1] temos:
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T

Z{log 012(371,75, Lo, ©11) + log 023(332,t, T3t, ©12) + log Cl3|2(U1,t; V2.t Oa1)
t=1

onde:

Vit = F(Il,t7 IQ,t) = h(l‘Lt, X2ty @11)

Vot = F($3,t, xz,t) = h($3,t,$2,t, @12).

Os parametros a serem estimados sdo © = (011, ©12,02;), onde O;; é um con-

junto de parametros da densidade da cépula correspondente ¢; ;i jjit1,...itj-1( ") -

30



5 Aplicacao

Até agora apresentamos a teoria de copulas, até chegarmos a D-Vine copula, que
é o cerne deste trabalho. Nesta secao, apresentaremos uma aplicacao da teoria da
copula D-Vine com trés conjuntos de dados, desde a analise exploratoria dos dados
até a estimacao e sua representacao grafica. Para tal utilizamos o pacote CDVine

do software R.

5.1 O Conjunto de Dados

Este conjunto de dados contém os residuos padronizados transformados de log
retornos diarios dos principais indices de acoes do mundo em 2009 e 2010. Sao 396
observagoes para cada um dos trés paises, sendo eles Estados Unidos da América,
Alemanha e Gra-Bretanha. Cada série cronoldgica estd devidamente filtrada através

dos modelos ARMA(1,1)-GARCH(1,1) com inovagoes t-Student.

5.2 Analise exploratoéria dos dados

A anadlise exploratoria dos dados nao é feita da mesma forma que em um conjunto
de dados comum. Estamos lidando com copulas, portanto vamos analisa-las par a
par. Comegando com o célculo da correlagdo de Kendall (tabela 2) e alguns graficos
(figuras 5 e 6):

cor(’dados’,method="kendall’)

Tabela 2: Correlacao de Kendall

Pais | Estados Unidos | Alemanha | Gra-Bretanha
Estados Unidos 1.000 0.503 0.486
Alemanha 0.503 1.000 0.732
Gra-Bretanha 0.486 0.732 1.000
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plot(dados/,1],dados/,2], zlab=“EUA”, ylab= “Alemanha”, pch = “.”, cex = 5.0)

Gra-Bretanha
Gré-Bretanha

Alemanha
04

EUA EUA Alemanha

Figura 5: ScatterPlots: EUA-Alemanha, EUA-GRB e Alemanha-GRB, respectiva-
mente.

BiCopMetaContour(dados/,1],dados[,2],bw=1.7,size=100,

levels=c(0.01,0.05,0.05,0.07,0.1,0.15,0.18),par=1, family= “emp”)

Curvas de Nivel - EUA - Alemanha Curvas de Nivel - EUA - Gré-Bretanha Curvas de Nivel - Alemanha - Gré-Bretanha

00—

001 —,

Figura 6: Curvas de Nivel com distribuigao empirica.

Pelos ScatterPlots vemos que existe uma relacao entre os mercados de acoes
desses paises. Entre os europeus a relagao é mais forte e entre o americano com
os europeus, existe uma relagao mais fraca. Também podemos ver que existe uma
dependéncia caudal simétrica, e as curvas de nivel nos dao suporte ao afirmar isso.

Fizemos testes de independéncia utilizando a funcao  BiCoplnd-
Test(USA,GER)$p.value do programa. A estatistica do teste é: T = % X |7
onde N é o nimero de observacoes e o 7 é o Tau de Kendall das cépulas. O teste
foi realizado para cada par das variaveis e em todos eles o p-valor foi zero, o que

nos informa que ha uma dependéncia muito grande entre as variaveis.
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Por 1ltimo, realizamos o teste de selecao, que busca indicios de qual familia de
copulas pertencem as pair-copulas. Para tal, fizemos o teste de selecao basico utli-
zando a funcao CDVineCopSelect(dados,familyset=c(1:10,13,14,16:20),type=2,
selectioncrit=“AIC”, indeptest=FALSE,level=0.05). Esse teste baseia nos critérios
de informagao AIC ou BIC. Primeiramente todas as cépulas sao devidamente ajus-
tados usando estimacao por maxima verossimilhanca. Entao os critérios sao compu-
tados para todas as familias disponiveis no programa e a familia com o valor minimo

é escolhida. O critério AIC para uma cépula bivariada é:

N
AIC = =2 Zln[c(um, u;2|0)] + 2k. (33)
i=1

para observagoes u; ; com 2 = 1,...,N e j = 1,2 onde k = 1 para um parametro e
k = 2 para dois parametros (isso nos casos das cépulas t-Student, BB1, BB6, BB7,

BBS8). O critério BIC é similar:

BIC := =2 "In[c(u; 1, u;2]0)] + In(N)k. (34)

i=1

Como resultado para a relagao entre dados de retorno financeiro dos paises eu-
ropeus obteve-se a t-student como familia selecionada e para a relagao dos dados do
pais americano com os europeus obteve-se uma cépula arquimediana de nome BB7.

Sabemos que a montagem da copula D-Vine é feita arvore por arvore, entao na
segunda arvore tem-se dois nds que sao as pair-copulas obtidas da arvore de cima.

No nosso caso a Pair-cépula EUA,ALEMANHA e a outra é ALEMANHA,GRA-

BRETANHA e precisamos selecionar a que familia pair-copula se adequa a relacao
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entre essas duas outras pair-copulas. Para isso utilizamos a funcao do R CDVine-
CopSelect, que segue o mesmo principio da fungao BiCopSelect e dos testes (33) e
(34), mas faz para todas as arvores da cépula D-Vine. Entao para essa uiltima a

familia selecionada foi a da cépula arquimediana BBS.

5.3 Estimacao

Apés a andlise exploratoria dos dados vamos partir para inferéncia estatistica, mas
como dito no capitulo anterior, antes de fazermos a estimacao precisamos determinar
a ordem das variaveis que constituirao a primeira arvore da selecao da D-Vine.
Sendo assim, o ideal é deixar como o nd central os indices alemaes pois através da
analise exploratoria dos dados, tomando por base a tabela 2 percebemos que é o
que tem relacao mais forte com os outros dois indices, o americano e o da Gra-
Bretanha. Sendo assim, utilizando essa ordem e as familias de cépulas selecionadas
pelo programa podemos comegar com a parte da estimagao.

Utilizando as funcoes CDVineSeqEst e CDVineMLE, estimamos os parametros
das pair-copulas através da estimacao por maxima verossimilhanca. A primeira
funcao estima os parametros por estimacao sequencial e a segunda através de es-

timacao conjunta. Vemos os resultados gerados pela tabela 3.
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family< —c(9,2,20)
seqPar< —CDVineSeqEst(dados, family = family, type = 2, method = “mle”)
mlePar < — CDVineMLE(dados, family = family, start = seqPar$par,start? =

seqPar$par2, type = 2)

Tabela 3: Parametros Estimados
Método/Parametros | Parl | Par2 | Par3

Sequenciall | 1.909 | 0.910 | 1.355
Sequencial2 | 1.209 | 11.887 | 0.914
Conjuntal | 1.929 | 0.911 | 1.355
Conjunta2 | 1.214 | 11.887 | 0.914

E entao calculamos a Log-Verossimilhanga otimizada de ambos os tipos de es-
timacao e vemos a pequena melhoria dos parametros estimados pela conjunta em

relacao a sequencial. Podemos constatar os resultados na tabela 4.

CDVineLogLik(dados, family = family, par = mlePar$par, par2 =

mlePar$par2,type = 2)$loglik

Tabela 4: Log-Verossimilhanca
Método | Log-Verossimilhanca
Sequencial 532.986
Conjunta 533.0092

Por fim, obtemos o gréafico da céopula D-Vine:

CDVineTreePlot(dados, family=family,par=mlePar$par,par2=mlePar$par2

,names=colnames(dados),type=_2,tree=1,edge.labels=c( “family”, “theotau”))
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D-Vine Copula
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y BB7:0.51
Arvore 1 GER
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Arvore 2
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GERENG

Figura 7: Gréfico D-Vine coépula obtido através dos dados de retorno financeiro da
Alemanha, Estados Unidos e Gra-Bretanha

A figura 7 segue a mesma forma das figuras 3 e 4, mas com seu desenho gerado
pelo programa. Nela podemos ver os “nés”das arvores representando cada pais,
as ligacoes dos nés com a familia de cépula selecionado e valor da relagao entre
os nos, inclusive na arvore 2, a qual vemos o valor da relagao geral entre todas as

componentes gerado pelas func¢oes condicionais através das funcoes-h.
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6 Conclusao

O objetivo tracado para este trabalho foi atingido. Consegui estudar a teo-
ria geral de cépulas, das copulas D-vine, bem como trabalhar com os programas
computacionais proprios para analise, estimacao e representacao grafica das copulas
D-vine. Fica para um trabalho futuro a aplicacao de cépulas D-vine no céalculo de

medidas de risco de financas e atuaria.
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