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RESUMO

Este trabalho apresenta diferentes ferramentas utilizadas para a implementacéo de
um algoritmo rapido para solucionar problemas de conducédo de calor bidimensionais,
utilizando o Método dos Elementos de Contorno (BEM). O algoritmo rapido inclui a
representacdo da matriz por matrizes hierarquicas, o que envolve a analise de
componentes principais (PCA) para a divisdo dos dados, a utilizacdo de uma arvore
binaria e a clusterizacdo hierarquica para organizacdo e agrupamento dos dados,
respectivamente, e a aproximacao dos blocos de matrizes por matrizes de baixo posto
utilizando o método da aproximacédo cruzada adaptativa (ACA). O algoritmo rapido
ainda inclui a resolucido do problema matricial Hx = b, onde H é uma matriz
Hierarquica, por métodos iterativos. Deste modo, sdo apresentados e comparados
diferentes método iterativos para a solucéo do problema. E também apresentado uma
rotina implementada na linguagem de programacéo Julia, formado por diversas sub-
rotinas, as quais incluem a construcdo da Matrizes Hierarquica e a aplicacdo do
método ACA para o calculo de suas componentes. Esse projeto de graduacao
também inclui uma discussdo sobre as limitacbes e implicacBes da aplicacdo do
método ACA, assim como inclui uma analise da rotina de programacéo utilizada. Por
fim, & apresentado os resultados obtidos do uso da memoaria e tempo para a solugéo

de diferentes problemas, em escala, de conducao de calor.

Palavras-chaves: ACA. BEM. GMRES. Aproximacdo Cruzada Adaptativa. Método dos
Elementos de Contorno. Matrizes Hierarquicas. Algoritmos rapidos. Andlise PCA. Métodos

iterativos.



ABSTRACT

This work introduces different tools used to implement a fast algorithm to solve
two-dimensional heat conduction problems using the Boundary Element Method
(BEM). The fast algorithm represents the matrix using hierarchical matrices, which
involve the principal components analysis (PCA) in order to split the data set, the use
of a binary tree and a hierarchical clustering to organize and gather the data,
respectively, and it approximates the block matrices by low rank matrices utilizing the
adaptive cross approximation (ACA). The fast algorithm also includes the solution of
the matrix system Hx = b, where H is a data-sparse matrix, by iterative methods.
Thus, it introduces and compares different iterative methods to solve the problem. It
also presents a routine implemented in the Julia programming language composed by
numerous subroutines, which includes the construction of the Hierarchical Matrices
and the application of the ACA method in order to obtain its components. This
graduation project also includes a discussing about the limitations and implications of
using the ACA method, as well as an analysis of the applied routine. Finally, it presents
the memory and time usage obtained for solving different (regarding scale) heat

conduction problems.

Key words: ACA. BEM. GMRES. Adaptive Cross Approximation. Boundary Element Method.

Hierarchical Matrices. Fast algorithms. PCA analysis. Iterative methods.
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Autovalor j.
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Relacionado aos Métodos lterativos
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oon Erro da malha 2"h, resultante de n restricbes
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Ey, Erro interpolado para a malha original no método Multigrid.
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rong Residuo da malha 2"h, resultante de n restricfes.
A Fator de ponderacao do método de Jacobi e método SOR.
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tamanho da malha.
Ki j-ésimo subespaco de Krylov.
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dy Diregdo de procura da k-ésima iteracdo no método CG.
Fator utilizado para obter a nova direcdo de procura
Bict1 no método CG.
m Parametro de recomec¢o do método GMRES(m).
Nint Numero de iteracdes.
ABREVIACOES
ACA Aproximacao Cruzada Adaptativa.
ACA+ Aproximacao Cruzada Adaptativa Modificada.
CAD Desenho Auxiliado por Computador.
CAE Engenharia Auxiliada por Computador.
CAM Manufatura Auxiliada por Computador.
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GMRES Residuos Minimos Generalizados.
MEC Método dos Elementos de Contorno.
MEF Método dos Elementos Finitos.
PCA Andlise de Componentes Principais.
SOR Super-relaxacao sucessiva.
SVvD Decomposigéo em valor singular.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

A evolucao tecnoldgica que comecgou por volta de cinquenta anos atras e que
continua até os dias atuais possibilitou um grande avanco dos sistemas de
computacdo e de suas capacidades de processamento. Esse avanco viabilizou o
desenvolvimento de diferentes métodos computacionais para a solucdo de uma
variada gama de problemas, entre eles problemas de engenharia. A utilizagdo de
computadores para auxiliar na solucdo de problemas de engenharia (CAE)
transformou o0 modo como o estudo de sistemas mecanicos pode ser feito.
Atualmente, a analise do comportamento de estruturas de um projeto é em grande
parte feita usando computadores, pois 0s métodos computacionais sdo muito mais
baratos e flexiveis do que os métodos experimentais. Tais métodos numéricos
possibilitam facilmente a mudanca de parametros geométricos e de condi¢bes de
contorno de um problema. Assim, torna-se ndo so a analise preliminar, mas também
qualguer analise posterior mais rapida e menos onerosa. No entanto, a aplicacédo
direta desses métodos € limitada pela capacidade computacional disponivel, o que
torna virtualmente impossivel a resolucdo de problemas de larga escala devido a
grande complexidade dos algoritmos utilizados, os quais demandam uma quantidade
enorme de memaria e capacidade de processamento. Tais problemas computacionais
comumente envolvem resolver problemas de algebra linear de grandes dimensoes,
envolvendo matrizes com quantidades enormes de dados. Assim, com o objetivo de
diminuir a complexidade desses algoritmos, tornando possivel a resolucdo desses
problemas com utilizacdo de menos recursos computacionais, diferentes métodos
vém sendo desenvolvidos. Métodos os quais, em geral, combinam a utilizacéo de uma
representacdo aproximada da matriz a ser resolvida com a aplicagdo de um método

iterativo para a resolucao do sistema.

1.2 OBJETIVO

Esse trabalho tem como objetivo oferecer um método de menor complexidade
gue os algoritmos tradicionais para a resolucao de problemas de algebra linear que
contém matrizes de larga escala advindas de problemas formulados pelo Método dos

elementos de contorno (MEC).
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O meétodo inclui o tratamento da matriz cheia e ndo simétrica resultante da
aplicacdo do MEC, o que engloba a representacdo dessa matriz por matrizes
hierdrquicas, as quais permitem uma representacdo esparsa dos dados usando o
algoritmo da aproximacéao cruzada adaptativa (ACA). A resolucao do sistema € entéo
feita, utilizando o método dos residuos minimos generalizados (GMRES), um método
iterativo para resolugcédo de sistemas lineares. Uma vez implantado o algoritmo, sera
possivel a resolucdo de problemas de maior escala em menor tempo e com menor

uso da memoria.

Neste trabalho, primeiramente, ser& demonstrada a base tedrica necessaria
para implementar o método, além da criacdo de rotinas genéricas para comparacao
do desempenho do método GMRES com diferentes métodos iterativos para a
resolucdo de sistemas de equacgOes na forma matricial. Na parte final, uma rotina de
programacao para o método ACA sera implementada. Os resultados obtidos, assim
como a propria rotina serdo analisados de forma a esclarecer e tornar mais visivel

suas limitacdes e implicacdes.

1.3 METODOS NUMERICOS PARA ANALISE EM CAE

A engenharia auxiliada por computador (CAE), envolve todo o uso de
computadores em atividades de engenharia, tais como, no design (CAD), analise e
manufatura (CAM). Na analise, os dois métodos mais conhecidos e largamente
utilizados sdo o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de
Contorno (MEC). O MEF € o mais conhecido e também o mais utilizado atualmente,
sua formulacédo e desenvolvimento ocorreu anterior ao MEC, no inicio da década de
1960, ja o segundo ganhou notabilidade somente dez anos mais tarde, sendo utilizado
principalmente devido ao seu menor custo computacional quando comparado ao MEF.
Embora parcialmente diferentes em suas formulagfes, ambos os métodos tem a
mesma aplicagdo, eles constituem uma técnica de analise do comportamento de
sistemas mecanicos, principalmente de estruturas sobre a acdo de cargas externas.
Entenda por carga externas qualquer fonte externa que produz uma fungéo de campo
nao nula (campo de temperatura, campo de tensdo, etc.) que descreve o
comportamento do sistema, como por exemplo, fluxo de calor, forcas de contato,
forcas de campo e outras condi¢des de contorno. Visto que ambos os métodos tem a
mesma fun¢do, € normal indagar o porqué da necessidade de diferentes formulagdes.

A resposta € que, para determinadas classes de problemas, o MEF é ineficiente e
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trabalhoso, consumindo grande quantidade de tempo, memdéria de processamento e

fornecendo resultados insatisfatorios.

1.3.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

O método dos elementos finitos € um método de dominio, ou seja, ele é
formulado a partir da discretizacdo de todo o corpo em uma série de elementos
diferenciais. Esse meétodo foi desenvolvido para resolver equacdes na forma
diferencial. A acuracia e a precisdo da solucdo dependem de como séo definidos
esses elementos geométricos (constituidos por arestas e nos) e o qudo bem eles
representam o volume que foi discretizado, ou seja, eles dependem da precisao da
malha. O comportamento das arestas e consequentemente a forma do elemento sao
descritas pelas chamadas funcdes de forma. Essas func¢des séo utilizadas tanto para
descrever o comportamento geométrico do elemento como o comportamento da
solugcéo no elemento. Considere, por exemplo, um problema de MEF 2D, dois dos

possiveis elementos a de serem utilizados para discretrizar o dominio sdo mostrados

na Figura 1.
NG 1 N6 2 NG 1 N6 5 N6 2
® Aresta 1 * * - *
Aresta 1
[ L
® L L & ]
(1)Quad4 (2)Quads

Figura 1 - Elementos quadrilaterais para problemas de MEF planos.

Considere o0 elemento a esquerda (1), também chamado de QUAD4
(quadrilateral com 4 nos), onde cada aresta € definida por somente dois nds. Assim a
maior aproximacdo de qualquer funcdo f(x,y) possivel na aresta 1 € uma
aproximacéo linear, ou seja, obtido uma grandeza (posi¢do ou potencial) nos nés 1 e
2, a mesma grandeza em qualquer ponto da aresta é simplesmente um valor f(x,y)

de uma funcao linear que passa por f(xy,y,) e f(x,,y2) (Figura 2).

Considere agora o elemento a direita (2), cada aresta é definida por trés nos,
possibilitando uma aproximagdo quadréatica da forma do elemento. Isto permite que
ele represente de melhor forma corpos com curvas suaves e também ofereca uma

melhor aproximacéo da solucdo no elemento.
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f(x2,y2) f(x2,y2)
f(x1,y1)

fxa,y1)

N6 1 N6 1

(1)Quad4 (2)Quads

Figura 2 - Aproximacao feita por diferentes elementos quadrilaterais.
Embora a andlise tenha sido feita somente na aresta 1, ela pode ser estendida
sobre todo o elemento, incluindo pontos internos. No caso do elemento (1) a
aproximacédo é continua linear, mas € dada por um plano. No caso do elemento (2)
essa € dada por uma superficie quadratica. Mais informacdes sobre as funcbes de

forma serdo discutidas na unidade 9.8.1.

Construida a malha, um sistema de equag0fes lineares é entdo gerado para
calcular o potencial em cada né. Essas equacdes sdo geralmente obtidas a partir da
forma fraca da equacéao diferencial, usando funcdes peso obtidas a partir de uma

funcdo arbitraria que obedece as condi¢des de contorno.
Entre as desvantagens do método dos elementos finitos podemos citar:

e Discretizacdo sobre todo o dominio ocupado pelo corpo, o que torna a
geracao e a inspecdo da malha uma operacao laboriosa e demorada.

e Em dominios infinitos é necessario criar um contorno ficticio fechado para
aplicacao do método, o que reduz a acuracia da solucdo, podendo levar a
resultados incorretos.

e Em problemas descritos por funcdes diferenciais de quarta ordem ou
maiores (i.e. equacoes de placas, equagdes de cascas), 0s requerimentos
de conformidades, ou seja, 0 conjunto de requerimentos matematicos e
geomeétricos que a malha deve satisfazer para que seja possivel obter uma
solugéo, pode tornar a formacao da malha uma operacdo que consome
grande quantidade de tempo e de recursos computacionais.

e Embora o método tenha grande acuracia em computar a fungcado de campo,
sua acurcia cai drasticamente quando tenta obter as derivadas do mesmo,
principalmente em regides de grandes gradientes.
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Grande parte das deficiéncias apontadas acima séo resultados da grande
complexidade que é a geracdo de uma malha para a resolu¢do de problemas pelo
MEF [1]. Muitas vezes o problema da geracdo de uma malha confiavel é mais
trabalhoso e complexo do que a formulacéo do problema fisico a qual a mesma ira

resolver.

1.3.2 METODOS DOS ELEMETOS DE CONTORNO (MEC)

O método dos elementos de contorno [2] [3] € um método de fronteira, ou seja,
ele é formulado a partir da discretizacdo de apenas o contorno de um corpo. Assim, 0
problema apresenta dimensao reduzida em um. Dessa forma, problemas de volume
tornam de superficie e os de superficie em de linha. O método foi criado para resolver
equacoOes diferenciais parciais, as quais sao transformadas em equacgdes integrais de

contorno.

Diferentemente do MEF, o MEC né&o utiliza uma funcéo arbitraria como funcao
peso para encontrar a forma fraca das equacdes diferenciais parciais, mas sim, uma
solucéo analitica que representa os efeitos de uma carga pontual em um ponto de um
dominio infinito [4], solu¢do a qual é chamada de solu¢cdo fundamental. O fato de
utilizar uma solucdo fundamental fornece maior precisdo em regides de grandes

gradientes.
As vantagens de utilizar o método dos elementos de contorno sao:

e A discretizagdo ocorre somente sobre o contorno do corpo, facilitando a
modelagem da malha (Figura 3).

........

BEM FEM

Figura 3 - Comparacéo entre Discretizacdo do corpo entre MEF (elementos quad4) e MEC
(elementos linerares).

e Em dominios infinitos, a condi¢do de contorno no infinito é formulada como
exterior ao contorno, sendo que a solucdo fundamental deve satisfazer

algumas condi¢des no infinito.
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O método é efetivo para calcular as derivadas da fungdo de campo,
podendo facilmente lidar com cargas concentradas tanto dentro do dominio
quanto em seu contorno.

O método permite analisar a funcdo de campo e suas derivadas em
qualquer ponto do corpo, diferentemente do MEF onde a solucdo é
originalmente obtida somente nos pontos nodais e nos demais pontos é

interpolada.

O método dos elementos de contorno, no entanto, também apresenta algumas

deficiéncias:

A equacao integral de contorno requer uma solugdo fundamental, nao
podendo entdo ser obtida em problemas no qual ela ndo existe ou néo é
conhecida, como por exemplo, problemas descritos por equacdes
diferenciais com coeficientes ndo constantes. Nestes casos, a utilizacao do
MEC gera ndo somente integrais de contorno, mas também de dominio, as
quais devem ser transformadas em integrais de contorno por técnicas
apropriadas.

A aplicacdo do método resulta em um sistema de equacdes lineares no
qual a matriz de coeficientes € uma matriz cheia e ndo simétrica,
diferentemente do MEF onde a matriz € esparsa e simétrica (Figura 4). Tal
problema é amenizado pela menor dimensédo da matriz gerada pelo MEC

guando comparado ao MEF-.

FEM BEM

Figura 4 - Representacédo da distribuicdo dos coeficientes ndo nulos na matriz de coeficientes.
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2 ALGORITMOS DE BAIXA COMPLEXIDADE

Embora tipicamente o método dos elementos de contorno apresente um menor
custo computacional, devido a menor dimenséo da matriz gerada, é ainda de interesse
desenvolver algoritmos que tornem o processo mais rapido e barato, permitindo entao
a andlise de problemas maiores e mais complexos. Tais algoritmos, chamados de
algoritmos rapidos, tém como principio diminuir a quantidade de operacfes
necessarias para resolver um sistema de equac¢des matriciais, obtendo uma solucao
aproximada através do uso de algoritmos de complexidade computacional reduzida,
ou seja, algoritmos em que 0 numero de operac¢des aumenta pouco com aumento do
problema a ser resolvido. Assim, requisitos de tempo e meméria serdo reduzidos, o
gue aumenta a capacidade de resolver problemas maiores e mais complexos de forma

eficiente.

2.1 NOTACAO DE LANDAU 0O(N)

A complexidade de um algoritmo [5] [6] € comumente avaliada utilizando a
notacdo de Landau, ou também chamada de notacdo grande-O ou notacdo
assintética. Essa notacdo é utilizada na analise de algoritmos, mais especificamente
na ciéncia da computacéao ela é utilizada para descrever o comportamento assintotico
de uma funcéo. Basicamente, ela descreve a taxa de crescimento de uma funcéo,

também chamada de ordem da func¢éo, por isso o nome grande-O.

E importante ndo confundir desempenho com complexidade. O primeiro esta
relacionado a quantidade de memoria e o0 tempo de execucgdo efetivamente usado
pela maquina, o que obviamente, depende da maquina. Enquanto o segundo esta
relacionado ao comportamento dos recursos utilizados, ou seja, 0 que acontece caso
o tamanho do problema a ser solucionado mude. Enquanto a complexidade afeta a

desempenho, o contrario ndo ocorre.

A notacdo de Landau é formalmente definida considerando duas fungoes, f(x)

e g(x).
fx),g(x):{x c N} > N
flx) = 0(g(x)) & IN,C €R; tal que

fxX)] < Clg®)]; Vx> N
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De forma simplificada, isso significa que a taxa de crescimento de f(x) é
sempre menor que |g(x)|, se aproximando ao ponto que N tende a infinito, por isso o
nome notacgdo assintética. E importante ndo confundir f(x) o qual é a quantidade

exata, com g(x) o qual € um limite superior para a taxa de crescimento.

Esse tipo de notacéo é utilizado, pois ndo ha interesse no numero exato de
operacdes, mas na relacdo entre o nimero de operagdes e a quantidade de dados de
entrada. Para exemplificar, considere um algoritmo cuja quantidade de operacfes
necessarias para a realizacdo do mesmo seja dada por f(n) = 7n> —n, onde n é o
nimero de entradas, assim, a complexidade do algoritmo é O(N?), observe que
7|n? —n| < 7|n?| para todo n > 0 (definicdo formal). E importante também observar
que 7|n? —n| < 7|n?| < |n3|, mas a complexidade ndo é 0O(N?3), pois o interesse esta
no menor limite superior. Na pratica, no entanto, a definicdo formal ndo € utilizada, a
notacdo pode ser obtida excluindo qualquer constante multiplicativa e qualquer termo

de menor ordem na funcao que descreve o algoritmo.

Essa notacdo pode ser usada para analisar o efeito da quantidade de dados de
entrada no tempo requerido ou no espaco na memaria necessario para executar um
algoritmo. O tempo requerido pelo algoritmo é estimado contando o numero de
operacOes elementares realizadas pelo algoritmo, onde cada operagcdo elementar
demora um intervalo fixo de tempo. Assim o tempo levado para a execucdo do
algoritmo € proporcional a quantidade de operacbes basicas efetuadas e a

complexidade de ambos €, entdo, a mesma. Sao operacdes basicas:

e Uma operacao aritmética
¢ Uma gravacao

e Uma leitura

e Uma atribuicéo

e Um teste de hipdtese

A menor complexidade possivel em qualquer operacéo € a complexidade linear
O(N), isso, pois para qualquer mapeamento nao trivial f: X,, = Y, onde n € nimero
de dados de entradas e m é o nUmero de saidas, 0 menor custo computacional € O(N)

onde N = max {n,m}.
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2.2 COMPLEXIDADE EM ALGEBRA LINEAR

Problemas computacionais de grande escala comumente envolvem resolver
problemas de algebra linear de grandes dimensdes, envolvendo matrizes com
qguantidades enormes de dados. Considere agora as operagOes efetuadas em
problemas de algebra linear, as operacées vetoriais possuem complexidade 0(N). E
importante lembrar que o produto vetorial apresenta complexidade 0(N?), mas tal
operacdo nao é utilizada em algebra linear. Por outro lado, as operacfes matriciais

requerem complexidade O(N?) e O(N3).

Para exemplificar a complexidade de uma operagdo matricial, usaremos a
eliminacdo de Gauss, 0 método mais conhecido para resolver um sistema de
equacdes lineares na forma matricial. Considere uma matriz A € R™", onde no
processo de eliminacdo de Gauss nao ha pivés nulos, ou seja, ndo ha troca de linhas
e nenhuma das linhas é um vetor nulo. Na eliminacdo de Gauss, o primeiro elemento
a;, € definido como o pivé (Figura 5). O pivd € utilizado para eliminar todos os
coeficientes abaixo deste, ou seja, todos os coeficientes que pertencem a mesma

coluna do pivd, mas que pertencem as linhas abaixo deste.

84,1 diz @3 - - - . ey ey @an

as 1 dgz dz3 . . .. @Az@pz dzpay  dzn

d3 4 dsz d3z3z - - - . A3 d3 -1y dan
A=

dinz)1 dipz)2z An-z)3 - - - - A2y A1) Fn-zin

An-1),1 Atz A3 - - - - Apenn2) Ap-1),-1) Bn-1)n

dn 1 dn 2 dnz - - - - Ej-n.(n-z} Ej-n.(n-1} dnn

Figura 5 - Matriz A € R™" com pivb em destaque.
Através de operacdes basicas entre a linha do pivd e as linhas subsequentes,
essas eliminacdes sao feitas e entdo é obtida uma matriz reduzida R € R™". Uma
submatriz B € R™®~D*(»~1) pode entio ser definida a partir da matriz R como a matriz

qgue nao contém a linha e a coluna do pivd anterior (em cinza na Figura 6).
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aii a2 a3 ai (n-2) ai (n-1) Ain
0 I I3 12, (n-2) 2,(n-1) 2n
0 rsp I3 32  Tam1y  Tan
R(1) =
0 fn-2),2 Tn-2),3 fn-2),n-2) T(n-2),(n-1) fn-2)n
0 fn-1),2 f(n-1),3 ln-1),m-2) Tn-1),(0-1) Tn-2),n
0 M2 M3 rn,(n-2) rn,(n-l) M'nn

Figura 6 - Matriz R € R™", resultante da primeira iteracdo, com pivé em destaque.
Definido a matriz B, todo o0 processo acima é repetido nessa submatriz. E entdo
na submatriz seguinte até que a uUltima submatriz B seja o Ultimo elemento da matriz.
Observe que essa submatriz muda a cada iteracao, tal que B €
R®-i+Dx(n-i+1) gnde ; corresponde a i-ésima iteracdo. Apds todas as iteracdes, o
resultado € uma matriz triangular superior L € R™", onde os elementos da diagonal

foram os pivds do processo de eliminagéo (em azul Figura 7).

a1 a;px a1z ai (n-2) aj (n-1) ain

0 2 I3 o2 Tom1  Tan

0 32 I3 I3,(n-2) I3,(n-1) 3n
R(n-1) =

0 0 0 - Tn-2),(n-2) Tn-2),n-1) Tn-2)n

0 0 0 e 0 (n-1),(n-1) Tn-1)n

0 0 o .... 0 0 I'nn

Figura 7 - Forma escalonada reduzida da matriz A, apos o processo de eliminagéo.

Na primeira iteragcdo sdo efetuadas 2n(n — 1) operacdes. Observe que a
primeira linha contém n elementos e que cada elemento é multiplicado por uma
mesma constante e entdo somado ao elemento da linha abaixo, o que contabiliza 2n
operacoes. Isso é feito para todas as linhas com excecao da primeira linha, a qual é

mantida intacta, assim a operagdo anterior € repetida (n — 1) vezes, totalizando

2n(n — 1) operag0Oes efetuadas na primeira iteragao.
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Na segunda iteragdo, a submatriz B tem dimenséo (n — 1)x(n — 1). O processo
anterior pode ser repetido nesta obtendo, analogamente a iteracdo anterior,
2(n — 1)(n — 2) operacdes. Séao feitas n — 1 iteracdes até a obtencdo da matriz final.

Assim, o total de operacdes é dado por:

n—-1
nd n
2Inn—-1D)+(m-1)m—-2)+...414+0] = ZZ(n—i)(n—i— 1) = Zl?—gl
i=0
Portanto, a operagcdo de eliminacdo apresenta complexidade O(N3) e a
necessidade de armazenamento na memoria € proporcional a 0(N?) uma vez que

todas as entradas de uma matriz nxn devem ser armazenadas.

Deste modo, a grande complexidade computacional associada ao processo de
eliminacdo torna extremamente caro e limitada a resolucdo de matrizes cheias de
grandes dimensdes. Devido a essa limitacdo, novos métodos procuram trabalhar com
tipos especiais de matrizes, como por exemplo, matrizes diagonais. No entanto, sao
poucos 0S casos em que uma matriz pode ser transformada em uma matriz diagonal
de forma vantajosa, isso, pois a matriz que efetua essa transformacao geralmente é
uma matriz cheia e seu produto deve ser computado. Assim, os tipos de matrizes mais
utilizados sdo as matrizes esparsas, pois a quantidade de entradas néo nulas sao
aproximadamente da ordem de O(N). Assim, tanto 0 armazenamento quanto as
operacdes de soma e operacdes matriz-vetor sdo de complexidade préximas a O(N).
O fato da operacdo Ax requerer somente O(N) é a maior razdo para a utilizacao
desses métodos. Desta forma, caso o objetivo seja somente realizar o produto matriz-
vetor, as matrizes esparsas sao ideais. Essa € uma das razdes do sucesso do método
dos elementos finitos. Na pratica, grande parte dos algoritmos que empregam tais
métodos atinge complexidade O(Nlog?N) onde g > 0, chamada de complexidade
guase linear pois, com excec¢ao das matrizes diagonais nao héa classe de matrizes que

permita complexidade O(N).

Objetivando resolver esses sistemas de equacdes de maneira mais rapida, sédo
utilizados os chamados algoritmos rapidos. Esses usam métodos iterativos para a
resolucdo de sistema de equacdes lineares, onde cada iteracdo apresenta
complexidade O(N?). O que ocorre em cada iteracdo é um produto matriz vetor.
Assim, a execucdo do algoritmo apresenta complexidade O(n;,:N?), onde n;, € o

namero total de interacbes para a obtencao de certa convergéncia. Deste modo, caso
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0 numero de iteracdes seja pequeno, o uso de métodos iterativos torna mais rapido o
processo de resolucdo para matrizes de grande ordem. Tais métodos, no entanto, ndo
reduzem os requerimentos de memoria, uma vez que toda a matriz precisa ser
armazenada para conseguir esse efeito. Entdo, além da utilizacdo de métodos
iterativos sdo também utilizados métodos para manipulacdo das matrizes de forma a
obter uma representacdo da matriz de maneira mais esparsa e com blocos de matrizes
de menor posto, o que diminui tanto o tempo computacional da operacado quanto o

requerimento de memoria.
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3 MATRIZES ESPARSAS

3.1 MATRIZES DE BAIXO POSTO

Existem varias defini¢cbes diferentes, no entanto equivalentes, sobre o que é o
posto de uma matriz. Uma das definicbes € que o posto k de uma matriz A € R™" é
a dimenséao R do espaco vetorial gerado pelo espaco coluna daquela matriz, onde k <
min{m,n}. O posto de uma matriz indica a quantidade de vetores linearmente
independentes que formam o espacgo coluna e pode ser obtido por eliminacdo de

Gauss, onde o numero de pivés ndo nulos da matriz reduzida € igual ao posto.

Considere matriz A € R3*® abaixo. E facil perceber que a segunda coluna e a
terceira coluna sdo multiplas da primeira, assim ambas as colunas sdo combinacdes
da primeira, logo apenas a primeira coluna € linearmente independente e 0 posto

esperado damatrizA é k = 1.

1 2 3 1 2 3
A=|2 4 6|Eliminacdode GaussR=|[0 0 0]
3 6 8 0 0O

22 coluna — 2 - 1°coluna
32 coluna — 3 - 1%coluna

A eliminacdo de Gauss resulta em uma matriz com apenas um pivd n&ao nulo,
confirmando que o posto da matriz A é k = 1. As operagdes entre linhas realizadas no
processo de eliminagcdo podem ser guardadas em uma matriz E, podendo todo o

processo de eliminacdo ser descrito pelo produto EA.

1 0 0] (1 2 3 1 2 3
EA=(-2 1 0|-|2 4 6|=|0 0 O|=R
-3 0 1113 6 8 0 0 O

O interessante é que A pode agora ser escrito como A = E~'R também

chamado de decomposicéo LU.
1 0 0
E'=(2 10
3 01

O produto E~1R pode entdo ser computado para obter A. No entanto, ndo é
preciso efetuar o produto de toda a matriz E-1 com toda matriz R, mas somente das

linhas ndo nulas de R e das colunas diferentes da matriz identidade de E~1.
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1 0 01 2 3 1 2 3 1

2 1 0of.lo 0 ol=1|2 4 6|=|2|.[1 2 3]
3 0 1110 0 O 3 6 8 3

Um melhor modo de entender o porqué de ndo ser necessario utilizar toda a

matriz, € entender o produto entre as duas matrizes como ¥, R(:,n)E~1(n,:), ou seja,

a soma das matrizes resultantes do produto da coluna n da matriz R com a linha n da

matriz E~1.
1 0 0 1 2 3
2].[1 2 3]+]|1|.[0 0 O]+|0|l.[0 0 O0]=|2 4 6
3 0 1 3 6 8

Assim uma matriz A € R3*3 pode ser representada por um produto de dois

vetores de dimensao R3*1.

De modo geral, qualquer matriz A € R™" de posto K pode ser representada de
forma exata por um produto entre duas matrizes V € R™* e U € R*". No caso
anterior, o posto k da matriz A € R3*3 era 1 e as matrizes V e U vetores € R3*!, Esse

tipo de representacao apresenta duas vantagens [7]:

e A quantidade reduzida de dados guardados, pois é necessario somente
k(m + n) entradas, ao invés de mn.

e O menor numero de operacdes efetuadas, pois o produto Ax se torna
UVx = U(Vx) e quantidade de operacdes necessarias para realizar esse

produto é 2k(m + n) —m —n, ao invés de 2mn — m.

Observe que o dito acima s6 é vantagem caso o posto k da matriz seja pequeno.

Para que ela seja considerada de baixo posto, ela deve satisfazer:
k(m+n) < mn

No entanto poucas matrizes sao globalmente de baixo posto, entédo € necessaria
a divisdo da matriz em blocos, as chamadas matrizes hierarquicas. Outro problema é
que a decomposicdo LU apresenta complexidade O(N?), o que torna inviavel utilizar
esse método para obter as matrizes V € R™* e U € R, Assim, outros métodos s&o

utilizados, como por exemplo, a aproximagéao cruzada adaptativa.
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3.2 DECOMPOSICAO ESQUELETO

O conjunto de técnicas que possibilitam reduzir de forma eficaz o uso de
memoria no armazenamento de matrizes de grandes dimensdes, reduzindo a
quantidade de dados a serem armazenados sem grande perda de acurcia séo
chamadas de aproximacao de baixo posto.

O algoritmo mais conhecido para a aproximacdo de baixo posto é a
decomposicdo em valores singulares. Dado uma matriz A € R™", ela pode ser

decomposta na forma:
A=USVT

onde U € R™", § € R™" e V € R™". A matriz § € uma matriz diagonal, cujos valores
sdo chamados de valores singulares. Por convencgéo, esses valores séo listados em
ordem decrescente. Em muitos sistemas, o decaimento dos valores singulares ocorre

rapidamente, isso & SS—‘ — 0 quando i — r. Isso permite que a matriz seja aproximada
1

utilizando somente os primeiros valores singulares s;, ou seja, 0s maiores. Assim, A

pode ser aproximado como:
A=USVT

onde U ER™" SER™* eV e R *" tal que r* <<< r. Embora a decomposicdo
SVD represente a melhor decomposicdo possivel de uma matriz, ela apresenta
complexidade O(N3), o que torna seu uso restrito para problemas de pequenas

dimensdes. Uma melhor opcédo entdo é a decomposicao esqueleto.

A decomposicdo esqueleto [8] diz que uma matriz A € R™" pode ser

representada da seguinte forma:
A=CA'R

onde € € R™k A € R¥** e R € R¥*" e k é o posto da matriz A. A matriz C é formada
entdo por k colunas de A, enquanto a matriz R é formada por k linhas de A. Por fim,
a matriz A é formada pelos elementos comuns a € e R, ou seja, a intersecdo entre 0s

elementos de C e R.
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Suponha uma matriz A € R>*® de posto k = 2, sua decomposicido esqueleto é

dada pela Figura 8.

A11112i8131d14: 15 i a4 X |:az,2 a2‘4i| X |:az,1 Q2 A3 dz4 az,s]

Ap1idz2 Ap3idaidrs Qz2 Aza A5 Asa A51 Asp As3 A4 Ass
A = |aziiaszazziazaiass = Az2 azs

As1i842i8431844i 845 Qa2 44

851852 353i854: 355 | 852 As54 |

Figura 8 - Decomposi¢cdo Esqueleto de uma matriz A € R>*®

O método apresenta complexidade O(kN?), o que o torna mais viavel do que a
decomposicao SVD para matrizes de baixo posto. O problema a ser resolvido entéo é
saber quais colunas e linhas escolher. Existem diversos algoritmos para efetuar essa

escolha, a grande maioria deles é uma variacdo do método da aproximacao cruzada.

3.2.1 APROXIMACAO CRUZADA

Na aproximacgéao cruzada [9] [10] [11] a escolha das linhas e colunas a serem
usadas na decomposicdo esqueleto é feita encontrando na matriz A € R™" o
elemento a;- ;+ de maior valor em moddulo. Feito isso, sdo escolhidos como linha e

coluna para a aproximacéo a linha i* e a coluna j* desse elemento. Assim, podem ser

.. . A:x
definidas as matrizes U € R™" tal que u;; = a;;- € V € R™" tal que v;; = —L. A

ag i+
aproximacdo de posto 1 ¢ dada entdo por A = UV. Para a obtencdo de uma
aproximac&o de posto k é necessario repetir tal processo na matriz diferenca A — 4,
k vezes. Observe que a cada iteracdo as matrizes U e V crescem em uma ordem, a
dimens&o dessas matrizes pode entfo ser dada por R™* e R*", onde i nesse caso €

a i-ésima iteragéo.

O algoritmo pode ser resumido entdo da seguinte forma:

1. Achar o pivd p(i) (i*,j*) de maior valor em modulo;

ai* ]
p(

).
’

2.  Definir as matrizes U tal que u; ; = a; - e V tal que v; ; = ;

3. Calcular A(i) = UV, onde U € R™ e V € R*™
4.  Calcular a matriz diferenga A*(i) = A(i — 1) — A(i), onde. A(0) = 4;

5. Repetir processo na matriz diferenca até i-ésima iteracéo.
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Considere como exemplo a matriz A € R3*3, de posto 2, abaixo.

6 6 4
A=1|4 5 6
2 4 8

O pivd, ou seja, o elemento da matriz que apresenta 0 maior valor absoluto é o
p(1)(i%,j*) = a(3,3) = 8, agora é possivel definir U e V.
4

6
8

U= [2 4 8]->V=[025 05 1]

x| =

V=

Definido U e V, é possivel entdo calcular A(1) = UV.

~ 4 1 2 4
A(1)=H[0,25 0,5 1]=[1,5 3 6]
8 2 4 8

A matriz A(1) é a aproximacgdo de posto 1 da matriz A. Observe que na
aproximacéo a linha e a coluna do pivd (i = 3,j = 3), sdo exatas, ou seja, idénticas
as da matriz A original. Tal fato ira sempre ocorrer, e resulta de como a matriz U e V
foram definidas. Observe que a matriz V foi obtida pela divisdo dos elementos da linha
do pivé pelo préprio pivé. Assim, quando o produto UV ocorre e o pivd, que e sempre
um elemento de U, multiplica V, a linha original da matriz A é recuperada. No caso da
coluna, a matriz V sempre terd um elemento unitario, resultado da divisao do pivd por
ele mesmo. Assim, o produto UV sempre contém U que é uma coluna da matriz

original.

Continuando o processo ¢é calculado A*(1) = A(0) — A(1) = A — A(1).

5 4 0
A(1)=4A-A4AQ1) = [2,5 2 0]
0 0 O

Observe que as a linha e a coluna correspondente ao pivé (i = 3,j = 3) séo

nulas, o que confirma que sao exatas.

Agora o processo € repetido na matriz A*(1). O pivo é p(2)(i*,j*) = a(1,1) =5

e entdo U e V séao dados por:

4 5
025 0,5 1
U: 6 2,5 'V:[' )
8 0 1 08 O
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Observe que as matrizes U e V crescem a cada iteragdo. Como dito
anteriormente, iSS0 ocorre, pois a cada iteracao € calculado e adicionado uma coluna
e uma linha em cada uma das matrizes, respectivamente. Definido U e V, é calculado
entdo A(2) = UV.

4 5 6 6 4] [4 5
71(2)=[6 2,5][0'25 05 1 =l4 5 6]=[6 2,5]

8010'80 2 4 8 8 0

o | -

0[248
1fls 4 o
5

Observe que A(2) = A. Isso ocorre porque a aproximacdo cruzada consegue
representar exatamente qualquer matriz em i = k iteracbes, onde k € o posto da
matriz. O produto UV foi também representado como produto de trés matrizes com
objetivo de relembrar que a aproximacao cruzada € uma decomposicao esqueleto que
tem forma A = CA~'R, onde € é a matriz U a qual corresponde ao conjunto das
diferentes colunas de cada pivé p(i) da matriz A*(i), A~! é a matriz inversa da matriz
que contém em sua diagonal os pivés, e por fim R é a matriz que contém o conjunto
das diferentes linhas de cada pivd p(i) da matriz A*(i). E interessante notar que,
diferente da decomposicdo SVD, os componentes da matriz diagonal A1 nZo

aparecem de forma decrescente, mas sim da forma contraria, crescente.

7

O problema da aproximacdo cruzada € a necessidade do calculo é
armazenamento de toda matriz A € R™" para sua aplicacdo. Isso representa uma
complexidade 0(N?) na memodria, tornando inviavel a sua aplicacdo na maioria dos

problemas de algebra linear de larga escala.

3.2.2 APROXIMAQAO CRUZADA PIVOTADA

A aproximacéao cruzada pivotada utiliza como pivé ndo o elemento de maior
valor absoluto da matriz, mas o de maior valor absoluto de uma linha ou coluna
qualquer previamente escolhida. Deste modo, néo é preciso calcular e armazenar toda
a matriz, mas somente as linhas e colunas utilizadas, assim apresentando O(n;,;N)
no uso da memaria, onde n;,; € niumero de iteracdes, complexidade a qual € quase

linear para matrizes grandes de pequeno posto.

A primeira iteracdo do processo ndo é muito diferente da aproximacao cruzada
nao pivotada, mas muda bastante da segunda iteracdo em diante. Assim, o algoritmo

pode ser resumido entdo da seguinte forma:
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e Primeira Iteracdo

Calcular uma linha A(i, : ) qualquer.
2. Achar o pivo p(1) (i*,j*);
3. Calcular a coluna A(:,j*) do pivo;

4. Definiru(:,1) = A(G,j ) eV(1,:) talque v; ; = % = ﬁA(i,:)

5. Montar as matrizesU e V
6. Calcular A(i) = UV, onde U € R™ eV € R¥™%
e i-ésimaiteracao
Achar o subpivd (i**,j**) na coluna A(;, j*), onde i** # i*;
2. Calcular alinha A(i**,:) do subpivd;
3. Achar o subpivé (i***,j***) nalinha A(i**,:), onde j*** # j**;
4. Calcular a coluna A(:,j**) do pivo;
5. Definiru(:,i) = AG,j*) — A — 1D, ™)
6. Definir v'(i,:) = A@G*,:) — AG — D™,
7.  Definir o pivd p(i)(i* j*) como o maior elemento em modulo de V'(i,:)
V(i)

8. DefinirV(i,:) = o)

9. Montar as matrizesU e V
10. Calcular 4 (i) = UV, onde U € R™* e V € R*";
11. Repetir processo.

Considere a mesma matriz A utilizada como exemplo na seg¢do anterior.

Suponha que somente a segunda linha tenha sido calculada anteriormente.
AR2,:)=1[4 5 6]

O pivd nesse caso é o elemento p(1)(i*,j*) = a(2,3) = 6. E calculada entdo a

coluna referente aquele elemento.

37



4
A(:,3) = [6
8

Agora é possivel definir as matrizes U e V.

4 1 4 5
U1 =|el;v==[4 56}+V=P —1]
o 6 6 6

Definido U e V, é possivel entdo calcular A(1) = UV.

; e
Z(l)::[6][% 2 1]::I{2 5% 6|
° l7?8J

Como ndo se conhece a matriz 4, ndo é possivel calcular 4*(1) = A — A(1).
O que se faz é definir um subpivé como o elemento de maior valor em médulo da
coluna calculada. Caso o subpivd coincida com o pivd anterior, € escolhido entdo o
segundo elemento de maior valor em modulo, pois os pivés ndo podem ser elementos
repetidos. No caso desse exemplo, a coluna calculada foi a coluna A(:,3) o maior
elemento dessa coluna é a(3,3) =8, o qual ndo coincide com o piv6 anterior.

Escolhido o pivd é calculada a linha referente a ele.
AG3,:)=1[2 4 8]

A partir da linha calculada é definido outro subpivd, a escolha segue os mesmos
requisitos aplicados ao subpivd anterior. Deste modo, o subpivo é o elemento a(2,2) =
4, pois embora a(3,3) = 8 seja 0 elemento de maior valor em modulo, ele coincide

como o subpivé anterior. Agora, é calculada a coluna correspondente aquele pivo.

6
A(:,2) = [5]
4

A nova coluna adicionada a matriz U é definida entdo, como a diferenga entre

a nova coluna calculada A(:,2) e a sua correspondente na matriz A(1).

H

[10]
B 6] |3
U(;Z)::A(;Z)——A(l)c,z)::[ ]—- 5 I:\-o j
[@J 8
3 3

5
4
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Para definir a nova linha adicionada a matriz V, além de tomar a diferenca entre
a nova linha A(2,:) e a sua correspondentes na matriz A(1), € preciso dividir a matriz
pelo pive, o qual € o mesmo elemento do subpivé anterior, ou seja, o elemento a(2,3)

mas apos ser efetuado a subtracdo entre as linhas.
16 20
V=430 -AmGH =12 + sl-[5 2 8= -2 o
8_, R |
V(.,2)-—§V(.2)—[Z 1 0]

Definido U e V, é calculado entdo A(2) = UV.

[ 87 s [ 81n
=6 ol5 =4 5 6|=|6 ol
l8 JZlO 2 4 8 [8 0__

O resultado obtido é mais uma vez exato, isso, pois como dito anteriormente, a
aproximacao cruzada, pivdotada ou ndo, consegue representar exatamente qualquer
matriz com posto k em k iteracdes. A diferenca aparece quando a matriz é aproximada

por uma de menor posto.

Observe que na aproximacao cruzada pivotada foi necessario calcular somente
duas linhas e duas colunas, ao invés de toda a matriz. Embora para o exemplo
desenvolvido tal fato ndo faca grande diferenca, para matrizes de maior dimenséo e

de pequeno posto essa vantagem é€ significativa.

A grande desvantagem desse método é que para uma matriz qualquer A €
R™™ nao é possivel analisar o qudo bem a i-ésima iteracdo representa essa matriz,

pois nem o posto e nem a propria matriz é conhecida.

Outra importante observacdo € que embora ambas as decomposicOes
representem exatamente a matriz A, elas resultam em diferentes decomposicdes
esqueleto. De fato, ndo considerando nenhuma estratégia para escolha dos pivos,
existem n?(n— 12)(n — 22)...2%21% diferentes decomposicdes esqueleto possiveis
para uma matriz qualquer A € R™". Isso, pois na primeira iteragdo qualquer entrada
da matriz pode ser escolhida como pivo, ou seja, ha n? possibilidades diferentes. Na
segunda iteracdo pode ser escolhido qualquer elemento da matriz que ndo pertenca
a linha ou coluna do pivo anterior, ou seja, ha (n — 1)? possibilidades diferentes, e
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assim por diante. Para termos uma nocgdo de grandeza, uma matriz A € R19x10
apresenta 1,32x103 representactes diferentes possiveis. Deste modo, embora a
selecdo dos pivos néo faca diferenca quando se aproxima uma matriz de posto k
executando k iteragdes, o critério de selecdo deles € de extrema importancia quanto
se aproxima a matriz por uma de baixo posto, pois o objetivo é conseguir uma
aproximacédo da matriz com a menor quantidade possivel de iteracfes, ou seja, com
menor posto possivel, mas que apresente um erro ||A — A(i)|| dentro de uma faixa

toleravel.

3.2.3 APROXIMACAO CRUZADA ADAPTATIVA (ACA)

Adaptacao cruzada adaptativa (ACA) apresenta um modo indireto de medir a
precisdo que uma matriz de baixo posto k obtida pela aproximacéo cruzada pivétada
representa a matriz original. Assim, o nimero de iteracdes executadas pelo processo
€ uma funcao da preciséo ¢ desejada para a representacao de baixo posto. Uma boa

forma é estimar o erro ||[A — A(i)].
1A = ADIl < 14 — A - D
14 — AG - DIl = [AG) — AG - DIl = llabll.
onde qa; € a coluna do matriz U e b; € a linha da matriz V calculada na i-ésima iteracao.

Assim, o erro relativo obtido na k iteracdo pode ser estimado utilizando a norma

de Frobenius como:

c - lla;b; |l
T AG - Dl

onde a norma de Frobenius é definida como:

1/2

lall = ii(ai,j)z

i=0 j=0

Considere o exemplo desenvolvido no topico anterior. A coluna da matriz U

calculada na segunda iteracéo foi U(:,2) e a linha calculada da matriz V foi V(2,:).
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Assim temos:

H

a, =U(:,2) =l }
8

3

b, =V(2:) = E 1 o

Podemos agora calcular a norma de Frobenius ||a;by||.

[8] [0 8
B H A
SR e

3 3 3

8\2 10\
lagbs |l = 2(5) +z(?) — 6,037

E preciso agora calcular a norma de Frobenius ||A(i — D] = ||1A(1)].
8 10
_ [3 3 |
A =4 5 6l
[16 20 8J
3 3

14D = J(g)z 4 (%2 4 2(4)% + (5)2 + (6)? + (?)2 4 (?)2 + (8)? = 15.752

E por fim temos que

c = |lay b, || _ 6,037
" AQ)] T 15,752

= 0,383

Para qualquer algoritmo que deseja uma boa representacao de baixo posto um
erro relativo de 38% € um erro extremamente alto. Assim, é necessaria outra iteracao.
No nosso caso, a proxima iteracao resulta na matriz exata, e como consequéncia,
apresenta erro relativo nulo. O alto valor do erro relativo indica dois fatos: o primeiro é
que a segunda iteracéo ainda provoca grandes modificacdes na matriz A(1) de forma

que A(2) e muito diferente de A(1). O segundo fato € que tentar aproximar matrizes
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de pequenas dimensdes por matrizes de baixo posto € ineficiente, podendo levar a
grandes erros. Assim, o método da decomposicdo esqueleto e 0 método ACA séo
eficientes e vantajosos somente para matrizes de grandes dimensdes, permitindo uma
reducao significativa do custo de armazenamento de uma matriz e evitando que seja

necessario o calculo direto da mesma.

O método ACA nao altera o algoritmo descrito anteriormente, somente adiciona
mais algumas etapas. Observe que ¢ determina a preciséo e deve ser previamente
definido.

e i-ésima iteracdo:

1. Definira; = U(,i)eb; = V(i,:)
2. Avaliar ||a;b;|| < €|AG — DI

3. Se verdadeiro parar.

4. Se falso repetir processo.

3.2.4 APROXIMAQAO CRUZADA ADAPTATIVA MODIFICADA (ACA+)

O método ACA apresenta uma grande limitacdo quando utilizado em matrizes
esparsas, ou seja, que contém um grande numero de valores nulos. Isso, pois
suponha que foi calculada previamente somente a primeira linha da matriz e, no
entanto todos os elementos pertencentes aquela linhas séo nulos. Como entéao definir
um pive? Qualquer escolha feita pelo algoritmo convergiria a uma aproximag¢ao com

alto erro, erro o qual pode néo ser observavel pelo estimador utilizado no método ACA.

O erro tem origem na obtencao da matriz V a qual envolve a divisao pelo pivo,
o qual é nulo, ou de forma diferente, mas equivalente, na multiplicagéo pela matriz A1
na decomposicéo esqueleto CA~1R, pois A1 ¢ a matriz inversa da matriz diagonal que
contém os pivés. No entanto, se um piv0 € nulo, o determinante dessa matriz é

também nulo e a matriz ndo é inversivel.

Com o objetivo de evitar a ocorréncia desse erro, o0 método ACA+ [12] define
uma linha e uma coluna de referéncia antes de calcular as entradas utilizadas na
aproximacéo. Escolhido uma linha qualquer de referéncia, a coluna de referéncia é
definida pela menor entrada em valor absoluto da linha de referéncia. E importante

lembrar que o contrario pode também sempre ser feito, ou seja, escolher primeiro uma
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coluna e entdo definir a linha. Essa escolha garante que um bloco ndo nulo seja
intersectado por uma linha ou coluna de referéncia, o que previne o uso de um pivd

nulo.

O algoritmo para a primeira iteragao pode ser definido da seguinte forma:

1. Calcular a linha auxiliar A(i,:);

2. Achar o pivo auxiliar px(1)(i’,j”) de menor valor em madulo;
3. Achar o subpivd ps(1)(i*,j*) de maior valor em modulo;

4. Calcular a coluna auxiliar A(:, j");

5. Avaliar ps(1) > px(1);

6. Se verdadeiro:

7. Calcular a coluna A(:,j*);

8. Achar o pivd p(1)(i*™,j*) na coluna A(:,j*);

9. Calcular a linha A(i*™, :);

10. Definir U(:,1) = A(:,j") e V(1,:) talque v; ; = % = p%l)A(i**, :);
11. Se falso:

12. Achar o subpivd ps(2)(i**,j**) na coluna auxiliar A(:, j");

13. Calcular a linha A(i*,:);

14. Achar o pivd p(1)(@i*™*,j**) nalinha A(i**,:);

15. Calcular a coluna A(:,j™);

16. Fazer U(:,1) = A(:,j™) eV(1,:) talque v;; = C;‘(l)’ = ﬁA(i***, )

17. Montar as matrizes U eV

18. Calcular 4 (1) = UV, onde U € R™' e V € R,
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Considere a matriz A dada a baixo. Essa matriz apresenta diversos valores

nulos, incluindo toda sua primeira linha e quarta coluna.

OO O

0
0
3
0

oS oul O
S OO O

Suponha que somente a primeira linha tenha sido calculada, essa é definida

como a linha auxiliar.
A(1,:)=[0 0 0 0]

O pivd auxiliar € o elemento de menor valor em médulo, neste caso qualquer
um dos valores é possivel, para esse exemplo considere px(1)(@,j’) = a(1,4) = 0.

Como todos os valores sao iguais, 0 mesmo ocorre para o subpivd. Assim considere
ps(D(G"j") = a(1,1) = 0.

A coluna auxiliar é entdo calculada como a coluna do pivo auxiliar.

0
) _10
AG,H =,
0
Em seguida é avaliado a condicdo ps(1) > px(1). Neste caso a condicao é falsa

pois ps(1) = 0 = px(1).

A utilizacdo de uma linha e de uma coluna auxiliar tem como objetivo evitar o
aparecimento de um pivé nulo. Observe que a condi¢cdo ps(1) > px(1) s6 sera falsa
quando ps(1) = px(1), isso, pois eles sédo respectivamente o maior € menor valor em
moddulo na linha auxiliar A(i,:). Assim, ps(1) = px(1) se e somente se todas as
entradas da linha auxiliar forem iguais, o0 que inclui o caso que se quer evitar, onde

todas elas sao nulas.

No caso em que a condi¢do é falsa e definido um novo subpivd na coluna
auxiliar, novamente todos os valores sdo iguais. Assim, considere ps(2)(i*,j*) =

a(4,4) = 0. A linha desse novo subpivb é calculada.
A4,))=[0 6 0 0]

Em seguida, € definido um pivd p(1)(@*,j*) = a(4,2) = 6 e sua coluna é

calculada.
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0
AG,2) = g
6

Podemos definirentdo U(:,1) = A(:,2) e V(:,1) = %A(4,:), e a aproximacao

pode ser calculada por 4 (1) = UV.

Agora, voltando ao inicio do problema, suponha que somente a terceira linha
tenha sido calculada, e ndo a primeira, nesse caso a linha auxiliar € dada por:

A4,:)=[0 6 0 0]

Novamente por existir valores iguais, h& diversas opcdes para a escolha de um
pivd auxiliar, considere entdo px(1)(7,j’) = a(4,4) = 0. J&4 o subpivd e dado por
ps(1)(i*,j*) = a(4,2) = 6. Em seguida, € avaliado a condi¢do ps(1) > px(1), neste

caso a condicéo é verdadeira pois ps(1) = 6 > 0 = px(1).

No caso em que a condicao seja verdadeira € calculado a coluna do subpivo.
0

a2 =3
6

E definido entdo um pivé p(1)(i**,j*) = a(2,2) = 8 e sua linha é calculada.
A(2,:)=[5 8 0 0]

Agora, podemos definir U(:,1) = A(:,2) e V(:,1) = %A(Z,:) e a aproximacao

pode novamente ser calculada por 4 (1) = UV.

Observe que a utilizacao de linhas e coluna auxiliares evita o aparecimento de

pivés nulos, o qual é o objetivo do método ACA+.

Em geral, ndo é necesséario calcular novas linhas ou colunas de referéncia a
cada iteracao. No caso em que condicdo ps(1) > px(1) é atendida, sera necessaria
calcular uma nova linha de referéncia somente quando A(i,:) = A(i**,:), 0 que ocorre
guando ps(1) = p(1), ou seja quando o maior elemento da linha auxiliar € também o
maior elemento de sua coluna. Nesse caso ndo € necessaria calcular uma nova
coluna. No caso ps(1) = px(1), ou seja, quando a condi¢do nédo e satisfeita, é preciso
calcular uma nova linha e coluna auxiliar quando px(1) = ps(2), ou seja, quando px(1)

€ 0 maior elemento na coluna auxiliar ou calcular somente uma nova coluna quando
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ps(2)(@*,j*) = p(1)(E*,j™"). Isto ocorre quando o maior elemento em modulo da

linha A(i**,:) pertence a coluna auxiliar.

N&o ha provas da convergéncia do método ACA+. O método ainda nédo é capaz
de obter uma aproximacao precisa para qualquer matriz A € R™", mas se prova
extremamente eficiente para as matrizes obtidas de problemas analisados pelo MEC.
O problema de convergéncia do ACA+ esta em matrizes extremamente esparsas, de
forma que se escolhido duas linhas e duas colunas aleatoriamente, elas tenham todos
os elementos nulos. Tal fato, no entanto, ndo é observado em problemas descrito pelo
MEC, o qual, embora possa apresentar matrizes com blocos esparsos, néo

apresentam tal com portamento.

3.3 MATRIZES HIERARQUICAS

Matrizes hierarquicas, ou matrizes-H, sdo uma forma de representacao esparsa
dos dados de matrizes densas. Esse tipo de matriz ndo é esparsa no sentido de conter
grande quantidade de coeficientes nulos, mas no sentido de armazenar 0s
coeficientes de uma matriz densa com apenas uma pequena quantidade de dados. O
método consiste em particionar de maneira hierarquica uma dada matriz em blocos
de matrizes de menor ordem, de forma que cada bloco possa ser aproximado por uma
matriz de menor posto. Qualguer matriz pode ser aproximada por matrizes

hierarquicas com certa precisao.

Como essa forma de representacdo € diferente da representacdo tradicional,
as operacbes basicas realizadas com matrizes podem ser efetuadas de forma
aproximada, com um algoritmo de complexidade inferior quase linear. Essa
aproximacdo possibilita representar matrizes com complexidade linear O(N) ou
logaritmico-linear O(Nlog?N), diminuindo a necessidade de armazenamento, 0S

requisitos de memaria, e tornando a resolucédo do problema mais rapida.

A aplicagdo do método requer um conjunto de trés processos diferentes. O
primeiro, responsavel pelo particionamento da matriz de dados em blocos de matrizes
de menor dimenséo. O segundo € responsavel por organizar essas matrizes de forma
hierarquica. E o ultimo, avalia esses blocos e os agrupa ou ndo de acordo com uma
condicao de admissibilidade estabelecida. Essa condigdo de admissibilidade é tal que

seja possivel construir os maiores blocos de matrizes de baixo posto possiveis.
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3.3.1 ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS (PCA)

A andlise de componentes principais ou analise PCA (acrénimo em inglés de
Principal Component Analysis) € um método estatistico que permite a transformacéo
de sistema de coordenadas, rotacionando o mesmo na dire¢cdo de maior variabilidade

das caracteristicas X; de uma amostra de dados.

Considere o caso bidimensional, onde as caracteristicas X; analisadas sao o

par de coordenadas x(x;) e y(x,), ou seja, a posi¢do de cada ponto da nuvem de

pontos mostrada na Figura 9.
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Figura 9 - Nuvem de pontos para analise PCA.

A aplicacdo do método possibilita a rotacédo do eixo de coordenadas x e y para
o0 eixo de coordenadas ¢; e ¢,, eixos 0s quais apresentam a maior variancia dos dados.

O problema é entdo encontrar a transformacao:

$1= Tiaxy Hripxy + o+ Tin-1)X(n—1) T TinXn
$2 = To1X1 + 122X + -+ To(n_1)X(n—1) T T2nXn

$m = TmiXq + Ty + - + Tmn-1)X(n-1) T TmnXn
ou seja:
& =Rx

gue maximiza a covariancia X(§). No entanto, existe uma identidade para matrizes de
covariancia que permite que a covariancia X(§) seja escrita em funcao da covariancia

de x.

£(¢) = £(Rx) = RZ(x)R”
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Assim, o problema é maximizar:
RE(x)RT
restrito a condicao:
RRT =1

Tal condicdo é uma caracteristica de qualquer matriz de transformacao.
Observe, por exemplo, a matriz genérica para a rota¢do no sentido anti-horario de um
vetor no espaco bidimensional.

_ [605(0) —sen(0)
~|sen(8) cos(9)

RRT = [cos(@) — sen(@)] [_005(9) sen(6)

sen(6) cos(8) sen(6) cos(0)

RT = [ cos(0)? + sen(0)? cos(0) sen(8) — cos(0) sen(0)
~ Lsen(8)cos(8) — sen(0) cos(0) sen(6)? + cos(6)?

0

RRTz[é )

Para a resolucéo do problema de otimizagédo com restricao, € utilizado o método
dos multiplicadores de Lagrange. O método diz, resumidamente, que o problema de
otimizacdo de uma funcao f(xq,x,,...,x,), restrita as condi¢cdes g;(xq,x5,..., %) = ¢;

pode ser substituido pelo problema de otimizacdo descrito pela funcao de Lagrange:

m
f(xl,xz, oy Xy A Ay ...,Am) =f(x,y) — Zli (Ci — g1(xq, x5, ...,xn))
i=1

onde A; sdo os chamados multiplicadores de Lagrange. Assim, a funcao de Lagrange

para o problema de maximiza¢do da covariancia é dada por:
f=RE(X)RT — A(I — RR")
e entéo:
V(RE(x)R") —AV(I— RRT) =0
I—All=0; [ =V(REXRT) el = AV(I — RR")

Os gradientes das equacdes I e Il podem ser obtidos usando a relacdo mais
geral [13]:
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V(BX + b)"C(DX + d) = B"C(DX + d) + D"C"(BX + b)
ondeX=R,C=1,D=R"eb=d=0.
Para a equagao I é definido B = R"X(x)” e entao:
V(R"E(x)"R)TI(R'R) = (RTE(x)T)TI(R"R) + (R")"I"(R"X(x)"R)
V(RTE()TR)TI(I) = (R"E(x)™)TII) + RI(R"E(x)"R); R'R =1
V(RTE(X)"R)" = (R"E(x)")” + (RRT)E(x)"R
VRE(x)RT = E(xX)R + Z(x)"R; E(x) = E(x)"
I - VRE(x)RT = 2E(x)R

A matriz de covariancia € simetrica, pois a covariancia entre x; e x; € igual a
covariancia entre x; e x;. A matriz transposta de uma matriz simétrica € igual a propria

matriz. Assim, a soma da matriz covariancia com sua transposta € simplesmente duas

vezes a matriz de covariancia.

Para a equacdo II é definido B = R”, e entdo, procede-se de forma anéloga a

anterior. Observe que B em I e em II se difere somente por X(x)”. Assim, obtemos:
Il - VRT = 2R
e entao:
I-AI1=0
2X(x)R—2AR =0
2(x)R = AR

Observe que esse problema é um problema de autovetores e autovalores.
Outra conclusé@o importante pode ser observada multiplicando ambos os lados da

equacdo anterior por RT a esquerda:
R"2(x)R = AR"R
(RTZ()R)T = AIT
RE(x)RT = AI; £(¢) = RE(x)R”
I® =
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O problema de maximizar a covariancia X(¢) ndo somente € um problema de
autovetores e autovalores, mas seus autovalores sdo a propria variancia. Assim o
maior autovalor esta associado a direcdo de maior variancia, e seu autovetor € a nova
direcéo do eixo coordenado ¢;. O segundo autovalor, esta entdo associado a segunda
direcdo de maior variancia € seu autovetor é a nova direcdo do eixo coordenado ¢, e
assim por diante, onde o autovalor A; esta associado a direcdo de i-ésima maior

variancia ¢;.

O algoritmo para a execucao da analise de componentes principais pode ser

entdo descrito como:

1. Organizar os dados:

Caracteristicas x;: i = 1 - n, com m observacdes representadas por

um vetor coluna.

3. Dispor os vetores colunas em uma Unica matriz X € R™",

T P — 1
4. Calcular a média de cada caracteristica x; = - =1 Xmi;

5. Usar a média para centralizar os dados B = X — [X¥; ... Xn]lman,
. v A . 1
6. Calcular a matriz de covariancia ¥ = ;BTB;

7. Calcular autovetores e autovalores da matriz de covariancia X.

Quando a média € utilizada para centralizar os dados, os eixos coordenados
sdo transladados para o centroide do conjunto de pontos, o que permite calcular a
matriz de covariancia sem considerar as médias de cada caracteristica, pois uma vez

centralizados os dados, a média é zero.

7

Apds obter os autovalores e autovetores, € possivel rotacionar o0 eixo
coordenado obtendo a matriz rotag&o pelo produto ETV, onde E é a matriz que contém
0S vetores e; em suas colunas, ou seja, 0s vetores unitarios nas dire¢des x; do antigo
sistema de coordenadas e V é a matriz que contém os vetores v; em suas colunas,

onde v; é o autovetor unitario na diregéo ¢;.

Para o exemplo bidimensional dado no inicio desse topico, a rotacdo do

sistema de coordenas na dire¢cdo de maior variancia resulta na Figura 10.

50



€2
cA
o
4 >
) -
L ] L]
- . L *s *e
L .
. s & * b
[ ] P FAR) - -
. ® .e
s @ [ -
pawl - L]
LN - ]
1 = . & &
T "' t T o T ‘I . 1 61
-100 50 . 3 S, * * 100 . 150
- L 815 L]
*F o ¥ . .
L] ™ [ ] [ [ ]
- - a0
TR
L]
] L] . ®
* *s _.» )
T, e =
]
4
s

Figura 10 - Novos eixos coordenados apds rotacao na direcdo de maior variabilidade.

Na aplicacdo a qual esse trabalho € destinado, a anélise dos componentes
principais ndo tem como objetivo promover uma mudanca dos eixos coordenados,
mas sim fornecer uma direcdo para particionar os dados da matriz de forma a se

produzir blocos uniformes. Isso, pois obtido o vetor unitario na direcédo ¢; a condicao:

(x —x)v(§) >0

onde x € o vetor posicdo de um ponto qualquer e v(&;) € o autovetor associado ao
autovalor &;, criaria dois blocos distintos a partir da nuvem de pontos inicial. Observe
gue a condicao é nula quando os vetores sdo perpendiculares. Assim, essa condicéo
dividiria a nuvem de pontos em dois blocos separados pelo eixo &,, o qual é
perpendicular a &;. Esse particionamento produz dois blocos quase uniformes. De
fato, nessa separacao 45% dos pontos estdo a direita do eixo &, e 55% a esquerda.
O procedimento pode entdo ser repetido varias vezes até que se obtenha certa
guantidade de blocos, quantidade essa definida pelo minimo permitido de elementos

em cada bloco.

Esse € o primeiro algoritmo necessario no processo de construcdo de uma
matriz hierarquica, o qual é responsavel por particionar os dados de uma matriz de

forma uniforme.
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3.3.2 ARVORE BINARIA

O agrupamento em arvore € um meétodo utilizado para a estruturacao de dados.
Essa € uma representacdo utilizada em dados que apresentam de forma natural uma
relagdo hierarquica. Uma arvore pode ser definida como uma cole¢cdo de nds
interligados por arestas, onde cada no, além de armazenar informacéo, contém o
endereco dos nds que foram gerados a partir desse. O primeiro né da arvore é
chamado de raiz, os nds intermediarios sdo chamados de nds internos, e os ultimos
nds, aqueles que ndo apresentam subdivisdo, sdo chamados de folhas. Os nds
obtidos a partir de outro n6 sdo chamados de filhos e consequentemente o no6 a qual
deu origem a esses, de pai. Assim, um nd € uma folha somente se 0 mesmo nao tem
filhos.

Uma arvore € chamada de arvore binaria se cada n6 pode no maximo dar
origem a dois filhos, mais especifico ainda, uma arvore € chamada de arvore binaria

cheia (Figura 11) quanto todos os nos tém exatamente dois filhos, com excec¢éo das

c Nivel 0

Figura 11 - Arvore binaria cheia.

folhas.

Nivel 3

O nimero maximo de ndés em uma arvore binaria é dado por 2%, onde L é o
nivel da arvore. A partir do nivel é possivel estimar quantas vezes as folhas de um
nivel qualquer sdo menores do que a raiz. Suponha que a quantidade de dados é
distribuida uniformemente entre os nds. Assim, no primeiro nivel cada n6 apresenta

metade dos dados. No proximo, os dados em cada no sdo divididos na metade
. . . 1\k
novamente e assim consecutivamente, tal que no nivel L cada folha apresenta (E)

dos dados.

A altura h da arvore é definida como o nimero de arestas no maior caminho

entre a raiz € uma folha. O tempo necessario para a realizacdo de uma operacao é
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proporcional a altura da arvore. Assim, a complexidade de uma arvore é de ordem

0(h). A altura minima de uma &rvore é dada por log, ("T“) € a maxima por n — 1, onde

n € o numero de nos (Figura 12).

/® ooo
(&) g O & ©®
o

Figura 12 - Diferentes arvores com seis nés; com altura maxima (esquerda) e com altura minima
(direita).

A arvore binaria € um processo recursivo, ou seja, cada reducao pode ser feita
por um mesmo algoritmo. No processo de construcdo das matrizes hierarquicas, a
analise de componentes principais (PCA) é utilizada para gerar um agrupamento com
cardinalidade balanceada, ou seja, subdividir os dados em conjuntos similares de
forma que cada um contenha aproximadamente a mesma quantidade dados. Isso é
feito para se obter uma arvore balanceada com a minima altura possivel. A arvore é
chamada de balanceada quando os filhos de um mesmo né contém aproximadamente

a mesma quantidade de dados.
Formalmente uma arvore T; € uma arvore para o conjunto I se [14]:
e Araiz é definida por I;

e Set €T, tém filhos, t é definido pela unido de seus filhos;

t= t'
t'e filhos(t)

e Set e T;témfilhos, seus filhos sdo conjunto disjuntos.
t; #t, >ty Nty O; Vi, t, € filhos(t)

Tal definicdo engloba somente um conjunto simples de dados I. Ha entdo outra

definicdo para conjunto que envolve bloco de dados (Figura 13).
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Formalmente, uma arvore T;,; € uma arvore para o bloco formado por T, e T;

Se:

e CadanobeT,,;éumparb = (t,s),ondet €T, es €Ty,

e Avraizde T, € o parderaizesT; e Ty,

O conjunto de b = (t, s) € o produto cartesiano do conjunto t x s;

Se b = (t,5) € Ty tém filhos, seus filhos séo:
= {(t',s):t"e filhos(t)} se filhos de (s) = @;
» {(t,s"):s’e filhos(t)} se filhos de (t) = @;
» {(t',s"):t'e filhos(t) e s’e filhos(t)} caso contrario

{0123} (0123}X{0123}

VAN _— /N T

01 23 Nz Ao nEEE
L F1UI0 £ T
O3 W25 B0 01xq0y (03X (13 {13X{0} {1}X{1}

(a) (b)

Figura 13 - Arvore T, para o conjunto I = {1,2,3,4} (a) e Arvore T,y para o bloco {1, 2, 3,4}X{1, 2, 3,4}
(b).

O produto cartesiano tx s € o conjunto de todos os pares ordenados cujo

primeiro termo pertence a t € o segundo a s. Por exemplo, o conjunto de cartas de
baralho € o produto cartesiano entre 0s quatro naipes e os treze elementos (nUmeros

e Figuras).

3.3.3 CLUSTERIZACAO HIERARQUICA

O dultimo algoritmo é responsavel entdo por analisar os dados, agrupando os
diferentes ndés da arvore de forma eficiente, de maneira a permitir a obtencéo dos
maiores blocos possiveis que obedecem a uma condicdo de admissibilidade, a qual
garante a qualidade das aproximacdes a serem calculadas. Assim, o objetivo é
construir uma arvore binaria que seja adequada para uma aproximacao de baixo

posto, mas que apresente poucos nds e a menor guantidade de niveis possivel.
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A condicédo de admissibilidade para que um bloco possa ser representado por

uma matriz de baixo posto apresenta forma geral [14]:
min(diam(Qs, Q) < p dist(Qg, Q)
onde:
diam(Q;) = max {||xl — xj”: X, Xj € Qi}
dist(Qs, Q) = min {”xi — xj”: x; EQsex; € Q.}

tal que Q; e Q; sdo as fronteiras, ou suportes, dos conjuntos de dados s e t
respectivamente. O fator 4 controla o numero de blocos de matrizes de baixo posto e
a precisdo da aproximacao. Quanto menor u, menor deve ser o diametro do conjunto
de dados. Isto resulta em submatrizes menores e em maior quantidade. As
submatrizes menores possibilitam uma quantidade menor de aproximacdes de baixo
posto, e consequentemente uma representacdo mais precisa da matriz. No entanto,
essa representacdo mais precisa devido a um menor y ndo é desejavel, pois ela é
resultado de um menor nimero de submatrizes aproximadas por matrizes de baixo
posto, aumentando a complexidade. Usualmente u = 2 € considerado um valor 6timo
capaz de produzir grandes blocos de matrizes aproximadas por matrizes de baixo

posto e apresentar uma representacdo da matriz original com boa precisao.

Para matrizes hierarquicas, a condicdo de minimo é substituida por maximo,
obtendo uma condigdo chamada de condicao de admissibilidade forte. Essa mudanca
penaliza a admissibilidade de blocos muito grandes com blocos pequenos tornando
esses inadmissiveis. Como resultado, temos blocos admissiveis mais homogéneo,
mas de tamanho reduzido. Além disso, a forma geral da condicéo é substituida por
[15]:

max(diam(B,, By)) < 2dist(By, By)

onde B; e B; sdo ainda os suportes dos conjuntos de dados s e t respectivamente,
mas agora sdo definidas paralelas aos eixos coordenados, formando uma caixa
paralelas aos eixos (Figura 13). Essa substituicdo permite uma menor complexidade

na andlise da condi¢cédo de admissibilidade.
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u dist(Bs, Bt)

diam(Bs) Bs

Quando um né é admissivel, ele se torna uma folha, caso contrario, seus filhos

Bt |/ diam(Bt)

Figura 14 - Condicdo de admissibilidade

sdo construidos e assim sucessivamente até que se alcance a quantidade minima

permitida de dados em um bloco.

O objetivo do método é permitir a construcdo de uma arvore binaria balanceada
para uma malha multidimensional, onde a raiz da arvore sédo os pontos coordenados

de todos os nés da malha.

O proposito do método ACA é aproximar por matrizes de baixo posto 0 maximo
de submatrizes (blocos admissiveis) obtidas por esse particionamento. Como cada
submatriz corresponde a uma folha da arvore binaria, é desejavel obter o menor
namero possivel de folhas, resultando em blocos maiores a serem aproximados. Além
disso é desejavel que as folhas inadmissiveis, ou seja, as que ndo atendem a condicéo
de admissibilidade, sejam formadas por pequenos conjunto de dados, pois estes

serdo representados sem aproximacéao pela matriz exata.

Deste modo, a construcdo da arvore € baseada na decomposi¢do do dominio,
ou seja, na bisseccdo dos conjuntos de pontos coordenados. Essa subdivisdo
recursiva é decidida pelo cumprimento ou ndo da condicdo de admissibilidade, a qual

requer a construgcao de caixa de contorno.

Considere como exemplo a arvore T, para o bloco {1,2,3,4}X{1,2,3,4}

apresentada em (a) na Figura 15. Suponha que na primeira divisdo os blocos BP
satisfazem a condicéo de admissibilidade. Assim, eles se tornam folhas e podem ser

aproximados por uma matriz de baixo posto. Os blocos restantes, que néo satisfazem
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a condicado, sdo repartidos novamente, e mais uma vez seus filhos ndo satisfazem a
condicao de admissibilidade. No entanto, eles atingem a quantidade minima de dados
permitida em um bloco. Assim, a matriz hierarquica tem o formato como mostrado em
(b) na Figura 15, onde os blocos em azul serdo aqueles aproximados por matrizes de

baixo posto, enquanto o restante tera representacéo exata.

01231X{0123}

P N :

—

{0 13X{0 13{0 17X{2 3342 3;X{0 1} {2 3} X{2 3}

AT
PRl

BP BP P ll. \\

L ! ~

]

03 X{05 05X {1} {15X405 {13 X{1}

(a) (b)

Figura 15 - Arvore T,y para o bloco {1, 2,3,4}X{1, 2, 3,4} (a) € a matriz hierarquica correspondente (b).
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4 METODOS ITERATIVOS

Para a resolucdo de problemas na forma matricial Ax = b, utilizar o método de
eliminacdo de Gauss nem sempre é vantajoso. Esse é um processo caro e demorado,
que apresenta complexidade O(N3), requerendo grande capacidade de
armazenamento e processamento para resolver problemas de larga escala. Nesse
contexto, a utilizacdo de métodos iterativos [24], os quais computam o produto matriz-
vetor Ax em cada iterac&o, € mais vantajoso por apresentar complexidade O(n;,;N?),
onde n;,; € 0 numero de iteracfes. Se considerarmos ainda que a matriz A € R™"
pode ser representada de forma esparsa, com apenas p dados em cada linha, tal que
p <<<n, a complexidade se torna O(n;pN), complexidade essa quase linear

quando o numero de iteracgdes é suficientemente pequeno.

Na utilizacdo de métodos iterativos, existem duas grandes escolhas a serem
feitas, a primeira, € a escolha de um bom pré-condicionador e a segunda, a do método
a ser utilizado. Um bom pré-condicionador P € uma matriz préxima a A, mas que €
mais simples de manipular. Entre os diferentes existentes, discutiremos sobre os
meétodos estacionarios, o método Multigrid e os métodos de subespacos de Krylov, o
qual inclui o método do gradiente conjugado e o método dos minimos residuos

generalizados.

4.1 METODOS ESTACIONARIOS OU PURAMENTE ITERATIVOS

Os métodos estacionarios [25], também chamados de puramente iterativos,
computam cada novo vetor x a partir de uma forma recursiva do problema na forma

matricial Ax = b, obtida fazendo:
Ax =0b
0=—-Ax+b
x—x=—-Ax+b
x=x—Ax+b
x=U—-A)x+b
ao ser escrito na forma recursiva:

Xey1 = U —A)x + b
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Esse método é chamado de estacionario porque toda iteracdo é resultado de
um mesmo processo. Ele pode ser utilizado em qualquer tipo de matriz, ndo
precisando a matriz ser simétrica ou definida positiva. Entre os métodos estacionarios,

estdo o meétodo de Jacobi é o método de Gauss-Seidel.
O pré-condicionador € uma matriz P, que tem como objetivo tornar o processo
iterativo mais rapido. A forma exata com o pré-condicionador € dada por:
Px=(P—-A)x+b (4.2)

e entdo, na forma recursiva:

ka+1 = (P - A)xk +b (42)

Observe que caso definirmos P = A, o sistema retorna para a forma Ax = b.
Por essa razdo a matriz P, embora parecida com A, ndo pode ser igual a essa. Para
gue um pré-condicionar seja bem sucedido, ele deve ser escolhido de forma que x,,
possa ser calculado rapidamente, ou seja, que a equacao (4.2) possa ser resolvida
rapidamente. Além disso, € desejavel que erro e, = x — x;, decaia rapidamente para
gue uma convergéncia seja obtida em um pequeno numero de iteracdes. A equacao

para o erro € obtida subtraindo (4.2) de (4.1), de forma a obtermos:
Px — Pxj,,=(P—A)x+b—[(P—A)x, + b]
P(x = xp41) = (P = A)(x — x3)
(x = Xpq1) = PTH(P = A)(x — x;)
exr1 = (I — P A)ey
ex+1 = Mey,; M = (I—P714)

Para analisarmos a influéncia da Matriz M, suponha um erro inicial dado por e,

desse modo podemos escrever:
e, = Me,
e, = Me; = M (Me,) = M?e,
e; = Me, = M (M?ey) = M3e¢,
e entdo para a k-ésima iteragéo:
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e, = M¥e,

Dessa forma, o decaimento do erro depende somente de M, e
consequentemente, a rapidez do processo convergéncia. Considerando M uma matriz
de posto cheio, ou seja, uma matriz M € R™" de posto n. Assim, ela pode ser
diagonalizada e escrita na forma M = E-1AE, onde E é a matriz de autovetores de M

e A a matriz diagonal de autovalores. Podemos entéo, reescrever o erro e, na forma:

ey = M¥e, = (E"*AE)*e, = E"1A*Ee, (4.3)
onde:
." 0
Ak =1 :
0 1,5

Nessa forma, podemos ndo somente notar que o decaimento do erro depende
inteiramente dos autovalores de M, mas também, que s6 ha convergéncia e, — 0
guando todos os autovalores de M sdo menores que a unidade, ou seja, para haver

convergéncia é preciso satisfazer:

|4, < 1
0 que implica em:
Ajk -0
caso contrario teriamos que:
1K 5

]

e como consequéncia, ndo haveria convergéncia. Outra importante observacéo, é que
a velocidade de convergéncia depende somente do autovalor de maior valor em
modulo, o chamado raio espectral. Deste modo, a condi¢éo para convergéncia requer

que o raio espectral p(M) = max|4;(M)| < 1.

Se ndo ha o uso de um pré-condicionador, temos que M = (I — A) e entdo é
preciso que todos os autovalores de A estejam dentro do intervalo 0 < 4; < 2, para

que exista convergéncia. Deste modo, a primeira funcdo de um bom

pré-condicionador € dimensionar a matriz de maneira apropriada.
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4.1.1 MATRIZ MODELO
Para a analise de alguns dos métodos iterativos a seguir, utilizaremos

recursivamente matrizes com o formato:

2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2

Essa € uma matriz tridiagonal, que possui somente o valor 2 em sua diagonal
principal e -1 nas diagonais logo acima e abaixo dessa. Para entendermos melhor as
suas propriedades, mostraremos qual tipo de problema origina essa matriz. Sendo
assim, considere um problema qualquer descrito por uma equacao diferencial de
segunda ordem na forma:

d*f
dx?
Esse problema continuo pode ser discretizado, escrevendo o mesmo na forma

de uma equacéo de diferencas de segunda ordem. Para tal, considere a expansédo em

série de Taylor, em torno de h = 0, da fungéo f(x + h), dada por:

flx+h)=f(x)+f'(x)h + 0(h?)
e entao:

fx+h) - fx)
h

f'(x) =

Essa é a chamada equacéo de diferencas de primeira ordem pela direita, seu
erro é da ordem de 0(h?). Essa mesma expansdo, mas agora para f(x — h), nos
fornece:

f&) = flx—h)
h

f'(x) =

Essa € a chamada equacao de diferencas de primeira ordem pela esquerda,

seu erro é também da ordem de 0(h?). Somando ambas as expansdes, obtemos:

fx+h) —fx—h)
2h

f'(x) =

A qual é a equacdo de diferenca de primeira ordem centrada, seu erro,

diferentemente das outras, é da ordem de 0(h3), pois o termo do erro de segunda
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ordem pela direita € positivo, e 0 pela esquerda € negativo. Assim, quando somados

eles anulam um ao outro.

Para enfim, obtermos a equacao de diferencas de segunda, utilizamos mais
uma vez a expansado em série de Taylor, em torno de h = 0, da funcéo f(x + h). Mas

dessa vez, considerando mais um termo:

124 2
fx+h)=fx)+ f'(x)h +%+ 0(h3)

e entao:
f"(h? = 2f(x + h) — 2f (x) — 2hf'(x)
da equacao de diferenca de primeira ordem centrada, temos:
—2hf'(x) =—f(x+ W)+ f(x—h)
e entdo reescrevemos a expansao anterior, cComo:
"R =2f(x+h)+2f(x) — f(x +h) + f(x — h)

f,,(x):f(x+h)—2];l(2x)+f(x—h)

Essa é a chamada equacédo de diferencas de segunda ordem, seu erro é
também da ordem de 0(h3). Para diferencas de segunda ordem néo ha alteracéo da
equacao pela esquerda ou direita. O problema continuo dado pela equacéao diferencial
de segunda ordem foi discretizado pela equacdo de diferencas de segunda ordem,
onde f(x + h), f(x) e f(x — h) s&o valores a;,4, a; e a;_, €m trés pontos consecutivos

quaisquer. Podemos agora escrever:

d*f 1 1| 1 2 -1 0 |lawu]
_Fzﬁ(_aHl +2a;—a;-1) =
0 -1 2 -1 Aj—1

Quando conhecemos diretamente a equacdo que da origem a uma matriz
qualquer, podemos calcular os autovetores e autovalores dessa matriz de forma
continua, calculando a chamada autofuncdo. O problema discreto de autovalores &

definido como:

Ax

I
=3
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Para o problema continuo dado pela matriz acima, podemos de forma analoga

definir:

d*f B
dx®

Af

Cuja solucéo é f = Asen(wx) + Bcos(wx), onde a A e B sdo constantes que
dependem da condicdo de contorno. A primeira propriedade que observamos entéo,
€ gue os autovalores da matriz A sdo uma composicéo das fun¢des seno e cosseno.
Para entendermos outra importante propriedade, considere o caso em que f=
sen(wx), 0 que ocorre quando a condicdo de contorno nas extremidades é dada por

f = 0. Desse modo temos que:

d2
_d_]; = w?sen(wx) = Af
x

e consequentemente, temos gue os autovalores sao:
A=w

Assim, outra importante propriedade é que quanto maior o autovalor, maior é a
frequéncia do autovetor associado a esse autovalor. Tais conclusbes serao

importantes posteriormente.

4.1.2 METODO DE JACOBI

O método de Jacobi define o pré-condicionador P como:
P =D =diag(A)

Para entendermos o efeito de escolher D como o pré-condicionador, considere

a matriz A dada por:
2 -1 0
A=[-1 2 =1 (4.4)
0o -1 2
2
O que corresponde a discretizacdo do problema —% para h = 1 € condicéo de
contorno nas extremidades de f = 0, ou seja, ap =0 e a,,; = 0.
Os autovalores de A séo as raizes da equacao caracteristica, obtida por:

det(A—AI) =0
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2-1)3-22-1)=0

E possivel observar que 1,(4) =2 ¢é um autovalor. Dividindo a equacéo

caracteristica por (2 — 1), podemos achar os outros autovalores:

2-1D)*=-2=0

2— A=+V2
(A =2++2
A5(A) =2 -2

Para prosseguirmos com a andlise é importante entender que os autovalores

de A — cI, séo simplesmente 1(4) — c, pois:
det(A — A(A)I) = 0
det(A + (—cI + cI) — A(A)I) = 0
det((A—cI) — (—=cI + A(A)D) =0
det((A—cD) + (A(A) = )I) =0
e entéo:
AMA—ch) = AA) —c

Caso néo fosse utilizado nenhum pré-condicionador, teriamosque M =1 —Ae

os autovalores de M seriam dados por:
AM) =A(I—-A) = 1—- A(A)
E simples notar que o raio espectral é:
p(M) = max|;(M)| = |1 — A;(A)| =1++2

Desse modo, ndo haveria convergéncia. Utilizando agora o pré-condicionador
P dado pela diagonal da matriz 4, temos que P =2l e P71 = %I. Deste modo, temos

que M = (I — P~1A) e os autovalores de M s&o dados por:
1
AM =2I—-P14)=1- EMA)

Assim, com o pré-condicionador, 0 novo raio espectral é:
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o0 =m0 - 1 30| 130 - 2

e como consequéncia agora havera convergéncia. Observe também que agora o raio

espectral ¢ o mesmo tanto paraj =1ej =n = 3.

4.1.3 METODO DE JACOBI PONDERADO

A matriz utilizada no exemplo anterior (4.4) é uma matriz do tipo Toeplitz
Tridiagonal, ou seja, uma matriz onde somente a diagonal principal e as diagonais
logo acima e abaixo dessa sao diferentes de zero e cada diagonal é constante.

Matrizes desse tipo tem a forma:

[6 T 0]
lo 6 7 |
r=| © |
| o
lO o 6J

Esse tipo de matriz tem os autovalores bem conhecidos, dados por [26]:

_ Jm
(M) =6+ 266 cos (n+ 1

); j=1n
no caso da matriz (4.4), temos:
jmy
Ai(A) = 2 - ZCOS(Z); j=1:3

No método de Jacobi, os autovalores da matriz M = (I — P~1A) foram dados

por:
1
AM)=1- EA(A)
€ entao, substituindo 1(4) :

AM) =1-— % [2 — 2cos (]zﬂ)]

A;(M) =1-1+ cos (]zﬂ)

A;(M) = cos (%T)
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Os autovalores de M sdo sempre menores gue um, ou seja, sempre havera

convergéncia, além disso, |/1j(M)| € maximo para j = 1 e j = n, e consequentemente:

=%

p(M) = cos (g) = |cos (T

como calculado anteriormente. No entanto, quanto maior a matriz, e
consequentemente quanto maior n, mais préximo do valor unitario sdo os autovalores

e 0 raio espectral. Observe que quando n — o, temos que:

T
A1 (M)jimnoe = COS (n 1) =cos(0) =1
A, (M) = cos( n ) = cos = cos(m) = -1
n limn-o — - - -
n+1 1+%

Como consequéncia, quanto maior n mais lenta € a convergéncia.

Para resolver, em parte, esse problema o método de Jacobi ponderado tenta
amortecer, ou seja, diminuir o valor absoluto, dos autovalores associados aos

autovetores de alta frequéncia. Para tal, o pré-condicionador € definido como:

1
P=—Puoni
) Jacobi

onde w esta no intervalo 0 < w < 1. Com essa mudanca, 0s autovalores de M, serédo

dados por:

MM)zAU—P”A%zl—%AM)

10021820 (15

Para matrizes do tipo (4.4) temos que w = = € um valor 6timo:

wIinN

100 =1 o2 (25

A(M)—1+2 (jn)
—373%%
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Observe que agora quando n — oo, temos que:
2 jm 1 2
( >=—+—cos(0)=1

1
A (Mtimnoeo =3+ 300577 ) =313
1.0 _1+2 (jn>_1+2 () = 1
n limn—>oo—3 3COS ) —3 3COSTL' = 3

Assim, o método de Jacobi ponderado amortece os autovalores relacionados

aos autovetores de maior frequéncia. Isso torna o erro e, mais suave, pois de (4.3) o

erro pode ser escrito como:
ex = E"1A*Ee,

onde E sdo os autovetores de M. Deste modo, quando os autovalores relacionados
aos autovetores de maior frequéncia sdo reduzidos, o efeito desses sobre o erro é

menor, e consequentemente o0 erro se torna mais suave.
O comportamento dos autovalores de M para a matriz (4.4) pode ser melhor

observado na Figura 16, onde os pontos marcados correspondem aos autovalores

Aj para j = 1:3 da matriz (4.4).

2

—1 -+
Figura 16 - Comparacao entre os autovalores da matriz M no método de Jacobi e Jacobi ponderado.

Embora o método ndo reduza de forma significativa o raio espectral, ele é
essencial para a implementacédo do método Multigrid, onde é necessario que as altas

frequéncias estejam altamente amortecidas.
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4.1.4 METODO DE GAUSS-SEIDEL
O método de Gauss-Seidel utiliza as componentes do vetor x;.,, logo que elas
sdo calculadas. Isso reduz a necessidade de armazenamento uma vez que Xxj,;

sobrescreve x;,. O método utiliza como pré-condicionador P a matriz definida por:
P=D+L =tril(A)

onde D e L sao respectivamente a diagonal (pré-condicionador do método de Jacobi)

e a parte estritamente inferior da matriz A.

Considere como exemplo a matriz genérica A € R3*3, dada por:
a1 Q12 Qg3
A =01 Qz 4az3
azy dzz d4zs

O pré-condicionador P é a parte triangular inferior de A, dada por:

a;; O 0
P = a21 a22 O
asz; d4sz; dsz

e entdo, temos que de (4.2):
ka+1 = (P — A)xk +b
1 1
aiq 0 0 Xi+1 0 ai, aq3 Xi
Az Az 0 ||x2.]|=[0 0 ay||xZ[+b
3 3
d31 A3z Aszzl|x;. 0 0 0 1]x3?
Escrevendo na forma de um sistema de equacdes, obtemos:
1 _ 2 3
A11Xjc41 = Q12X + Q13X + by
1 2 _ 2
A21Xks1 + A22Xjyq = Q12X + Dy
1 2 3 —
A31Xjc41 F A32Xjcp1 + A33Xj41 = b3

Assim, é facil observar que para o célculo de xj,,, sdo utilizadas as entradas
xZ e x3. Para o calculo de x2, , s&o utilizados xZ € o recém-calculado x;, , e finalmente,

para o célculo de x;,, sdo utilizados xi,, e xZ,,, ambos calculados nessa iterago.

O método de Gauss-Seidel apresenta duas vantagens, a primeira € que o

calculo de x; ., pode ser feito simplesmente por substituicdo progressiva. A segunda,
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como ja dito anteriormente, é que calculada uma entrada de x;,,, essa € utilizada
para calcular a proxima entrada. Desse modo, uma iteracao de Gauss-Seidel equivale

a aproximadamente duas iteracdes de Jacobi.

4.2 METODO DA SUPER-RELAXACAO SUCESSIVA (SOR)
O método da super-relaxacéo sucessiva ajusta o pré-condicionador do método

de Gauss-Seidel por um fator w. O novo pré-condicionador é entdo dado por:
P=D+ wL

Para w = 0 temos 0 método de Jacobi e para w = 1 temos 0 método de Gauss-
Seidel.

O parametro w varia no intervalo 0 < w < 2, para valores de w > 2 ndo ha
convergéncia [27]. Para valores de w > 1, temos o processo de super-relaxagéo
utilizado para acelerar o processo de convergéncia, de processos que convergem
lentamente. Para valores de w < 1, temos o processo de sub-relaxacédo utilizado para

estabelecer convergéncia de processos que tendem a divergir.

Para o caso da super-relaxagéo, obter um parametro de 6timo w,,,, resulta em
uma convergéncia extremamente mais rapida que nos métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel. Em geral, ndo € possivel obter um w,,, de maneira adiantada, mas

para certas classes de matrizes podemos definir [28] [29]:
2

w ~ >1
P+ 1= p(M)?

onde p(M) é o raio espectral da Matriz M obtida pela método de Jacobi. Para a matriz

tridiagonal do tipo (4.4) essa relacéo é valida. Assim, para esse tipo de matriz temos:

p(M) = cos (nilt-l)

e entao
2 2
Wopt ~ T - T 12
1+ J1=feos ()] 14 1= 1+ [sen ()]
. 2 ~ 2
opt ~ -
’ 1+\/[sen(n:r_1)]2 1+sen(nf_1)
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4.3 METODO MULTIGRID

Os métodos estacionarios de Jacobi ponderado e Gauss-Seidel conseguem
rapidamente eliminar os componentes de alta frequéncia do erro e, resultando depois
de poucas iteracdes em erros suaves. No entanto, a partir desse ponto o decaimento

do erro é extremamente lento.

A ideia principal do método Multigrid [25] [30] € representar o problema por uma
malha mais grosseira onde o espacamento h entre 0s nés é maior, de forma que o
erro suave obtido pelos métodos anteriores ndo seja mais tdo suave e possa ser
eliminado rapidamente pelos métodos estacionarios. No final do processo, o resultado
é interpolado para a malha original.

O método Multigrid sozinho ndo leva a convergéncia de x;, ele somente
dimensiona o problema para diferentes malhas. Uma vez dimensionado, o que leva a

convergéncia séo as iteracdes feitas com os métodos estacionarios.

Uma vez que o método funciona em conjunto com os métodos estacionarios,
existem diferentes estratégias, ciclos, de utilizacdo do mesmo (Figura 17). Em cada
tipo de malha, resultantes dos diferentes espacamento entre os nés (h, 2h, 4h e 8h),

0 problema é resolvido parcialmente por um método iterativo.

h
2h
4h
8h

Figura 17 - Ciclo-V, Ciclo-W e Ciclo FMG do método Multigrid.

Considere um problema que ap6s ser discretizado apresenta malha com
espacamento h entre os nés. No caso do ciclo V, é realizado primeiramente algumas
iteracdes utilizando métodos estacionarios (ponto no nivel h), em seguida a malha é
modificada (linha que conecta o ponto no nivel h com o ponto no nivel 2h) tornando
essa mais grosseira, agora com espacamento 2h entre os nés e consequentemente
metade do numero de nos. Apds a modificacdo da malha, é realizado novamente
algumas iteracfes utilizando métodos estacionarios (ponto no nivel 2h). Esse
processo é feito repetidamente até atingir a malha mais grosseira possivel, nesse caso
com espacamento 8h entre os nos. Apos chegar a esse ponto, a malha sofre uma

transformacao reversa, se tornando mais refinada, até chegar novamente a malha
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original, sempre com a realizacdo de iteracbes com métodos estacionarios a cada

transformacao da malha.

Essa possiblidade de tornar a malha original em uma malha mais grosseira ou

mais refinada € o que d& origem aos diversos ciclos e ao nome do método Multigrid.

Enquanto o processo iterativo para a malha original resolve Ax = b, 0 processo
iterativo para a malha grosseira resolve Ae =r, onde r € o erro residual. O erro
residual, ou residuo, é o erro na equacao Ax e nao na solucédo x. Para um x; obtido

depois de k iteracBes temos que:

Axk+rk=b

"y = b— Axk (45)

Se Ax;, = Ax, o residuo é nulo, entdo r, de fato representa o quao longe Ax;

esta de Ax, ou seja, o erro da equacdo. Podemos escrever ainda que:
T, = Ax — Axk

e = A(x — x)

Ty = Aek (46)

O ciclo-v (o v mindsculo indica somente uma malha diferente utilizada) do

método Multigrid € feito da seguinte forma:

n lteracdes para A,x;, = by,
Reduzir r, para a malha grosseira fazendo r,;, = Rry,
ReSO|VeI' AZheZh = Tn

Interpolar novamente para a malha original E;, = Te,,,

a h~ N PE

n Iteracdes para A, x, = by; onde x, = x, + Ej,

O primeiro passo € necessario para eliminar as componentes de alta frequéncia
do erro e,. O subscrito h indica a distancia entre os nos, onde h é a distancia original
e 2h € uma malha com o dobro da distancia, e consequentemente metade do nimero

de nés. O terceiro passo €é resolvido iterativamente.
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Para obter uma solucdo é preciso conhecer R, A,;, e T. Para entender como
obter essas matrizes, considere o exemplo unidimensional discretizado pela malha
abaixo:

Figura 18 - Malha Original

. A 1 .
A malha acima apresenta espacamento h = n—fl =5 no intervalo 0 <x<1e

condicdo de contorno de u =0. Os sete valores interiores sdo 0s noés u;. A
~ . . 1
representacdo dessa malha de maneira mais esparsa apresenta 2h =5 €

consequentemente trés nds. Comumente sao utilizados os espacamentos multiplos
de dois tais como h, 2h, 4h, ..., 2™h. Desse modo, em cada reducdo o numero de nos é
reduzido pela metade, pois a distancia entre os nés é dobrada. A representacao
esparsa da malha acima é dada por:

Figura 19 - Representacéo esparsa da malha dada pela Figura 18.

Observe que u,, u, € ug SA0 0S Mesmos que v, v, € vs, esses NOs sao apenas
transferidos de uma malha para a outra. A matriz de interpolacéo T é responséavel por
transferir os vetores na malha grosseira novamente para a malha original. Para tal, ela
interpola os valores nos nés da malha reduzida, obtendo os valores na malha original.
E possivel utilizar diferentes tipos de interpolacdo, mas quando o erro é suave a

interpolacéo linear é simples é eficiente. Para a interpolacéo linear, definimos:

Uzj = V5
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1
j — — b — .
Uzj+1 > (vj vj+1)

Assim, para descobrir T basta escrever os nos da malha original como uma

interpolacao linear dos nés da malha grosseira, No caso dessa malha, obtemos:

%1
U3

OO OO RN -
OO RNRFEROO
N RRO OO O

x=Tu

Outras matrizes T sao possiveis, mas como dito anteriormente a interpolacao
linear é simples é eficiente. Isso, somente quando a curva do erro é suave, dai a

necessidade de eliminar as componentes de alta frequéncia do erro ey.

A segunda matriz que precisamos é a matriz de restricdo R, também chamada
de matriz de reducao, a qual é responsavel por transferir os vetores na malha original
para a malha grosseira. Existem diferentes opc¢des para a matriz R, como por exemplo,
a matriz de injecdo que contém somente zeros e uns. Essa matriz define v;

simplesmente copiando os valores de u,; nos mesmos pontos da malha original

(Figura 20).

Vi

Figura 20 - Elemento v; criado pela matriz de injegao.

Figura 21 - Elemento v; criado pela matriz completamente ponderada.
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Outra opgao € a chamada matriz completamente ponderada, a qual define v;

ponderando os valores de u,;_;, u,; € u,j4+, (Figura 21), dada por:

1
R=-T"
2

1 . ~ .
O fator > aparece, pois as soma das ponderacfes dever ser igual a um. Note

que a soma das ponderacdes corresponde a soma dos elementos da coluna de T.

O efeito da matriz R € de extrema importancia, € ela a responséavel por tornar o
erro suave proveniente da malha original menos suave, resultado esse o qual é
desejado. Para ilustrarmos o efeito da transformacdo provocada por R, considere o

caso em que u; = sen(2jmh) no intervalo 0 < x < 1. Para uma malha unidimensional

P A 1 ~ 2j - C
com sete nos temos que h = n—fl =< e entéo u; = sen (%) Utilizando a definicao

para a matriz completamente ponderada temos que:

1 1 1
Um = Zuj_l + Euj + Zuj+1
1 2G - Dr\ 1 cm)+1 2+ D
U = 4S€Tl 3 Zsen 3 4S€Tl 3

Utilizando a relacéo do seno da soma de dois arcos, podemos mostrar que:

Um = (2 +4\/§> sen (2]?77:)

. 1. e A .
No entanto para a malha grosseira m=-j, que € consequéncia de

1

hesparsa = 2h = ; na malha grosseira. Assim, temos que:
(2442 <2mn)
Uy = 2 sen n

ou seja, quando o problema é transferido da malha original para a malha grosseira, a
frequéncia de u; que na malha grosseira € dado v,, dobra, € 0 comportamento que
antes era suave, deixa de ser tdo suave. Deste modo, o erro é eliminado mais
rapidamente pelos métodos iterativos estacionarios. Graficamente podemos observar

0 comportamento de u; e v, na Figura 22:
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Figura 22 - N6s u; na malha original e nds v,, na malha grosseira.

A Ultima matriz a ser obtida € a matriz A,,. Ela € definida como A,;, = RA,T.
Para entender o porqué, vamos considerar o processo desde o primeiro procedimento.

No primeiro passo, obtemos o residuo dado por (4.6):
™ = Apep

O subscrito h indica, assim como antes, que esse € o residuo obtido na malha

original. No segundo passo r;, é reduzido, e entao:
T2n = Rry
r2n = RApep
No terceiro passo é resolvido o problema para o residuo:
Aznezn = Top
substituindo r,;, obtemos:
exn = AzpTan
exn = Az RApen
No quarto passo o erro € interpolado novamente para a malha original:
E, =Teyp
E, = TA;}RAe,

Vamos supor que o mapeamento tenha sido trivial, tal que o processo tenha
mapeado a malha original nela mesma, ou seja, ndo houve redugéo da malha. Como

resultado, temos que E;, = e;,. O que so e verdade se:
TA,'RA, =1
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também temos como consequéncia que as matrizes R e T sdo quadradas e de posto
cheio, pois elas mapeiam n nés em n nés. Dessa forma, elas possuem inversas e

podemos escrever.
TA,'R = A;!
At =T AR
Az, = (RA, T
Ay, = RA,T

No caso onde a malha ndo é reduzida as matrizes R e T, sdo as matrizes
identidades, pois se ndo ha mudanca na malha A,, = A;,. No caso geral, A4,; é dado

pela relacdo acima e as matrizes R e T sdo matrizes retangulares.

Pra observarmos o efeito da redu¢cdo da malha, considere um problema

discretizado pela malha da Figura 18, cuja matriz original & dada por:

-2 -1 0 0 0 0 0

1 2 -1 0 0 0 0

(0 -1 2 -1 0 o0 o0
A==l 0 0 -1 2 -1 0 o
o 0 0 -1 2 -1 0

O 0 0 0 -1 2 -1

Lo 0o 0o 0 0 -1 2

Para a malha reduzida dada pela Figura 19 temos que A,, = RA,T resulta em:

2 -1 0 0 0 0 07l 0 O
1 2 -1 0 0 0 0|20 0
(L 21000040 -1 2-1 0 0 O[T 10
zl0 012 10050 0 -1 2 -1 0o ofo 2 o0
1o 0 0 0 1 2 1 o 0 0 -1 2 -1 0|%lo 1 1
o 0 0 o0 -1 2 —1|lo o0 2
Lo 0 o o o0 -1 20lp o 1
10 0
2 0 0
020—1000]1110
—lo =10 2 0 -1 o|lzl0o 2 o
2
o 0 0 -1 0 2 ol%lo 11
00 2
0 0 1l
L[4 -2 0] 1[2 _1 0] 1[2 1 0
— |2 4 —2|l=—2|-1 2 -1|= 1 2 -1
2 2 2
8h*| o _p 4] Lo -1 2] @y 1 o




Esse resultado € exatamente igual ao esperado para o problema quando esse

é discretizado por apenas trés nos.

De maneira analoga a matriz M = (I — P~1A) que controla o decaimento do
erro nos métodos estacionarios, é possivel definir para o método Multigrid uma matriz
M' dada por M' =1 —S. Onde S é definido por:

E, = TA;}RAye,
E, = Se,; S= T(RA,T) 'RA,

Uma importante propriedade dessa matriz € que S? = §:

1
S? = T(RA,T) ' RA,T(RA,T)-' RA, = T(RA,T)"'RA,

Essa propriedade é caracteristica de uma matriz de projecdo, pois uma vez
projetado um vetor em espago qualquer, projetar novamente esse vetor nesse espaco
nao altera o vetor, pois ele ja pertence aquele espaco, ou seja, uma vez multiplicado
S por um vetor, multiplicar o resultado por § ndo afeta em nada o resultado anterior.
Essa propriedade da matriz § é interessante, e também nos indica 0 que esta
acontecendo no processo. O que ocorre, € que quando computamos x; + Ej, no dltimo

bY

passo do processo, a parte do erro correspondente a parte projetado na malha
grosseira € corrigida. Consequentemente, temos que o erro e, da solucdo
corresponde somente aquela componente e do erro e; que foi perdida na projecdo

(Figura 23), a qual é dada por:

Figura 23 - Representacdo simplificada da projec&o do erro.

e :eh—Eh
= €p —Seh
= —S)epy
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_ ]
e =Me,

Outra propriedade caracteristica de uma matriz de projecéo, a qual é resultado
do fato de que $?=S, é que os autovalores de § sdo somente 1 ou O.
Consequentemente os de M’ sdo 0 ou 1. Podemos demonstrar isso diagonalizando a
matriz S, ou seja, escrevendo ela na forma § = E"1AE, onde E é a matriz que contém
em suas colunas os autovetores de § e A a matriz diagonal que contém seus

autovalores. Desse modo, temos:
S=E'AE
S2=E'AE = E 'AEE'AE = E"'A’E

no entanto:

§=5?

E71AE = E1AE

0 que ocorre somente se:

A=A

Assim, 4;(S) s6 pode ser 1 ou 0. Esse fato indica que no método Multigrid parte

dos componentes do erro e, sao totalmente eliminados, os quais sao aqueles

relacionados aos autovalores de 4;(M’) = 0 e outra parte continua inalterada, os quais

sdo aqueles relacionados aos autovalores de 4;(M") = 1.

Essa € a principal raz&o do sucesso do método Multigrid, em um Unico processo
€ capaz de eliminar certos componentes do erro e;,. Desse modo, os diferentes ciclos
tém como objetivo eliminar diferentes faixas de componentes do erro. Outra vantagem
do processo é que o numero de operacdes efetuadas em cada malha reduzida é
também menor, devido & quantidade menor de dados, o que torna vantajosa a reducéo
sucessiva. Para a aplicagdo do método Multigrid ndo é estritamente necessario
conhecer a malha fisica que discretiza o problema. Quando a geometria € muito
complicada ou quando sO é conhecida a matriz, € utilizado o chamado método
Multigrid algébrico, o qual imita a ideia de trabalhar com diferentes escalas do

problema, mas lidando diretamente com Ax = b, e ndo com uma malha.
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4.4 SUBESPACOS DE KRYLOV

O problema na forma matricial a ser resolvido é dado por Ax = b. Com 0 uso
do pré-condicionador, o problema toma a forma P~*Ax = P~1b, o qual pode ser escrito

na forma recursiva dada por (4.2):
ka+1 = (P —A)xk +b

O erro da equacao Ax = b e dado pelo residuo, o qual, como dito anteriormente

€ 0 erro da equacao e ndo o erro de x,. Dado pela equacéo (4.5):
Ty = b — Axk
Reescrevendo (4.2), podemos mostrar que:

ka+1 = ka—Axk +b

Pxy, 1 = Px; + (b — Axy) 4.7)
Substituindo (4.5) em (4.7), temos:
Pxyyq = Pxy + 1y
Xps1 = X + P71
ou seja, a cada iteracao x, é corrigido por P~ 1r,.

Considere P = I, escolha essa feita somente para facilitar a compreensao do
conceito dos subespacos de Krylov [25]. Considere trés iteracdes por métodos
estacionarios, para um x, = {0}, e consequentemente r, = b. Na primeira iteracao,

temos de (4.2) que:
X1 =U—A)x, +b
x1=U—-A)xy+b
x,=b
para segunda iteracdo, temos:
x,=U—A)x;+b

x,={—-A)b+b=2b— Ab
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e finalmente, para a terceira iteracao:
x3=U—A)x,+b
x, = (I —A)(2b — Ab) + b = 3b — 3Ab + A%b

A ideia de Krylov € a de que x; pode ser escrito como uma combinacdo linear
de b,Ab,A%b,...,A’"1b (j vetores), como visto nas iteragcdes acima. Se x; € entdo uma

combinacdo desses vetores, é possivel que exista uma melhor combinacdo desses

vetores que resulte em um x; mais proximo de x = A~'bh do que x; obtido pelas

iteracOes anteriormente.

A combinacio linear das bases b,Ab,A%b,...,A’"'b formam o j-ésimo
subespaco Kjde Krylov, o qual depende somente de A e b. Assim, podemos definir a
matriz K; como a matriz cujo espaco coluna gera o j-€simo subespaco K|, ou seja, a

matriz em que as colunas séo essas bases.
Ki=[b Ab A%p ... A/~1p]

Observe que enquanto K; é a matriz, K; € o subespaco gerado pelo espago

coluna da matriz K;, o qual contém as combinagdes lineares das colunas de K;.

No caso geral, o coeficiente b, na verdade, ndo coincide com o lado direito da
equacao Ax = b, mas sim com residuo inicial, que no caso de x, = 0, é dado por
1o = b. Desta forma, para um x, qualquer, temos que o residuo inicial € r, = b — Ax,.

Portanto, de modo mais geral definimos:
Ki=[r, Ary A%r, - Al7'r]

A partir dessa ideia, diferentes métodos foram desenvolvidos para solucionar o
problema Ax = b, cada um com um conceito diferente de qual combinacédo entre as

bases é a melhor. Entre esses métodos estdo:

e Método do Gradiente Conjugado (CG): A combinacao é tal que o residuo r; €
ortogonal a K;.

e Meétodo dos Minimos Residuos (MINRES e GMRES): A combinacéo é tal que

residuo r; tem norma minima para x; em K;.
e Método do Gradiente Biconjugado (BICG): A combinacao € tal que o residuo 7;
é ortogonal a um espagco diferente K;(A7).
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e Método LQ Simeétrico (SYMMLQ): A combinacao é tal que o erro e; tem norma

minima.

Em todos os casos é importante poder computar x; 0 mais rapido possivel. Isso

ocorre principalmente quando é necessaria pouca recorréncia, ou seja, a utilizacao de

poucos valores obtidos anteriormente.

Nesse trabalho serdo discutidos somente os dois primeiros métodos. O método do
gradiente conjugado (CG), pois € 0 que requer menor recorréncia, mas que, no
entanto sua aplicagdo é restrita a matrizes do tipo simétrica positiva definida e o
Método dos Minimos Residuos (GMRES), pois € largamente utilizado para matrizes
nao simétricas, como € o caso das matrizes obtidas pelo método dos elementos de

contorno.

441 PROJ EQAO E GRAM-SCHMIDT

A projecao de um vetor b na diregao de outro vetor a resulta em um vetor p, 0
qual € um mudltiplo de a, ou seja, p = xa (Figura 24). Quando um vetor é projetado na
direcdo de outro, a componente desse vetor perpendicular & dire¢cdo de projecdo €

perdida.

Figura 24 - Projecéo do vetor b na direcdo do vetor a.

No caso da Figura, quando o vetor b € projetado na direcdo do vetor a a
componente e do vetor b, perpendicular a a, € perdida. Podemos escrever o vetor b
como a soma das suas duas componentes, a projetada p e a que foi perdida na

projecéo e, ou seja:

b=p+e
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e entao:
e=b-p

Utilizando o fato da perpendicularidade entre a e e, podemos escrever:

aTe=0
a"(b—p)=0
at(b—ax) =0

a’b—alax =0

e finalmente podemos obter a componente projetada p, dada por:
p =ax

B aTb—Pb- P_aaT
S R

A matriz P é chamada matriz de projecao, ela é responsavel por projetar um

vetor qualquer na direcao do vetor a.

Observe que P € uma matriz simétrica, ou seja, PT = P. Além disso, temos que
P2 =P.

T
pT aa’ aa’ p
“\aTa) aTa

aa™\’ aa’aa’ a(@’a)a’ (aTa)aa’ ad”
PZ — — — — —

“\aTa) aTaaTa (aTa)aTa (aTa)aTa aTa

=P

Essas sao propriedades que todas as matrizes de projecédo apresentam.
A componente ortogonal de b, dada por e pode ser obtida por:
e=b-p

b alb
e=b—a—
aTa
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Gram-Schmidt [31] ent&o utilizou desse principio para ortogonalizar a base de
um espaco vetorial. Desse modo, dado um conjunto de vetores v; que formam uma
base para um espaco vetorial qualquer, outra base de vetores u; ortogonais para esse
mesmo espaco pode ser obtida € eliminado de cada vetor v; as suas projecdes na

direcdo dos demais vetores da base. Processo dado pela equacgao:

k-1

Uiji
U =v; +zujpiji Pij=~7,
= i Vi

O primeiro vetor da base ortonormal é u; = v,, 0 segundo vetor € u, =
v, — U;P,, O qual é a parte de u, ortogonal a u,, o terceiro vetor é Us =
V3 — U;P31 — UyP3, O qual é a parte de v; ortogonal a u; € u, e assim por diante.
Normalizando os vetores da base obtidos pelo método de Gram-Schmidt, podemos

escrever a decomposicao:
A=QR

onde A é a matriz que possui em suas colunas os vetores u;, Q € a matriz que tém em

suas colunas os vetores da base ortonormal g;- ﬁ e R € um matriz triangular superior
i

gue guarda a transformacao ocorrida durante o processo.
Observe que para v;:
v =Uy
v1 = [qq][lluqll]
e para v,:
Uy = Vy —U1P21
UV = Uy +UiP2g

U, = q2||u2|| + Q1||u1||P21

[luq Il
v, = [0 qz][ ||1uzl|)|21]

e finalmente para v;:

U3z = V3 — UP31 — UzP32
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V3 = Uz + U P31 + UD32
v3 = qsllusll + g1 llusllps1 + q2lluzllps;
|lus P31
v3=[91 492 q3]|lluzllps;

llusll

juntando em uma Unica matriz, temos na forma A = QR:

lugll  Nugllpzr  Ileallpss
[vi v2 vs]=[q1 92 qs]| 0O ol N2llpss
0 0 llusl

4.4.2 ORTOGONALIZACAO DE ARNOLDI
Embora b, Ab, A%b, ..., A/~1b formem uma base para o j-ésimo subespaco K;de

Krylov, essa ndo é a melhor base para ser utilizada, pois essa ndo € uma base

ortonormal. Assim, a melhor base a ser utilizada € a base vy, v,, ..., v;_; formada por

vetores ortonormais. O método utilizado para a obtencao dos vetores dessa base € o
método de Arnoldi [32], onde cada novo vetor v; € obtido ortonormalizando t=

Av;_;. O algoritmo do método de Arnoldi é dado abaixo:

1. Definir v, = ”’;7”;

2. Paraj=1:n—-1
3. t = Av;
4. Parai =1:j
5 hijj=v"t
6. t = t—hyy
7. Fim do ciclo para.
8. hjvaj = lItll
t
9. Vi1 = m
10. Fim do ciclo para.
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No primeiro passo ha apenas um U(nico vetor na base. Assim, a Unica

preocupacao é em normalizar o mesmo.

No terceiro passo, um novo vetor, ainda ndo ortonormalizando, para a base é
calculado. Observe que cada base do j-ésimo subespaco K; de Krylov pode ser

calculada multiplicando a base anterior por 4, ou seja, v; = Av;_;.

No quinto passo, a multiplicacéo v;”t nos fornece o comprimento, ou norma, da

projecao do vetor t na direcao do vetor g; unitario.

No sexto passo, o vetor h;;v;, resultante da projetacéo do vetor t na dire¢ao v;,

é subtraido do vetor t, 0 que nos fornece a componente do vetor t ortogonal a v;.

No nono passo, 0 vetor t ja € ortogonal, para ser ortonormal basta dividir ele

pela sua norma, o que é feito nesse passo.

O método de Arnoldi é bastante simples e é essencialmente baseado no
conceito de Gram-Schmidt para o caso especial dos subespacos K; de Krylov.
Analogamente a decomposicdo A = QR em Gram-Schmidt, o método de Arnoldi

resulta na decomposicao:

AV =VH
[hn hyp - hln]
hyq hyy - th
Avl Avn — vl ces vn [0 h23 .
0 0 hun

onde V € a matriz que contém em suas colunas os vetores base v;. A matriz H €

formada por uma matriz triangular superior mais a diagonal logo abaixo da diagonal
principal, chamada de matriz superior de Hessenberg. A matriz H apresenta esse

formato porque t; = Av;_; € o vetor t; ndo ortogonalizado contém componentes nos

vetores bases ortonormais vj, vj_, ... v;. Por exemplo, temos que para t,:
tz == Avl == U1h11 + v2h21

0 que pode ser escrito como:
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O que corresponde ao que o algoritmo descrito anteriormente faz, onde a
subtracdo corresponde ao sexto passo e a divisdo ao nono. Da mesma relagdo para

t, podemos escrever:

h
Av1 = v1h11 + U2h21 = [7.71 UZ] h;i]

de modo geral, temos que:
AV, =Vi H

Quando 4 € R™" e k > n todas as linhas da matriz H cujos indices sdo maiores
que n, sdo nulas, pois a dimenséo da matriz A € nxn. Deste modo, qualgquer conjunto
de n vetores v, da base e capaz de gerar o espaco de dimensao nxn e qualquer vetor
a mais na matriz V € uma combinacéo linear das bases anteriores, o que resulta em

entradas nulas na matriz H.
Observe que quando k = n, temos:
AV, =Vy H

[hi1 Pz + hag
lhay hye . hyy,

|
AV, =Vn | O has . |
0 0

Como a ultima linha de H é nula, podemos excluir essa e devemos também
excluir a dltima coluna de V,,, 1, pois esses sdo 0s elementos que multiplicam a ultima

linha de H. Assim, podemos escrever:

AV, =V, H
AV, =V, H
AV =VH

ou seja, a decomposicao AV = VH é um o caso particular de AV,, = V,,.;H quando a
decomposicdo é completa, ou seja, quando sdo computados n vetores v, da base

para um matriz A € R™",
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4.4.3 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO (CG)

O método do gradiente conjugado [33] é utilizado para a resolucao de matrizes
do tipo simétrica positiva definida. Uma matriz A é positiva definida quando sua forma
quadratica, dada por xT Ax, € maior que zero para qualquer x diferente do vetor nulo.

Uma matriz A € R™" positiva definida apresenta as seguintes propriedades:

1. ,>0
2. det(Ak) > 0, K = 1, e, n

3. Pivls da eliminacéo de Gauss > 0

De certa forma, todas essas propriedades sao equivalentes, o que significa que
quando uma é atendida, todas as outras também sdo. Quando uma matriz é positiva

definida, o ponto critico de sua forma quadratica € sempre um ponto de minimo.

Figura 25 - Gréfico da forma quadratica de uma matriz A € R?*? positiva definida (esquerda), e suas
linhas de contorno (direita), onde o ponto corresponde ao ponto de minimo de f(x).

No método do gradiente conjugado, x;, deve ser escolhido tal que o residuo
1. = b — Ax; seja ortogonal ao espaco Ky, o qual é gerado pelos vetores vj, v;_4, ... v;
da base ortogonalizado pelo método de Arnoldi. Observe que o residuo r, apresenta
o produto Ax,. Como consequéncia o residuo r;, pertence ao espaco Kg+1. Além disso,
como definido pelo método, ele deve ser ortogonal a K. Desse modo, r;, s6 pode ser
um multiplo do vetor base v, pois esse pertence a Kg+1 € também é ortogonal a
v;, Vj_1, ... V1, CONSequentemente a todo o espaco Kk O fato de r; ser multiplo de vy,

significa também que cada residuo é perpendicular ao residuo anterior, pois:
Ty = QUk+1

Ti+1 = DVUky2
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T Tex1 = (@) bVpyr = ab[(Vier1) bVges2] = ab(0) = 0
onde a e b sdo constantes quaisquer. Assim, a primeira propriedade do método CG
e:
r'r, =0; parai #k (4.8)

Como 1., € multiplo de gx.,, a diferenca r,,; — 1, € também ortogonal ao

subespaco K, pois:
Tiet1 — Tk = bVpyp — Vg

e entéo:

(bVisz — aVis1) Ky

(aVi4z —bvg) [V vz V3 0 Vk] =0
iSso ocorre porque as bases sdo ortogonais. Por outro lado, temos que x;,; — x;, para
i < k, certamente pertence a Kk. Assim, temos que:
(Xip1 = X) (M1 — 1) = 0; parai <k (4.9)
Podemos escrever (441 — 1) COMO:

(k41 — i) = (b — Axpyq) — (b — Axy)

(Mer1 — 1) = —A(Xpy1 — xi) (4.10)
e entdo, substituindo (4.10) em (4.9), temos:
(Xip1 = x)T[-AQt41 — )] = 0
(xi41 —x)TA(Xp1 — X)) = 0; parai <k

ou seja, a variacdo Ax em cada iteracdo é A-ortogonal a variacdo Ax na iteracdo

anterior.

Cada iteracéo do processo comeca com um vetor x;, € uma direcdo de procura
d; para o proximo valor x;,,, € termina com um novo valor x,,; € uma nova direcdo

de procura d;,, para o proximo valor x;,,.
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O algoritmo para o método do gradiente conjugado é dado abaixo [33] [34]:

1. Escolher xy;

2. Computar ry = b — Ax,; Definir d, = r,

3. Parak = 0:n
Tt T
: lcular ;=
4 Calcular o, dT Ad,,
5. Calcular xp,q = x3 + < dy
6. Calcular 11 = 1, — X}, Ad,
e

7. Calcular B4, = **1 ’<+1/ T
8. Calcular dyyq = 1 + Brs1di
9. Fim ciclo Para

Na quarta etapa do processo é computado o tamanho do passo «,, ou seja, 0
quanto x; sera deslocado na direcao d; para obtermos x,.,,. Na quinta etapa, x;,; €
computado. Na sexta, é calculado o novo residuo. A equacgéao para o residuo foi obtida
utilizando a relacao (4.10) e a equacao para x;,, da etapa anterior. A sétima e oitava
etapas correspondem ao método de Gram-Schimdt, € computam a nova direcdo de

procura d, ., A-ortogonal a direcao anterior.

O tamanho do passo «; € obtido minimizando a funcéo E(x) = %xtAx —x'bem

funcdo do tamanho do passo. Quando a matriz A é positiva definida a funcéo E(x) tem
um ponto de minimo, e entédo a funcao pode ser minimizada. Por isso, no método do
gradiente conjugado a matriz A deve ser positiva definida. Primeiramente, tomaremos

a derivada em funcao de x da funcéo E(x), obtendo:
1
E(x) = ExtAx —xtb

dE(x) 1 1
=—ATx +-Ax —
I 5 x+2 x—>b
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para uma matriz A simétrica temos que A = A7, e ent3o:

dE (x) B

Ax —b (4.11)
dx

dE(x)
dx

O ponto critico de E(x), o qual € um ponto de minimo, é obtido quando

0. Assim, temos que:

dE (x)
dx

=Ax—-b =0

e consequentemente:
Ax—b =0
Ax=b
ou seja minimizar a fungéo E (x) € o mesmo que resolver o sistema linear Ax = b.

Da equacéo (4.11), temos que para um x,;qualquer que:

dE (x)
dXp 41

= Axpy1 —b = —Tyyq (4.12)

Na quinta etapa do método do gradiente conjugado, foi definido:

X1 = Xp +X dj (4.13)

e entdo, como dito anteriormente, para obtermos «;, minimizamos E(x) em funcéo de

;. Dessa forma temos:

dE(x) <dE(x)>T Ay _

do, \dxg,1) d g
De (4.12) e (4.13), temos que:

dE (x)

dw Ter1die = 0

transpondo o resultado podemos escrever:

T R
Tie1di = diTies1 = 0
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Substituindo (4.12) na equacéao anterior, obtemos:
diTks1 =0
di(b — Axyy1) = 0
e entdo substituindo (4.13) na relacdo acima, mostramos que:
dig(b — Axyyq) = 0
di(b— A(xy +, dy)) =0
dl (b — Ax;, —o; Ady) =0
dl (b — Ax;,) —o<;, dFAd, = 0

d;;rk :°<k dkAdk

drm,
0<k= T
AT Ad,

(4.14)

Os dois ultimos passos do método correspondem ao processo de Gram-
Schmidt, para que a nova direcdo de procura seja A-ortogonal a direcdo anterior.

Assim, de Gram-Schmidt, podemos escrever:

k-1
dk =Tk + z diﬁik; (415)
j=1
multiplicando por .7, temos:
k-1
dkaT = T'kT'kT + Z ﬁ]kd] TkT;
j=1

dkaT = TkaT + 0,
transpondo a relacdo, obtemos:
dkTrk =11

O dltimo termo é nulo, pois d;, € obtido por uma combinacdo dos residuos

Tk—1,Tk—2, -, To € COMO mostrado em (4.8), cada residuo € perpendicular ao residuo
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anterior. Assim, r, € ortogonal a ry_; x_5, ..., 7o € 0 produto r;,"r; = 0. Podemos entéo

reescrever (4.14) como:

A
o= —
T Ad,

Observe que s6 foi possivel encontra um oc; que minimiza x; pois a matriz A €

uma matriz positiva definida, portanto a funcéo E(x) apresenta um ponto de minimo.

Para calcular o termo g, do ultimo passo, consideramos novamente a relacao
(4.15).

Transpondo a equacédo (4.15) e multiplicando em ambos os lados por Ad;,

obtemos:

k-1
d,TAd; = r,TAd; + Z Bid;" Ady; (4.16)
=1

no entanto, da equacao (4.9), temos que:
(41 = %) (41 — M) = 0; parai<k

Da terceira etapa do método do gradiente conjugado temos que:

Tyl = 1 _Ock Adk (417)
Th41r — T = _Ock Adk (418)

e de (4.13), temos:
Xip1 — X; =% d; (4.19)

Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.9), obtemos:
o dip(—o¢ Ad;) = 0
dl Ad; = 0; parai<k
no entanto, observe que:
(df Ad)" =0

dl ATdy = dl Adg =0; parai<k
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Pelo fato da matriz A ser simétrica, ou seja, A = AT, temos entéo que:

dl Ad; = 0; parai+k

Podemos agora reescrever a equacao (4.16) como:

k-1
dkTAdi = TiTAdl' + z ﬁjkd]T Adl
j=1

0= rl-TAdk + ﬁikdkTAdk; para i+k

T'iTAdk
d, " Ad,,

ik = ; para i #k

Multiplicando a equagéo (4.17) por r;7, obtemos:
7 Merr = 171 = T Ad),

o 1y Ady = 1" = 1 e
T Lo, T
1 Ady = oc_(ri Tk = Ti Tks1)
k

no entanto, de (4.8), temos:
r'n, =0; parai#k

como resultado, temos que:

1
r;,TAd, = ;riTri parai =k
l

r,TAd), = — r'r, parai=k+1

i-1

0 caso contrario

Por fim, de (4.20), podemos escrever:

1 r'r .
= parai=k+1
Bii-1 = {%i-1d;_1 Ad;_;
0 caso contrario

T T
di_4Adi-1 11

T T
Ti_qTi-1 dj—y Ad;_4

Bii+1 =

(4.20)
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T T T

Bi =B = 7 ——
i ii ri7;1ri—1

Definindo i = k + 1, obtemos a formula como visto anteriormente:

T
Tk+1 Tk+1

lgk+1 - r]’(]"rk

Somente foi possivel encontra uma formula para f;,, que apresenta pequena

recorréncia, pois a matriz A é uma matriz simétrica.

7z

Outro modo de enxergar essa pequena recorréncia € considerar a forma
matricial da ortogonalizacéo de Arnoldi, ou seja:
AV, =V, (4.21)
quando a decomposi¢éo é completa, temos:
AV =VH
A=VHV-1=VHVT

Temos que V-1 = V7, pois V é uma matriz ortogonal. Tomando a transposta de

A, podemos escrever:
AT = (WHVD)T = VHTVT

no entanto

VHVT = VHTVT
H=HT
Deste modo, quando A é simétrica a matriz H também é simétrica. Somando
agora o fato de que a matriz H ¢ também uma matriz superior de Hessenberg, temos
que H so6 pode ser uma matriz tridiagonal. Deste modo, s6 € necessario conhecer dois

vetores v,_; e v, para calcular um vetor v, ortogonal ndo somente a eles, mas a

todo o espaco K.
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Uma importante concluséo pode ser retirada da equacéao (4.12), dada por:

dE (x)
AXp41

= AXpy1 —b = —Tipq

A direcdo de maior decaimento da funcao E(x) € na direcdo do residuo. Deste
modo, em uma primeira andlise, a melhor decisdo parece ser definir d; = ry, pois a
direcdo de maior decaimento é na direcdo do residuo. No entanto, a convergéncia de
X, ndo dependente somente da escolha de uma boa direcdo a seguir, mas também
do tamanho do passo «; que pode ser dado naquela direcdo. Quando definimos d;, =

1, temos o chamado método do gradiente ou méximo declive.

Da equacdo (4.8) sabemos que um residuo é ortogonal ao anterior e entao
guando utilizamos d; = r, sabemos também que cada direcdo de procura sera
ortogonal a anterior. Esse movimento em dire¢cdes perpendiculares torna o processo
iterativo mais lento para o método do gradiente, pois quanto mais préximo da solugéo
x menor é a diferenca entre os gradientes e como resultado menor é o tamanho do

passo «, a cada iteragdo, oque torna mais lento a convergéncia (Figura 26).

I
e _‘—'-4..

E

A
Ik

Figura 26 - Comparacéo entre o método do gradiente (direita) € o método do gradiente conjugado
(esquerda). Cada segmento de reta representa uma iteragao.

Por outro lado, no método do gradiente conjugado, a direcdo de procura €
conjugada, ou seja, dada pela combinacdo por um fator f;,; do residuo r, com a
direcéo anterior. Assim, a nova direcédo de procura néo é ortogonal a anterior. Desse
modo o movimento em dire¢cfes ortogonais € eliminado e a convergéncia ocorre mais

rapidamente (Figura 26). Observe, no entanto que a diregéo inicial de procura de
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ambos 0os métodos € a mesma, a qual é a direcdo do residuo inicial, pois para um

primeiro passo essa é a melhor direcdo para minimizar a funcéo E (x).

Embora o método CG utilize as propriedades dos subespacos de Krylov, em
nenhuma de suas etapas ela as computa diretamente, essa é uma das vantagens

desse metodo, pois o fato de ndo computar K; torna o algoritmo mais rapido. Esse

método € extremamente efetivo, mas limitado a sistemas lineares descritos por

matrizes do tipo simétrica positiva definida.

4.4.4 METODO DOS MINIMOS RESIDUOS

Quando a matriz ndo € simétrica positiva definida a convergéncia nao é
garantida para o método do gradiente conjugado, pois 0 controle sobre as variaveis

x; € B € perdido. Assim, é necessario utilizar outro método.

O método dos minimos residuos [32] escolhe x;, tal que a norma do residuo r
seja minima. Para tal, o vetor x; € escrito como uma combinacéo linear dos vetores
v, da base ortonormal obtida pela ortogonalizagéo de Arnoldi para o espac¢o Kk. Desse

modo temos que:

X = Viy

€ consequentemente:

y = Vix (4.22)

O problema linear Ax = b a ser resolvido é transformado para o problema

A(xy + x;) = b, com valor inicial x,. Desse modo temos que:
A(xy+x,)=b
Axy+ Ax,, =D
Ax; = b — Ax,
Ax, =1y

Assim, o problema se torna resolver Ax;, =1, para o residuo inicial r.

Multiplicando ambos os lados da equagéo por V% ;:

1
VI AV, VT x, = VT
k+1 KV Xk = Vis1To
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Podemos notar de (4.21) que VI, AVT = H. Assim, reescrevendo a relacéo
anterior considerando essa igualdade e substituindo (4.22), temos:
Hy = Vi1 (4.23)
E entdo, a norma do residuo é dada por:
7]l = IVs170 — Hy|l

Para representar x;, como uma combinacdao linear das bases ortonormais sao
necessarias os k + 1 primeiros vetores de V, e consequentemente k colunas e k + 1

linhas de H, pois de (4.21) sabemos que VLHVY,, = A.

I[ h11 h12 ’ Zlk —i

h21 h22 ' 2k

VH = |v1 - Ukt Il () hyp : JI
0 0 - hisik

Desse modo, o problema é entdo encontrar um y que minimize a fungao:

I7ell = |[VEsam0 — Hesrey || (4.24)
o qual € um problema de minimos quadrados com k + 1 equacdes e k variaveis.

A forma (4.23) da equacédo Ax; = r, apresenta grandes vantagens. A primeira
€ mais obvia é que H é uma matriz de Hessenberg, é consequentemente apresenta
uma grande quantidade de entradas nulas. A segunda, é que o produto Vi 1, é
simplesmente um vetor f = [||7,]],0,0,0,...,0]7, pois o primeiro vetor da base do
espaco K é o vetor unitario na direcao r,, e entdo r, = v,||r,||. Portanto, temos que o

produto V7,7, é dado por:

1ol 1
V£+17”0 = V£+1171||T0|| =[v: vy o Vka]T[vyIngll] = O = |Irolle;; e = 0 (4.25)
0 0

pois as bases sdo ortonormais, ou seja, v;'v=0 quando i#j, ou v;"v; =1

parai =j.

Os métodos mais utilizados entédo para resolver esse tipo de problema sdo o

meétodo dos residuos minimos para uma matriz A simétrica e 0 método dos residuos
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minimos generalizados, para o caso de uma matriz A a qualquer. Em ambos os casos
€ desejavel eliminar as entradas abaixo da diagonal da matriz H, o que é feito

transformando a matriz por rotacéo de Givens.
4441 ROTA(;AO DE GIVENS

A rotacdo de Givens [32] [35] é utilizada em andlise numérica para eliminar
certos coeficientes em matrizes ou vetores, tornando os mesmos nulos. Ela é

representada pela matriz:

r 1 0 0 0
0 c S 0
G(i,j,0) =] : oo :
Lo ... 0 - 0 - 1.

onde ¢ = cosf e s = sin 6. Os elementos ndo nulos da matriz séo:
Ik =1 parak #1,j
gii =€
9jj = ¢

_{—s sej>1i
9it=1ls sej<i

_{s sej>1i
9ij = 1—s sej<i

A matriz G é uma matriz de rotacdo e representa uma simples rotacdo de 6

graus no plano (i,j) no sentido anti-horario.

Para eliminarmos a entrada a;; da matriz, multiplicamos ela por G(i,j,0).
E preciso entdo conhecer 0. Para tal, observe que quando a matriz G multiplica a
matriz A pela esquerda, somente as linhas i e j da matriz A sdo modificadas, além
disso, somente o que ocorre na coluna j é de interesse. Desse modo, para 0 caso

onde j < i, o problema para 6 pode ser resumido na forma:

[ e =1o]
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onde r é dado por r=,/a;;®+a;% 0 qual é a norma do vetor [%; @] .
Para entendermos a definicho de r, considere a analogia com um vetor a de
comprimento r no plano xy. Quando esse vetor é rotacionado seu comprimento, ou
seja, sua norma, ndo € afetada, pois somente sua direcao sofre alteracdo. Considere
entdo que esse vetor tenha sido rotacionado de forma que sua dire¢cao coincida com
um dos eixos coordenados. Deste modo, uma de suas componentes é nula e a outra,
para preservar a norma, deve ser r. E exatamente essa rotagdo que a matriz acima

representa.

Para descobrir 8 basta resolver o sistema. No entanto, ndo ha interesse em @

diretamente, mas somente no seno e cosseno desse angulo. Assim temos:

[ R R Y

S c 1la;j 0 Sajj+Cal'j :O(II)
r
n — ;(cajj —sa;;)=r1
— PR R— 2 —_— ..2 ..2
reajj —rsa;; =r° = a;;° + a;;
uma opc¢ao entao é:

r r

c

Podemos checar em (II) que essa é, de fato, a solugcdo. Considere como

exemplo a matriz abaixo:

1 3 4
A=1-1 2 1
0 0 5

Queremos eliminar o coeficiente a(2,1) da matriz para que a mesma seja uma

matriz diagonal. Para tal, fazemos:

A =GA
r r \/E
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ey D1
N2 W2

c —s O0]I1 3 4 c+s 3c—2s 4c-s
A=|s ¢ O0||-1 2 1|l=|s—c 3s+2c 4s+c \/_
o o 1ullo o0 5 0 0 5 0 0 5\/—

Esse tipo de eliminacao pode ser feita consecutivamente de tal forma que:
A, = Gn G3GzG1A

A vantagem da rotacdo de Givens € que para cada matriz G € necessario
computar quatro entradas, todas as outras sdo de uma matriz identidade. Além disso,
por ser uma matriz de rotagdo ela é uma matriz ortogonal, ou seja, GT = G. Desse

modo, é facil computar A novamente a partir de A"
A=6G,"..6, ,"G,_,"G,"A’

Observe que quando utilizamos rotagéo de Givens para transformar uma matriz
A em uma matriz triangular superior A’, 0 processo equivale ao processo de Gram-

Schimdt, pois:
A=QR=(G,"..6,,"G,_,"6,")A
Q=6G,"..6,,"G,_,"G,” — Ortogonal
R =A" — Triangular Superior
4.4.4.2 METODO DOS MINIMOS RESIDUOS GENERALIZADOS (GMRES).

A ideia basica do método dos minimos residuos [36] é resolver o problema de

minimos quadrados (4.24) a cada iteracdo, onde V'r, é dado por (4.25).
‘ T . T —
miny ||Vii1ro — Herrxy | Viaab = linoll €1ps11
e entdo, de modo mais geral:
min,, ” 7ol €111 Hk+1’ky|| i To = b — Ax,

Com o problema escrito nesse formato, o problema de minimos quadrados da

matriz A € RV*N é substituido pelo problema equivalente com a matriz de Hessenberg

H € R&+Dxk O problema de minimos quadrados pode ser resolvido por qualquer
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algoritmo a sua escolha. No nosso caso utilizaremos mais a frente a decomposi¢ao

QR obtida pelas sucessivas rotacdes de Givens da matriz H.

O algoritmo bésico para o método GMRES pose ser resumido como [32] [34]:

1. Escolher xg;
2. Computarry = b — Ax,

3. Ca|CU|ar V1= rO/”_r ”
0

4. Parak = 1:n

5. Arnoldi para determinar vy, 1 € Hj ;1
6. Minimizar [[IIroll ey, = Hesrd

7. Calcular x;, = V,y

8. Fim do ciclo Para

9. x" = xo+x

O algoritmo acima apresenta, em geral, um bom desempenho, mas também

apresenta algumas desvantagens:

e O tamanho das matrizes V e H aumentam a cada iteracdo, €
consequentemente aumentam a capacidade computacional requerida.

e Depois de algumas iteragdes os vetores v; deixam de ser exatamente

ortogonais devido a erros aritméticas acumulados durante as iteragdes.

Para corrigir esse erro, o algoritmo do método GMRES ¢ reiniciado a cada m
iteracdes. O método é, entdo, chamado de GMRES(m). Valores tipicos de m estao
entre m ~ 10~20. Escolher um valor correto para m, tal que otimize o nimero de
iteracbes e o0s requisitos computacionais utilizados € um grande desafio é
praticamente um problema aparte [37] [38] [39] [40] [41].
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Para o GMRES(m) o algoritmo anterior € levemente modificado [34]:

1. Escolher parametro de reinicio m

2. Escolher x;

3. Parai = 0:n

4. Computar r; = b — Ax;

5. Calcular v, = ri/”n||

6. Parak = 1:m

7. Arnoldi para determinar vy,.1 € Hy,q
8. Minimizar ” (1711 €111 Hk+1,ky||

9. Calcular x;, = V,y

10. Fim ciclo Para

11. X = xo+ X

12. Fim do ciclo Para

A escolha de um valor apropriado para m € muito importante, uma méa escolha
pode levar GMRES(m) a ndo convergir. O numero de iteracdes n € definido por uma
precisao € previamente definida. A condicdo € dada por:

| Ax). — 7ol
lIblI

Da etapa 11 do processo foi definido x;, = x* — x, € também sabemos que o
residuo inicial é dado por r, = b — Ax,. Assim, substituindo na condicé&o:

lA(x™ = x0) = b + Ax,ll
Il

”Ax* — AxO - b + Ax0||
Il

l4x” —bll _ < Il
Il Il
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Assim, quando mais proximo x* estd da solugdo exata, menor é o residuo r* é

mais proximo x* esta de satisfazer a condigéo para €.
4.4.4.3 Fatoracdo QR e minimos quadrados
Usando Gram-Schmidt, podemos fatorar a matriz A na forma A = QR, onde Q
€ uma matriz ortonormal. Deste modo, o problema de minimizar ||Ax — b|| pode ser
substituido por:
lAx — bll = [|QRx — bl|
= (QRAx — b)?> = (QRx — b)T(QRx — b)
=[(QRx)T — bT](QRx — b) = (QRx)TQRx — 2(QRx)"h + bTh
= (Rx)TQTQRx — 2(Rx)"Q"b + b"h = (Rx)TRx — 2(Rx)TQ"b + bTb

somando e subtraindo (Q7b)T QT b, podemos escrever:

lAx — bll = [(Rx)TRx — 2(Rx)TQTb + (Q"H)TQTb] — (Q"H)TQ"b + bTh
= [(Rx)" = (@"h)"](Rx — Q"b) — (Q"H)"Q"b + b"h
= (Rx — Q"b)"(Rx — Q"b) — (Q"H)TQ"b + bTb
= (Rx —Q"b)*> — (Q"b)* + b* = ||[Rx — Q"b|| - [1Q"b|| + |b]|

Assim, o problema de minimizar ||[Ax — b||, € transformado no problema de
minimizar ||[Rx — QTb||, pois somente essa componente depende de x. E facil observar
que quando R é uma matriz de posto cheio, a norma ||[Rx — QTb|| vai ser minima

guando:
Rx—Q"b =0
x=R1QTh

Numericamente ndo héa interesse em inverter R, entao resolvemos:

Rx = Qb (4.26)

Observe que R é uma matriz triangular superior, entdo a equacao pode ser

resolvida por substituicéo regressiva.
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Analogamente, para o problema de minimizacdo de ||||r0|| €lpp1q — Hk+1,k)I||,

podemos escrever:

1701l €1011 = Hicsriy|| = ||~ Hiceriey + 7ol €1 |
fazendo uma equivaléncia com a forma ||Ax — b||, observamos que:

A~— Hk+1,k
|~ Hiceriey + Iroll €y || ~ 1Ax = bl x ~
b ~ ”7'0” elk+1,1

e entdo a forma equivalente de (4.26) para o problema ”—Hkﬂ,ky + |70l 91k+1,1” e
dada por:
Ry = Q"|Inll €141
Pela rotacdo de Givens temos que:
Hk+1,k, =Gy ... G3G,G Hy i
Q" =G, ..G;G,G,
R = Hk+1,kl

substituindo, temos que:

Hip1k'y = (Gr ... G366 Il €1k+11 (4.27)

A matriz Hy,1,' ndo é uma matriz quadrada, mas sim uma matriz retangular e
matrizes retangulares ndo tém posto cheio. Deste modo, o problema de minimizar
(4.27) é transformado em um problema de minimos quadrados, pois ndo ha solugéo

exata.

O método dos minimos quadrados tem como objetivo minimizar o residuo r =
Ax — b quando a matriz A ndo € uma matriz de posto cheio. Mais especificamente,
quando A possui mais linhas do que colunas, ou seja, mais equacdes do que
incognitas. Nesse caso, ndao existe uma solucdo x para todo Ax = b e a solucao

aproximada mais adequada e aquela que minimiza o residuo Ax — b.

Para uma matriz A € R™™ de posto n, onde n > m, podemos computar a

decomposicdo QR, obtendo:

105



R
Apxm = QnxnRpxm = [Qizxm Q;x(n—m)] [0 e ]

(n—-m)xm

— Nl u
Anxm - anmRmxm

Como todas as colunas de A séo independentes, a matriz Q é uma matriz cheia,
pois as colunas de @ s&o obtidas por uma combinacéo linear dessas colunas e, por
serem independentes, ndo ha combinacdo das colunas que resulte no vetor nulo. Por
outro lado, a matriz de zeros de dimensdo R™~™*™ agparece devido a dependéncia
linear entre as linhas da matriz A, observe que n — m € o numero de linhas linearmente

dependentes, o qual coincide com o numero de linhas nulas na matriz R.

A decomposicdo da matriz A nessa forma apresenta duas vantagens.

. . , . . . T
A primeira é que a matriz Q',.,, embora retangular, ainda satisfaz Q,;, Q4m = I pOr
ser uma matriz ortogonal. A segunda é que R%,.., € uma matriz quadrada de posto

cheio e, consequentemente, inversivel.

Podemos agora reescrever, o problema Ax = b, para uma matriz A € R™™ de

posto n, onde n > m, como:
Apmx=Db

l u —
anmRmxmx =b

_ pu 1Al T
X =Rpxm Qnxm b

a qual é a solucao do problema de minimo quadrados. Como anteriormente, ndo ha

numericamente interesse em inverter R, entdo resolvemos:

u — Nl T
Rmxmx - anm b

Para o problema (4.27) da matriz Hy, ', temos que somente a ultima linha é
linearmente dependente, na verdade essa é uma linha de zeros, pois seu Unico

elemento hy,4 , foi eliminado pela rotagcdo de Givens. Assim temos que:

u — !
Rmxm - Hkk

)

Como somente a Ultima linha de Hy,,,’ é eliminada, temos que para Q:,n,

basta eliminar sua ultima coluna, o que sera representado da forma:

Qvlvcm = (G - G3G,G1)||7oll €1k
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Eliminar a dltima linha de e, equivale a eliminar a dltima coluna do produto

QL. e;. Finalmente, a solugéo para a equacao (4.27) é dada por:
Hy,'y = (G ... G3G,G))lIroll ey
0 que é feito por substituicdo regressiva.
4.4.4.4 METODO GMRES PRE-CONDICIONADO

De forma geral, um pré-condicionador P pode ser utilizando tanto multiplicando
a direita, quanto a esquerda da matriz 4 [34]. Até esse momento, foi utilizado somente
o pré-condicionador a esquerda. Quanto ele é a esquerda obtemos a equacéo (4.2),

a qual é dada por:
ka+1 = (P —A)xk +b

Considere a forma exata da equacéo recursiva dada acima. Multiplicando ela

por P~1, obtemos:
x=U—-PA)x+P b

x=x—P 'Ax+P '

P~'Ax = P~1b (4.28)

ou seja, utilizar o pré-condicionador pela esquerda é o mesmo que multiplicar A pela
esquerda e embora b também seja multiplicado, isso ndo ocorre no caso a direita. E

facil observar que para x,, o residuo inicial € dado por:
P_lAXO + o = P_lb
ro == P_l(b - Axo)

e entdo, a nova matriz K;, cujo espaco coluna gera o j-ésimo subespaco Kj, &€ dada

por:
Ki=[r, P'Ar, (P7'A)?r, -+ (P7'A)/"'r]

Definido o novo residuo inicial r,, esse € utilizado para calcular os novos

vetores da base ortogonal da matriz K;. Para resolver o problema de minimizagao

para x; com o pré-condicionador pela esquerda, podemos utilizar o mesmo algoritmo
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descrito anteriormente para o0 caso sem um pré-condicionador. No entanto, as

matrizes Q e H serdo diferentes, pois K; ndo € o mesmo.

No caso da utilizacdo de um pré-condicionador a direita de x;, podemos
escrever analoga a equacéo (4.28), a relacéo:
I

AP 'Px =D

O problema linear a ser resolvido para a variavel x, € substituido por um

problema para a variavel z, tal que:
AP 'z =b; z = Px

€ possivel observar que utilizar o pré-condicionador pela direita € o0 mesmo que
multiplicar A pela direita. Para um pré-condicionador a direita, o residuo inicial é o
mesmo do caso sem um pré-condicionador, pois o lado direito da equacdo néo foi

alterado. A nova matriz K; € dada por:
K] = [TO AP_IT'O (AP_l)ZT'O oo (AP_I)j_er]

O residuo inicial ry, € utilizado para calcular os novos vetores da base ortogonal

da matriz K;. Para resolver o problema de minimizacdo para x;, com o pre-

condicionador pela direita, podemos utilizar o mesmo algoritmo descrito anteriormente
para o caso sem um pré-condicionador. Mas é necessario fazer uma Unica mudanca,
pois dessa vez o problema é resolvido para z. Assim, na Ultima etapa x* deve ser

definido como:
x*=xy+x; x=P 1z
x*=xqo+ P lz; z=V,y
x*=x9+ P7V,y

Uma possivel opcdo a ser utilizada como pré-condicionador, no caso de
matrizes aproximadas pelo método ACA, € uma aproximacdo ACA de menor posto

dessa mesma matriz.
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5 DESEMPENHO DOS METODOS ITERATIVOS

Nessa secdo, o desempenho dos diferentes métodos iterativos para a
resolucdo do problema Ax = b, discutidos anteriormente, sdo avaliados. Foram
considerados principalmente na avaliagdo, o tempo de execu¢ao e o uso de memoria.
Além desses, foram também computados o nimero de iteracdes até a convergéncia

de x e o comportamento do erro, dado pelo residuo relativo, definido por:

_llAx, — ol

Erro = 51
15 ®-D

Os diferentes algoritmos foram construidos na linguagem MATLAB (.m) e estédo
disponiveis nos anexos | a VII. Na comparacédo dos diferentes métodos, foi utilizado
um mesmo problema de conducéo de calor, avaliado repetidamente com diferentes

malhas. O problema é dado por uma placa quadrada de lado 1m, e condutividade

térmica k = 1% isolada nas laterais superior e inferior e com temperatura 0K e 1K
nas laterais, esquerda e direita respectivamente (Figura 27).

12

1

08
06
T=0 T=1

0.4

02

0

02 . . L L . . .
0.2 0 02 0.4 06 08 1 12

Figura 27 - Problema de condugéo de calor analisado pelos métodos iterativos.

Esse problema foi escolhido por duas razfes principais. Em primeiro lugar, a
solucéo exata desse problema é conhecida, e entéo, € possivel facilmente comparar
a solucédo exata com a obtida pelo método iterativo. Isso foi utilizado para validar a
solucédo obtida pelos algoritmos escritos para os diferentes métodos. Finalmente, por
ser uma geometria simples, ndo é preciso ler o arquivo da malha quando é utilizado o
método Multigrid. Uma vez que é conhecido o processo de construcdo da malha,
podemos escrever de forma direta uma formula para a matriz de interpolacdo T e para

a matriz de restricéo R.
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A matriz A e o vetor b do problema de conducéo de calor foram obtidos por um
programa que utiliza o método de elementos de contorno para discretrizar o problema.
A rotina de programacgdo, ndo incluido nesse trabalho, utiliza elementos lineares
continuos e foi utilizado para gerar as matrizes G e H e montar a matriz A e o vetor b.

Ja a resolucédo do problema Ax = b, foi feita pelas as rotinas nos anexos | a VI

A solucédo analitica do problema da Figura 27 € obtida considerando as
condicdes de contorno T(0) =0 e T(1) =1 e a equacao de Laplace. Deste modo,
temos:

B d?T (x) B

V2T
dx

0

O problema é funcédo de x somente, pois a geometria € simétrica e constante
em relacdo a y e a condi¢cdo de isolamento das paredes permite fluxo de calor somente
na direcdo x. Assim, sé ha variacdo da temperatura nessa direcdo. Agora, Integrando

a equacao duas vezes, obtemos:
x=ax+b

e das condi¢des de contorno, mostramos que:

e entdo, a solugéo e dada por:

T(x)=x

Distribuicao de temperatura

0.9
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F o7
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02 0 02 0.4 06 08 1 12

Figura 28- Solucéo do problema de conducéo de calor da Figura 27.
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5.1 COMPARACAO ENTRE OS METODOS ESTACIONARIOS

O problema de conducéo de calor da Figura 27 foi analisado para onze malhas

diferentes, cada uma com uma quantidade diferente de nos.

Tabela 1 - Numero de nos das diferentes malhas.

Vil NUumero Y Numero
de Noés de NoOs

1 4 6 128

2 8 7 256

3 16 8 512

4 32 9 1024

5 64 10 2048

11 4096

Essa quantidade de nds foi escolhida devido a formulagéo adotada no método

Multigrid, a sua razdo seré explicada mais adiante.

5.1.1 O FATOR w DO METODO DE JACOBI PONDERADO

Para que ocorra uma rapida convergéncia de x no método de Jacobi
ponderado, € importante conhecer o fator w apropriado, onde 0 < w < 1. Para o
problema da Figura 27, o fator w que minimiza o niumero de iteracbes para as
diferentes malhas (Tabela 4) foi obtido observando o nimero de iteracées necessarias
para atingir um erro maximo permitido, definido por (5.1), de 10~°, variando w entre
0 < w < 1. Assim, o fator w escolhido foi aquele que resultou no menor numero de
iteracdes para convergéncia. O numero de iteracdes k foi delimitado a um maximo de
k = 1000.

111



Tabela 2 - Fator w que minimiza o nimero de iteragcdes k no método Jacobi Ponderado e sua faixa de

convergéncia.

Malha w k Malha w k
1 0,66 3 6 0,19 (0,04 > w = 0,20) | 249

2 0,85 — 0,86 25 7 0,10 (0,04 > w > 0,11) | 489
3 0,69 — 0,70 (w = 0,82) | 41 8 0,06* 867
4 0,49 (0,03 > w > 0,55) | 70 9 *% ~

5 0,31 (0,04 > w = 0,34) | 129 10 o ~
11 ** ~

Para o intervalo de w entre paréntesis ndo ha convergéncia.

* Converge somente para esse valor de o

** O método diverge.

Da Tabela 4 é possivel observar que quanto maior o numero de nés, e

consequentemente a matriz, menores sdo os valores de w que otimizam o processo

iterativo e menor € o intervalo onde h&a convergéncia. Para matrizes grandes, o nimero

de iteracBes € muito elevado e a convergéncia de x € extremamente dependente do

fator w, 0 que torna o método de Jacobi ponderado néo indicado a matrizes de larga

escala. Da Tabela 4, podemos notar também que somente as malhas 1 e 2 ndo tém

um limite superior de w para convergéncia. No entanto, quando w =1, temos o

método de Jacobi. Assim, temos que o método de Jacobi sé converge para as malhas

1le?2.

A Figura 29 mostra o comportamento do nimero de iteracdes para diferentes

valores de w para o problema discretizado pela malha 4. Foi considerado um erro

maximo permitido de 0,015. Para valores de w > 0,55 ndo ha convergéncia.
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w=0,1
—=—w=0,2
—H—w=0,3
——w=04
—~—w=0,5

Erro

2I5 3I[) 1;5 4‘0
Numero de lteragdes

Figura 29 - NUumero de iteracdes para a malha 4 para diferentes fatores w no método Jacobi
ponderado.

Foi considerado um erro de 0.015, pois o decaimento do erro apds certo
intervalo de iteracfes é extremamente lento. Observe pela Figura 29 que para w =
0,5 o erro foi reduzido de 1 para 0,015 nas primeiras 23 iteracfes. Agora, é necessario
no minimo mais 47 iteragdes para reduzir o erro a 107%, pois o nimero minimo de
iteracfes de acordo com a Tabela 4 € 70 para w = 0,49. Deste modo, se 0 erro
maximo permitido fosse de 107°, todo o grafico acima seria deslocado para a
esquerda, e ndo seria possivel observar com clareza o efeito de w sobre o niUmero de

iteracoes.

5.1.2 O FATOR w DO METODO SUPER-RELAXACAO SUCESSIVA (SOR)

O mesmo feito anteriormente no método de Jacobi ponderado para a obtengéo
do fator w que minimiza o numero de iteracdes foi também feito para 0 método SOR

(Tabela 5). Onde w varia no intervalo entre 1 < w < 2.
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Tabela 3 - Fator w que minimiza o nimero de itera¢cdes k no método SOR.

Malha w k Malha w k
1 1,04 6 6 1,05 — 1,09 | 43

2 1,06 — 1,19 | 11 7 1,01 — 1,04 | 60
3 1,03 — 1,13 | 16 8 1,00 — 1,05 | 88

4 1.00 — 1.09 | 22 9 1,24 — 1,28 | 120
5 1,03 — 1,10 | 31 10 1,30 — 1,35 | 149
11 1,35 — 1,37 | 179

Quando a matriz é pequena, ndo ha grandes diferencas do resultado obtido
guando comparado com o método de Jacobi ponderado. No entanto, quando a matriz
é de larga escala, ha diferenca significativas no nimero de iteracdes. Além do fato de
que, no método SOR, a convergéncia € sempre observada, independentemente do

valor de w.

Quando a matriz é pequena observamos que w = 1, 0 que equivale ao método
de Gauss-Seidel, assim ndo é necessério utilizar o método SOR quando a matriz é
pequena. E possivel observar que quanto maior o nimero de nos, e
consequentemente a matriz, maior sdo os valores de w que otimizam 0 processo
iterativo. Além disso, a faixa de valores de w que minimizam o nimero de iteracdes é

maior do que a observada no caso de Jacobi ponderado.

O comportamento do numero de iteracdes para diferentes valores de w para o
problema discretizado pela malha 4, pode ser observado na Figura 30, onde foi

considerado um erro maximo permitido de 0,015.
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Figura 30 - NUumero de iteracdes para a malha 4 para diferentes fatores w no método SOR.

5.1.3 COMPARACAO ENTRE OS METODOS ESTACIONARIOS

Nos algoritmos dos métodos estacionarios ndo ha grande diferencas de um
método para o outro, a Unica mudanca € o pré-condicionador. Deste modo, apenas
uma unica rotina de programacao (Anexo I) foi escrita para os quatro métodos: Jacobi,

Jacobi ponderado, Gauss-Seidel e SOR.

Essa rotina foi utilizada para avaliar a performance dos diferentes métodos em
resolver o problema Ax = b para as diferentes malhas. Foi contabilizado o tempo de
execucdo, a quantidade de memoria utilizada e o numero de iteracdes até a
convergéncia. Nos métodos de Jacobi ponderado e SOR, foram utilizados os valores

de w obtidos nas tabelas 4 e 5, respectivamente.

A avaliacdo do tempo e da memoria requerida pelo algoritmo foi feita utilizando
a ferramenta profile, essa é uma ferramenta interna do software MATLAB®, a qual
permite avaliar o tempo de execucdo e a memoria utilizada por um cédigo (.m)
qualquer. Por padréao, a funcédo para rastreamento do uso da memoria se encontra
desabilitada. Para habilitar a mesma, € necessario inserir na tela de comando:
profile -memory. A interface da ferramenta profile pode ser aberta clicando em seu

icone no menu superior, ou escrevendo na tela de comando: profile viewer.
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Foi utilizada a versdo R2015a do software MATLAB® em um computador com

especificacoes:

e Sistema Operacional: Windows 8.1

e Tipo de Sistema: 64-bit

e Processador: Intel® Core™ i7-4510U CPU @ 2.00GHz 2.60GHz
e Memodria Instalada: 16.0 GB (15.9 Utilizavel)

O resultado para os diferentes métodos estaticos e malhas, pode ser observado

nas tabelas a sequir.

Tabela 4 - Tempo de execucao e uso da memdria para as Malhas 1 e 2.

Malha k t(s) Memoria (kB)

Jacobi 21 10,017 52
Jacobi ponderado 1 3 10,015 64
Gauss-Seidel 8 |0,014 64
SOR 6 10,014 52
Jacobi 68 | 0,014 104
Jacobi ponderado 2 25 10,015 80
Gauss-Seidel 12 | 0,015 72
SOR 11 10,014 60

A partir da malha 2, como ja dito anteriormente, ndo € observado convergéncia
de x para o método de Jacobi, pois para qualquer malha, com excecéo das duas
primeiras, 0 método rapidamente diverge. Assim, as tabelas a seguir ndo apresentam

mais esse método.
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Tabela 5 - Tempo de execucéo e uso da memdria para as Malhas 3 a 8.

Malha k t(s) Memédria (kB)

Jacobi Ponderado 41 10,015 92
Gauss-Seidel 3 17 10,014 88
SOR 16 | 0,016 64
Jacobi Ponderado 70 | 0,016 124
Gauss-Seidel 4 22 | 0,015 116
SOR 22 10,015 136
Jacobi Ponderado 129 | 0,017 136
Gauss-Seidel 5 32 10,017 124
SOR 31 ]0,020 156
Jacobi Ponderado 2491 0,021 204
Gauss-Seidel 6 46 | 0,016 144
SOR 43 10,020 136
Jacobi Ponderado 4891 0,026 520
Gauss-Seidel 7 62 | 0,020 120
SOR 60 10,016 140
Jacobi Ponderado 867 | 0,154 8224
Gauss-Seidel 8 88 | 0,028 8220
SOR 88 | 0,027 8220

A partir da malha 8 ndo € observado convergéncia de x para o método de
Jacobi ponderado. Como anteriormente, para o método de Jacobi, o método

rapidamente diverge. Deste modo, a Tabela a seguir ndo apresenta esse método.
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Tabela 6 - Tempo de execugao e uso da memoéria para as Malhas 9 a 11.

Malha k t(s) Memédria (kB)

Gauss-Seidel 9 1331 0,204 35440
SOR 120 | 0,187 32856
Gauss-Seidel 10 200 | 1,058 135912
SOR 149 | 0,896 131284
Gauss-Seidel 1 1 301 | 6,709 525304
SOR 179 | 4,685 525268

Para as malhas de 1 a 7 foi observada grande flutuacéo nos valores do tempo
de execucdo e de uso da memoria, provavelmente devido a influéncia de tarefas
secundérias executadas pelo software. Por outro lado, para os problemas maiores,
das malhas 8 a 11, foi observada somente uma pequena variagéo desses parametros.
Na verdade, em valores absolutos, a variacao foi praticamente a mesma, mas como
as malhas maiores requerem maior tempo de execucdo e memoria, essa variacao de

forma relativa é muito menor.

No software MATLAB® néo existe uma ferramenta que mega com precisao a
memodria utilizada para a execucao de um programa. Assim, os valores obtidos nas
tabelas 6 a 8 e também os das proximas tabelas, ndo sdo precisos, mas servem como

bons indicadores.

Entre as conclusGes que podemos retirar dos dados das Tabelas 6 a 8 esta o
fato de que para matrizes de larga escala, nao é possivel utilizar os métodos de Jacobi
e Jacobi ponderado, pois 0s mesmos ndo apresentam convergéncia. Podemos
observar também, que entre os métodos estaciondrios, o que apresenta melhor
desempenho para matriz grandes € o método SOR. No entanto, ha a inconveniéncia
de ser necessario conhecer o valor w previamente. Deste modo, outra op¢do € o
meétodo de Gauss-Seidel, o qual também apresenta convergéncia, mas que requer um
maior numero de iteracdes e, portanto, um maior tempo de execucdo. De qualquer
forma, quando a matriz a ser resolvida é ainda maior, ambos 0s métodos se tornam

caros devido ao grande numero de iteracfes até a obtencdo da convergéncia. Dai, a
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necessidade de métodos diferentes, tais como o método Multigrid, o método do

gradiente conjugado e o método dos minimos residuos.

5.2 CICLOVE W DO METODO MULTIGRID

O numero de noés para cada malha da Tabela 3 foi escolhida com o intuito de
facilitar a obtencéo da matriz de interpolacéo T e da matriz de restricdo R do método
Multigrid. Nesse método, quando sao utilizados espacamentos entre os nés multiplos
de dois, tais como h, 2h, 4h, ..., 2"h , 0 nUmero de nds € reduzido pela metade a cada
iteracdo. Como consequéncia, qualquer malha com um nimero impar de nés precisa
primeiro ser reduzida a uma malha com um numero par de nés. Outro problema € que,
mesmo para uma malha com um namero par de nés, essa depois de reduzida, pode
apresentar um numero impar de nés, como por exemplo, uma malha com 10 nés apos
reduzida apresenta 5 nés. Além disso, mesmo para malhas com um namero par de
nos, a geometria da malha resultante da aplicacdo da matriz de restricdo R pode

representar a geometria original de forma deficiente (Figura 31).

. L 3
2h 4h
- ¢ —) 4 ¢ —
" »
16 Nés 8 Nos 4 Nés
-
2h 4h
_— e |
-» 3
12 Nés 6 Noés 3 Nés

Figura 31 - Efeito da aplicagdo de uma mesma matriz R a uma mesma geometria discretizada por
guantidades diferentes de elementos.

Assim, sdo necessarias diferentes matrizes T e R, dependendo da quantidade
de ndés e da geometria. No entanto, quando a geometria € quadrada e sao escolhidas
malhas com 2™ nds, como as da Tabela 3, nenhum desses problemas é observado,
pois cada redugdo é um multiplo de 2. Deste modo, é possivel utilizar somente uma

matriz de interpolacdo T e uma matriz de restricao R.
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A rotina de programacao para a aplicacao do método Multigrid (Anexo II) utiliza
uma matriz T que representa uma interpolacgéo linear entre os nés e uma matriz R do
tipo completamente ponderada. Foram utilizadas cinco iteracdes para resolver cada
matriz A,k,, onde k = 1,2,...n, feitas com o método de Gauss-Seidel. O programa
computa o ciclo V e W do método do Multigrid e retorna o valor de x e o erro (eq. 5.1)
depois do processo. O resultado para o tempo de execucao e uso da memoria, assim

como o erro, pode ser observado na Tabela 9.

Para a obtencdo de um erro menor, a primeira op¢ao €, naturalmente, aumentar
0 numero de iteracdes feito pelo método estacionario logo ap6s cada restricdo e
interpolagdo da malha. No entanto, isso deve ser feito com cautela, pois em certos
casos pode ser observador um comportamento divergente do erro com o aumento das

iteracOes (Figura 32).

25

20

18

Erro

10

D 1 1 1
1 2 3 4 g B 7

Numero de lteractes por Gauss—Seidel

Figura 32 - Comportamento divergente do erro no ciclo V do método Mutigrid para a malha 10.
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Tabela 7 - Tempo de execuc¢éo e uso da memoaria para o método Multigrid

Malha Erro t(s) Memoria (kB)

Ciclo Vv 2 9,40e — 06 | 0,019 60
Ciclo W * * *
Ciclo V 3 9,88e — 05 | 0,021 52
Ciclo W 9,88¢ — 05 | 0,021 64
Ciclo Vv 4 4,06e — 04 | 0,012 64
Ciclo W 4,06e — 04 | 0,014 88
Ciclo V 5 1,30e — 03 | 0,014 80
Ciclow 1,30e — 03 | 0,016 92
Ciclo Vv 6 2,60e — 03 | 0,015 96
Ciclo W 2,90e — 03 | 0,028 96
Ciclo V 7 6,90e — 03 | 0,012 104
Ciclow 4,30e — 03 | 0,063 116
Ciclo V 8 4,19¢ — 02 | 0,049 5708
Ciclo W 4,90e — 03 | 0,140 5724
Ciclo Vv 9 0,96 0,170 37544
Ciclow 5,70e — 03 | 0,353 42636
Ciclo Vv 10 7,55 0,683 149408
Ciclow 7,10e — 03 | 0,514 207436
Ciclo Vv 11 13,33 3,398 621096
Ciclow 8,70e — 03 | 5,712 907213
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A malha 1 ndo é apresentada na Tabela 9 pois ela € a menor malha possivel,
ndo podendo ser reduzida. Ja a malha dois ndo apresenta o ciclo W, pois essa pode
ser reduzida somente uma Unica vez e, consequentemente, o ciclo W ndo pode ser
implementado. Podemos observar da Tabela 9 que quando a matriz € pequena, nao
ha grande diferenca em utilizar um ciclo ou o outro. No entanto, para matrizes maiores
o ciclo V diverge e a Unica opg¢éo é o ciclo W, que embora apresente um erro pequeno,
requer uma quantidade bem maior de memoria e tempo para ser executado. Deste
modo, os ciclos V e W do método Multigrid ndo sdo a melhor opcédo para resolver o

problema apresentado na Figura 27, quando a matriz € muito grande.

Embora os métodos iterativos de Gauss-Seidel e SOR, requeiram uma grande
guantidade de iteracbes e consequentemente um maior tempo de execucgdo, a
memo©ria utilizada por esses métodos para resolver os problemas das malhas 9 a 11
foi bem menor que a observada no ciclo W do método Multigrid. Assim, é preciso
encontrar outra opgao que apresente convergéncia para um pequeno numero de
iteracOes, reduzindo o tempo de execucdo, e que utilize menos memodria que o

processo Multigrid. Cabe aos métodos baseados nos espacos de Krylov essa tarefa.

5.3 COMPARACAO ENTRE OS METODOS CG E GMRES

O método do Gradiente Conjugado foi criado para matrizes quadradas
simétricas. Para utilizar o mesmo em problemas que resultam em matrizes néo
simétricas, como a que surge da aplicacdo do método de elementos de contorno ao
problema da Figura 27, é necessario transformar o problema Ax = b para uma matriz
A qualquer, em um problema para uma matriz A’ simétrica. Isso é feito multiplicando

a equacao por AT pela esquerda. Observe que:
AT = (ATAT=ATA=4A
ou seja, A’ = ATA é uma matriz simétrica. O problema a ser resolvido e entdo dado
por:
ATAx = ATb
Ax=1Db'
No entanto, essa mudanca € extremamente cara quando a matriz A € uma

matriz cheia e de larga escala, pois a multiplicagcdo da matriz com ela mesma, como

ja dito anteriormente, apresenta complexidade O(N3®) o que pode tornar essa
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operacéo inviavel, consumindo mais tempo e memadria do que a utilizada na execuc¢ao

do préprio método CG.

Por outro lado, para o0 método dos minimos residuos generalizados, néo €&
necessario computar o produto AT A, pois o método foi desenvolvido para qualquer
tipo de matriz. No entanto, o método GMRES envolve o calculo direto das bases dos
espacos de Krylov, assim como a decomposicdo QR da matriz H e também a
resolucdo de um problema de minimos quadrados. Deste modo, seu algoritmo

apresenta naturalmente uma maior complexidade que o algoritmo para o método CG.

O programa para a execucdo do método CG (Anexo III) apresenta o produto
AT A, pois a matriz A, resultante da aplicacdo do método de contorno ao problema da
Figura 27, é uma matriz assimétrica. O programa para o método GMRES é encontrado
no anexo IV. Igualmente ao que foi feito para os métodos estacionarios, para o método
CG e GMRES foram computados o numero de iteracdes necessarias para atingir um
erro maximo permitido, definido por (5.1), de 107® com o nUmero de iteracdes k

limitado a um maximo de k = 1000. O resultado pode ser observado na Tabela 10.
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Tabela 8 - Tempo de execucéo e uso da memoria para os métodos CG e GMRES.

Malha k t(s) Memoria (kB)

CG 11020 *
GMRES 1 11 0,12 *
CG 51 0,20 *
GMRES 2 51 0,13 *
CG 8| 0,21 *
GMRES 3 91 0,15 *
CG 16| 0,21 *
GMRES 4 131 0,14 *
CG 33| 0,21 28
GMRES 5 16| 0,14 26
CG 52| 0,24 60
GMRES 6 22| 0,19 32
CG 69 | 0,023 516
GMRES 7 281 0,029 28
CG 5710,029 2056
GMRES 8 341 0,038 52
CG 401 0,083 8212
GMRES 9 3910,118 324
CG 3810,388 32776
GMRES 10 441 0,276 2564
CG 291 1,968 131272
GMRES 11 47 10,871 12032

*Nao foi obtida leitura de uso da meméria.

Na Tabela anterior, a ferramenta profile do software MATLAB® n&o acusou uso
de memaria para as malhas de 1 a 4, mas como dito anteriormente, os valores obtidos

na Tabela 10 ndo sdo precisos, mas servem como bons indicadores.
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Da Tabela 10, ¢ nitida a influéncia do produto A4 para o método CG quando
a matriz A tem grandes dimensdes, pois para as malhas 8 a 11 ha uma grande
diferenca de tempo de execucdo e uso da memoria entre os dois métodos. Deste
modo, métodos que dao origem a matrizes de larga escala ndo simétricas, como o
MEC, devem ter suas matrizes resolvidas pelo método GMRES, pois o produto

AT A inviabiliza a utilizacdo do método CG.

Mesmo computando o produto ATA, o método CG apresentou melhor
desempenho tanto em tempo de execugdo, como em uso da memoéria, do que 0s
meétodos estacionarios e os ciclos V e W do método Multigrid. Assim, fica claro, que
dentre as opcdes descritas nesse trabalho, a que apresenta melhor desempenho na

resolucdo de matrizes ndo simétricas é o método GMRES.
5.3.1.1 GMRES COM PRE-CONDICIONADORES E GMRES(m)

O método GMRES, embora apresente um bom desempenho, ainda apresenta
algumas limitacdes. Como ja dito anteriormente, as matrizes V e H aumentam a cada
iteracao, requerendo a cada itera¢do, uma quantidade maior de memdaria. Para corrigir
em parte esse problema é utilizado o GMRES(m) (Anexo V), que reinicia 0 processo,

ou seja as matrizes Q e H, a cada m iteragdes.

Além da reducédo do uso de memoria, € possivel reduzir também o nimero de
iteracOes até a convergéncia, para tal utilizando um pré-condicionador. O uso dessas

duas ferramentas pode tornar o método GMRES mais eficiente.

O efeito do método GMRES(m), assim como o efeito do uso de um pré-
condicionador para o método GMRES, tanto pela esquerda (Anexo VI), quanto pela
direita (Anexo VII), podem ser vistos na Tabela 11. Nesse caso, foi utilizado como
parametro de recomeco m = 20 e o pré-condicionador selecionado € o mesmo

utilizado no método de Gauss-Seidel, a parte triangular inferior da matriz A.
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Tabela 9 - Efeito do método GMRES(m) e do uso de um pré-condicionador

Malha Kk t(s) Membria (kB)

GMRES(m) 64 | 0148 100
GMRES Pré-esq. | © | 8 | 0249 | 24636
GMRES Pré-dir. 7 | 0301 | 24668

GMRES(m) 90 | 0,465 128
GMRES Pré-esq. | 1O | 8 | 1589 98508
GMRES Pré-dir. 7 | 1874 | 98568

GMRES(m) 109 | 1,807 5156
GMRES Pré-esq. | 11 | 8 |13558] 393940
GMRES Pré-dir. 7 |13,633| 406304

Quando comparado com o método GMRES (Tabela 10), podemos observar da
Tabela 11, que o uso do método GMRES(m) diminui o requerimento do uso de
memodéria. No entanto, devido ao aumento do nimero de itera¢des, ha um aumento no
tempo de execucdo. J4 a utilizacdo de um pré-condicionador no método GMRES
diminui consideravelmente o nimero de iteracfes até para convergéncia, mas eleva
consideravelmente a memdéria utilizada. Isso ocorre, pois o0 espaco de Krylov é
modificado e a obteng&o dos novos vetores da base envolve o produto da matriz
inversa do pré-condicionador P~1 com a matriz A. Podemos notar também que,
embora o pré-condicionador pela direita tenha convergido mais rapidamente, o pela

esquerda consumiu menos memaoria e tempo.

Dos meétodos demonstrados nesse trabalho, o método GMRES aparece como
0 mais indicado para a resolucéao de problemas advindos da utilizagcdo do método dos
elementos de contorno. A utilizacdo do método GMRES(m) é ideal para a resolucdo
de matrizes de larga escala quando a capacidade computacional € reduzida, ou o
problema extremamente grande. A utilizagdo de um pré-condicionador dever ser feita
com cautela, uma opg&o para ndo computar a inversa P~! é resolver o produto entre

P~1 e A iterativamente.
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6 IMPLEMENTACAO

6.1 PROBLEMA MODELO

Durante todo esse capitulo um Unico problema de conducdo de calor sera
analisado. Isso é feito com o intuito de facilitar a compreenséo e analise do método

ACA. O problema € o mesmo dado no capitulo 5, dado por uma placa quadrada de

lado 1m, e condutividade térmica k = 1 % isolada nas laterais superior e inferior, com

temperatura 0K e 1K nas laterais, esquerda e direita, respectivamente (Figura 33).
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Figura 33 - Problema de conducéo de calor analisado.

Além das razbes ja discutidas anteriormente, o problema foi escolhido por
decorréncia da sua geometria simples, que neste caso, qual facilita a observagao dos
parametros e resultados intermediarios obtidos durante a aplicacdo do método ACA.

Para a solucionar o problema pelo método BEM, o mesmo sera discretizado
por uma malha com 44 nds, ou seja 11 nos por aresta (Figura 34), essa quantidade
foi escolhida pois € pequena o suficiente para possibilitar a observacéo dos resultados
com facilidade e grande o bastante para resultar em um arvore binaria e uma

guantidade de clusters suficiente para uma melhor anélise.

O problema sera resolvido utilizando elementos de contorno constantes [17],
nesse caso a geometria do problema é aproximada por segmentos de retas com um
anico no presente no meio de cada elemento, esse tipo € caracterizado por apresentar
temperatura e fluxo constantes ao longo do elemento. Ele foi escolhido pois permite o

calculo das componentes das matrizes G e H de forma analitica, eliminando o uso de
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integrais numericas, o que pode exigir uma grande quantidade de tempo. Isso permite
avaliar o método ACA com maior precisdo, uma vez que a maior parte do tempo

observado na execuc¢do da rotina corresponde agora a aplicacdo do método.
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Figura 34 - N6s da malha, onde nos nés vermelhos a temperatura e conhecida e nos nés azuis o
fluxo de calor e conhecido.

6.2 LINGUAGEM DE PROGRAMAGCAO JULIA

Nesse capitulo todos as rotinas sdo apresentadas na linguagem de
programacao Julia, escolha feita pois além de sua boa performance, sua grafia se
assemelha bastante a observada no Matlab®, linguagem na qual a grande maioria
dos trabalhos anteriores foram feitos. Todos os codigos utilizados neste capitulo sao
um resultado de um esforco coletivos do grupo de mecéanica dos solidos e do Grupo
de Dinamica de Sistemas (GDS) da UnB voltados para o métodos BEM e ACA.

Julia [42] é uma linguagem de programacdo de alto nivel, esse tipo de
linguagem apresenta uma forte abstracdo da linguagem computacional, aproximando
essa da linguagem natural, ou seja, humana. Julia € uma linguagem dinamica de
grande performance para simulacdo numérica, ela providencia um compilador
sofisticado, com execucao paralela distribuida, o que reduz o tempo necessario de
compilagdo fazendo uso simultdneo de varios recursos computacionais. Além disso,
ela apresenta grande acuracia numeérica e uma biblioteca matematica extensa, assim
como uma crescente numero de pacotes externos criados diariamente pela
comunidade. Julia também possui uma poderosa interface grafica baseada em
navegadores de internet, o [Julia, que combina capacidade de compilacéo, criacdo de
textos e grande capacidade grafica.
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Julia apresenta uma boa performance, capaz de se aproximar e em alguns casos
se equiparar a linguagem C. Além da capacidade de processar codigos em Python, C
e Fortran através da utilizacdo de pacotes especificos. Uma de suas grandes
vantagens €é ser uma linguagem de programacédo licenciado pelo MIT
(Massachusetts Institute of Technology), o qual trabalha com uma politica de

linguagem gratuita e codigo aberto.

A tabela a seguir apresenta o tempo relativo, em relacéo ao tempo obtido quando
executado em C, levados por certas rotinas em diferentes linguagens de programacao
para serem executadas. E importante saber que essas rotinas ndo foram
implementadas para atingir a performance maxima, elas foram criadas com a intencao
de testar a capacidade de compilacdo de cada linguagem, testando algoritmos
especificos em cada uma delas, tais como a andlise de matrizes, ordenacdes, loops

numeéricos, geracdes de numeros aleatdérios e operacdes matriciais.

Tabela 10 - Tempo de execucéo relativo, observados em diferentes linguagens de programacao [42].

] _ Mathe-
C Julia | Fortran Java Matlab | Python .

matica

8¢ 1 06 8.5 |18 R 6
0.6.0 | gce 4.0.5 | 1.0.0_14 . i 3.4. 11.1.1
4.8.5 2017a

iteration_mandelbrot |[1.88 2.6e3 2.98 2.36 5.81 11.32 5.48
iteration_pi_ sum 1.8e 8.85 1.88 @.91 8.85 17.11 1.31
recursion_fibonacci 1.80 1.67 2.52 1.53 18.48 89.82 126.56
recursion_guicksort 1.8e 8.93 1.38 2.54 3.85 36.74 44.57
parse_integers 1.80 1.36 5.43 3.77 244,33 19.87 14.79
print_to_file 1.80 B8.67 3.49 6.88 117.46 1.41 62.95
matrix_statistics 1.00 1.88 1.99 5.97 18.71 16.35 7.86
matrix_multiply 1.86 8.95 1.24 8.66 1.14 1.14 1.16

6.3 MATRIZES HIERARQUICAS

O primeiro passo no processo de implementacdo do método ACA € construir
as matrizes hierarquicas, também chamadas matrizes-H. Para tal, sdo necessario
trés processos distintos: particionar os dados em diferentes blocos, organizar esses
blocos de forma hierarquica e por fim, avaliar e agrupar esses blocos de acordo com

a condi¢cao de admissibilidade.

6.3.1 PARTICIONAMENTO DOS DADOS

No problema utilizado como modelo, os dados a serem particionados

correspondem aos nés da malha, esse processo ¢ feito pela rotina a seguir.
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Todas as rotinas apresentadas durante esse capitulo sdo também fornecidas

em anexo com maiores comentarios.

Rotina 1 (R1) - Funcao divnode(X, t), responsavel por realizar a biparticdo dos dados.

1 function divnode (X, t)

2 n = length(t)

3 x = X[t,:]

4 c = mean(x, 1)

5 COVX = COV(X)

6 eig valx,eig vecx = elg(covx)

7 ref = eig vecx[:,indmax(eig valx)]

8 attcond = zeros(n)

9 for i=l:n

10 attcond[i] = (x.-c) [i,:]"'*ref
11 end

12 x1l=t[attcond.>=0]

13 x2=t [attcond.<0]

14 diam = 2*maximum (sgrt. (((x.-c).*(x.-c)) [:,1]+((x.-c).*(x.-c))[:,2]))
15 return x1,x2,diam,c

16 | end

Essa rotina de programacéao utiliza como dados de entrada a matrizes X com o
par coordenado (x,y) de cada n6 da malha e um vetor t com 0s niumeros dos nos a
serem divididos. Ela implementa a andlise PCA, obtendo os autovalores e autovetores
da matriz de covariancia (R1, 11.5-7) e repartindo os dados a partir da condicéo
(x —x)v(é;) > 0 (R1,1.9). Os n6s que atendem a condi¢do sdo salvos em x1 e 0s que
ndo atendem em x2, formando dois blocos disjuntos de nos (R1, 11.12-13). Ao final é
ainda calculado o diametro do bloco, antes desse ser dividido, o qual sera usado
posteriormente para avaliar a condicdo de admissibilidade dos blocos. Por fim, a rotina
retorna os dois novos blocos x1 e x2, o diametro diam e a posi¢cado do centro ¢ do

bloco, esses dois ultimos antes desse ser repartido.

A primeira divisdo dos nos do problema modelo (Figura 35) resulta em
x1=1:6,28:44 e x2 = 7:27, ou seja, 23 n6s em um bloco e 21 no outro, além de
diam (1) = 1.3514 e ¢(1) = (0.5,0.5).

A simplicidade do problema torna possivel avaliar os resultados obtidos.
Observe que qualquer quadrado com canto inferior esquerdo no ponto (0,0) tem

L L e . .
centro em (E’E)’ onde L é o comprimento de sua aresta, ou seja, um quadrado de

lado 1m tera seu centro em (0.5,0.5), assim como observado em ¢(1). Para um
guadrado, também temos que a maior distancia entre dois pontos pertencentes a sua

aresta é a diagonal entre dois de seus vértices, que para um quadrado de lado 1m é
igual av/2 = 1.4142. No entanto, o quadrado do problema néo apresenta nds em seus
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vértices, assim a maior distancia entre dois nés deve ser um pouco menor, neste caso
diam (1) = 1.3514. Por ultimo, para uma malha quadrada alinhada com os eixos
coordenados é esperado que a direcdo de maior variabilidade dos dados seja na
propria direcdo dos eixos coordenados. Observe que a divisdo que gerou os blocos
x1 e x2 é simplesmente uma linha reta vertical que passa pelo centro da malha.
Qualquer né da malha que passe por essa linha apresenta condicdo (x — x)v(§;) = 0,
isso acontece em dois néds, 6 e 28. Assim, é esperado que x1 o qual contém todos 0s
nos tais que a condicdo e " >= 0" tenha dois n6s a mais, 0 que de fato ocorre
(Figura 35).

1.0 4
0.8
0.6
x1 x2
0.4

0.2 4

0.0 4

02 00 02 04 06 08 10 12
Figura 35 - Resultado da 12 biparticdo dos nés da malha.

6.3.2 ORGANIZACAO HIERARQUICA DOS BLOCOS

O processo anterior de particionamento dos nds em diferentes blocos é
executado em conjunto com outro algoritmo responsavel por organizar esses blocos.
Essa organizacédo possibilita montar uma arvore binaria, a qual guarda a relacéo entre
esses blocos. Esse processo é executado pela Rotina 2. Observe que essa rotina
inclui a funcdo divnode(X,t), pois como dito ambos 0s processos ocorrem em

conjunto.
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Rotina 2 (R2) - Parte da funcao cluster (X, max_elem,n) responsavel pela classificagao dos blocos.

1 function cluster (X, max_elem,n)

2 m,n = size (X)

3 max clt = ceil (Int, *m/max_elem)
4 childl = zeros(l,2*max_clt)

5 child2 = zeros(l,2*max _clt)

6 t = collect(l:m)

7 inode =

8 ileaf =

9 nodes = Array{Any} (2*max clt)
10 leaves = Array{Any} (2*max_clt)
11 child = zeros(Int,2*max clt,?)
12 nodes[1l] = t

13 center row = zeros (Z*max clt,?)
14 diam = zeros(Z*max_clt)

15 i =

16 while inode >= ileaf

17 tl,t2,d,c = divnode (X, nodes[i])
18 center rowl[i,:] = c;

19 diam[i] = d;

20 if length(tl)> max elem
21 inode = inode +

22 nodes[inode] = tl
23 child([i, 1] = inode
24 else

25 leaves[ileaf] = tl
26 ileaf = ileaf +

27 childl[i] = ileaf
28 end

29 if length(t2) > max elem
30 inode = inode +

31 nodes[inode] = t2
32 child[i,2] = inode
33 else

34 leaves[ileaf] = t2
35 ileaf = ileaf +

36 child2[i] = ileaf
37 end

38 i =1+

39 end

40

A Rotina 2 contém parte da funcao cluster. Essa rotina de programacao utiliza
como dados de entrada a matriz X com o par coordenado (x,y) de cada n6 da malha,
a variavel max_elem que define a quantidade minima de nés em um bloco e n,

coeficiente importante para avaliacdo da condicéo de admissibilidade dos blocos.

As linhas 4 a 14 da Rotina 2 tém a funcdo de criar variaveis e alocar matrizes
para armazenar certos valores durante a execucao da rotina. Na linha 15, i = 1 inicia
0 processo iterativo para o primeiro bloco, ou seja, toda a malha. O bloco é dividido
pela funcdo divnode(X,t), os valores de c e diam sdo armazenados e os blocos t1 e
t2 resultantes da biparticdo sdo avaliados. Se a quantidade de nés no bloco t1 for

maior do que a quantidade maxima permitida (R2, 1.20), o bloco se torna um né da
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arvore (R2, 1.22) e sera bipartido novamente. Caso contrario (R2, .24), ele se torna
uma folha (R2, 1.25) e ndo serd mais bipartido. A linhas 29 a 37 repetem essa avalicdo
para o bloco t2. No final, o algoritmo segue para o préximo bloco (R2, 1.38) até que o
namero de folhas seja maior que o de nés (R2, 1.16), o que s6 ocorre quando todos 0s

nos possuem filhos, assim a arvore estara completa.

Os tamanho das matrizes criadas ao inicio da rotina (em relacdo ao nimeros
de linhas) é dado em funcéo de max_clt = ceil(Int,2 * m/max_elem) (R2, 1.3). Esse
€ um limite superior para o tamanho dessas matrizes. Observe que a condi¢ao para a

reparticdo dos blocos (R2, 1.20) permite que um bloco com max,..,, + 1, ainda seja

Mmaxeiem+1

dividido, ou seja uma folha tera no minimo elementos. Considerando o caso

extremo onde cada folha tem o minimo de elementos possivel, podemos dizer que a

P 2m . 2m
arvore tem ———— folhas, ou ainda de forma conservadora, ——, valor esse que

Xelemt maXelem

define max_clt. Quando multiplicamos esse valor por 2 temos um limite superior para
0 numero total de nés na arvore (uma arvore binaria cheia de n folhas tem sempre
2n — 1 blocos) e nenhuma matriz que guarde estes blocos (ndés e folhas) tera tamanho

maior que o dado por esse limite.

Para o problema modelo e max,;.,, = 10, podemos extrair os valores:

Tabela 11 - Resultado extraidos da Rotina 2

inode = 6 | nodes = leaves = child =
ileaf = 8 | [[1:44], [[7:16], [2 3;
[1:6,28:447, [28:337, 4 5;
[7:271, [34:39], 6 0]
[28:39], [1,40:447,
[1:6,40:44], [2:6],
[17:27]] [22:27],
[17:21]]

A variavel inode indica a quantidade de nés na arvore, neste caso a arvore tera
6 nos. Analogamente, a variavel ileaf indica a quantidade de folhas na arvore. No
entanto, devido ao modo como ela foi definida, a quantidade de folhas é dada por
ileaf — 1. Neste caso, a arvore tera 7 folhas. Esses valores podem ser verificados
observando o0s vetores nodes e leaves 0S quais possuem 6 e 7 elementos
respectivamente. Esses vetores foram definidos como Array{Any}, ou seja um vetor
de qualquer tipo de elemento, neste caso um vetor de vetores. No caso do vetor nodes,

temos que nodes|[i] retorna um vetor com os nos da malha pertencente ao no i da
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arvore. O mesmo é valido para o vetor leaves. Este pode ainda ser utilizado para

visualizar o resultado final do processo de biparticdo dos nés da malha (Figura 36).

1.0 - |
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0.4 1
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001 | |
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Figura 36 - Resultado final da biparticdo do nds da mallha de acordo com vetor leaves.

Ja a matriz child é definida tal que child[i] contém os filhos do no i. No entanto,

até esse ponto a matriz ainda néao inclui as folhas, o que é feito no proximo passo.

A rotina anterior define todos os nos e folhas da arvore e também suas relacoes.
A préxima etapa consiste em utilizar esses dados para montar a arvore binaria. Isto é

feito pela Rotina 3, a qual é parte da funcédo cluster.

Rotina 3 (R3) - Parte da funcéo cluster (X, max_elem,n) responsavel por montar a arvore binaria.

1 .

2 Tree = Array{Any} (inodetileaf-1)

3 for i=1:inode

4 Tree[1] = nodes[i]:;

5 if childl[i] >

6 child([i,1] = childl[i] + inode - 1;
7 end

8 if child2[i] >

9 child[i,2?] = child2[i] + inode - 1;
10 end

11 end

12 for i=l:ileaf

13 Tree[inode+i] = leaves[i];

14 tl,t2,d,c = divnode (X, leaves[i]);

15 center rowl[inode+i,:] = c;

16 diam[inode+i] = d;

17 child[inode+i,:] = [ 1;

18 end

19
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A linha 2 da Rotina 3 define o vetor que armazena todos os blocos da arvore
e consequentemente o tamanho dessa, valor dado pela soma do nimero de nés
(inode) com o numero de folhas (ileaf —1). Primeiramente, todos os nés séo
adicionados a arvore (R3, I.4) e caso aquele né tenha como filho uma folha, essa folha
€ adicionada a matriz child (R3, 11.5-10). Depois de adicionados todos os nés a arvore,

sao adicionadas as folhas (R3, I.13).

As folhas, ndo sofrem divisdo, por isso essas nao passaram pela funcéo
divnode. No entanto, essa funcéo € responsavel ndo sé por bipartir os blocos mas por
calcular o centro e o didmetro destes. Com esse intuito, essa funcdo € chamada
novamente, mas agora para as folhas, para a obtencdo de seus diametros e centros

(R3, 11.15-17). Para o problema modelo, obtemos:

Tabela 12 - Resultados obtidos pela Rotina 3.

Tree = child = Diam = center row =
[[1:447, [2 3; [1.35.., [0.5 0.5;
[1:6,28:44], |4 5; 1.23.., 0.142.. 0.5;
[7:271, 6 7; 1.17.., 0.891.. 0.5;
[28:39], 8 9; 0.777..., 0.136.. 0.863...;
[1:6,40:44], | 10 11; 0.732.., 0.148.. 0.103...;
[17:2771, 12 13; 0.732.., 0.896.. 0.851...;
[7:16], 0 0; 0.633.., 0.886.. 0.113...;
[28:337, ] 0.455.., 0.272.. 1.0;
[34:39]" 0.455.., 0.0 0.727..;
[1 40:447, 0.440.., 0.007.. 0.189...;
[2:06], 0.364.., 0.318.. 0.0;
[22 277, 0.440.., 0.810.. 0.992...;
[17:2171] 0.364.., 1.0 0.681..

0.00 00

] ]

Os dados do vetor Tree e da matriz child sao suficientes e necessarios para
montar a arvore binaria do problema dado como modelo. Para estes, temos que
Tree[i] retorna os nds da malha pertencentes ao bloco i da arvore e child|i,: ] retorna
os filhos do n6 i. Ja o vetor diam e a matriz center_row, essenciais para examinar
condigdo de admissibilidade dos blocos, sdo definidos tal que diam[i] e center_row|i]

fornecam, respectivamente, o diametro e as coordenadas do centro do bloco i.

Na forma grafica, a arvore do problema é dada pela Figura 37. Observe dos
resultado obtidos temos que Tree[3] = [7:27], child[3,:] =[6 7], diam[3] = 1.17 ...

e center_row[3] =[0.891... 0.5], 0 mesmo pode ser observado da Figura 37.
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Nos 1:44
diam = 1.35...
c=(0.50.5)
Nds 1:6, 28:44
diam = 1.23...
c=(0.142..0.5)

Nés 7:27
diam = 1.17...
c=(0.891..0.5)

Nds 1:6, 40:44 Nds 17:27
diam = 0.732... diam = 0.732...
c=(0.896... 0.851...)

Nds 28:39
diam = 0.777...
c=(0.136.. 0.863..)

NéGs 7:16
diam = 0.633...
c=(0.886..0.113..)

€= (0.148..0.103..)

Nds 28:33 Nds 34:39 Nés 1, 40:44 Nds 2:6 Nds 22:27 Nés 17:21
diam = 0.455... diam = 0.455... diam = 0.440... diam = 0.364...  diam = 0.440... diam = 0.364...
c=(0.272..1.0] c=(0.00.727..) c=(0.007..0.189..) c¢=(0.318..0.0) c=(0.810..0.992..) c=(1.00.681...)

Figura 37 - Arvore binaria resultante da aplicacdo das Rotinas 1 a 3 para o problema modelo.
6.3.3 CONDICAO DE ADMISSIBILIDADE
Apos a formacgédo da arvore binaria, o proximo passo € avaliar a condicdo de
admissibilidade. Essa condicdo permite avaliar quais bloco de dados serao
aproximada pelo método ACA e qudo serao calculados de forma exata.

Antes de avaliarmos essa condi¢cdo, € importante entender a relacédo entre a
arvore e a condicdo de admissibilidade com a matriz que descreve o problema. A
arvore T;, obtida pelas rotinas anteriores (Figura 37), engloba somente um conjunto
de dados I, os nds da malha. Por outro lado, a matriz que descreve o problema é uma
matriz A € R™", onde n € também o nimero de nés da malha. De forma mais rigorosa,
A € R™™" ¢ uma matriz de elementos de contorno, onde m representa os pontos fonte
e n 0S pontos campo e cada par coordenado mxn representa a interacdo de um ponto
fonte com um ponto campo. Em alguém momento, cada n6 da malha € um ponto
campo ou um ponto fonte, 0 que resulta em uma matriz quadrada A € R™".
Deste modo, a arvore T; representa na verdade uma arvore T;,;, onde I sdo 0s pontos
fonte e J os pontos campo. Assim como os indices da matriz A sdo um produto
cartesiano de mxn, 0s blocos a serem avaliados sdo também um produto cartesiano
de IxJ. A admissibilidade é entdo avaliada entre um bloco de pontos fonte e um bloco
de pontos campo. Enquanto que para os nés 2 e 3 de uma arvore T, seria analisado
simplesmente a admissibilidade entre 2 e 3, para uma arvore Tj,; € avaliado 2 e 2, 2

e 3,3e2e3e 3, onde o primeiro € um bloco de pontos fonte é o segundo de pontos
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campo. SO € possivel representar uma arvore Tp,; por uma T; pois, como ja

mencionado, cada n6é da malha é em algum momento um ponto campo ou um ponto
fonte. Quando dois blocos sdo admissiveis, o produto cartesiano de seus nos fornece

os indices dos elementos de A que formardo a submatriz a ser aproximada.

A rotina responséavel por avaliar a admissibilidade dos blocos, Rotina 4, é

composta pela parte final da funcao cluster e toda a funcao blocks.

Rotina 4 (R4) - Funcao blocks (Tree, child, allow) responsével por avaliar a condicdo de admissibilidade

admiss = zeros (inode+ileaf-1,inode+ileaf-1)

for i=1l:inode+ileaf-

for j=l:inodetileaf-

end

end

2
3
4
5 admiss[i,j]l=n*norm(center row[i]-center row[]J],?)-max(diam[i],diam[]])
6
7
8

allow admiss.>=

9 block = blocks (Tree,child,allow)

10 return Tree,block

11 | end

13 | function blocks (Tree,child,allow)

14 fecl = [2; 27 37 3]

;20 3]

zeros (Int, 0, 3)

17 cl =

18 while cl < length(fcl)/

19 for i=1:

20 if allow[fcl[cl*2+i],fc2[cl*24+i]]==

21 block = vcat (block, [fcl[cl*2+1i] fc2[cl*2+i] 11)

22 else

23 if child[fcl[cl*24+i],1]1==0 && child[fc2[cl*2+i],1]=
24 block = vcat (block, [fcl[cl*2+1i] fc2[cl*2+i] 01)
25 else

26 if length(Tree[fcl[cl*2+i]])>=length (Tree[fc2[cl*2+i]])
27 fcl = [fcl; child[fcl[cl*2+i], :]]

28 fc2 = [fc2; fc2[cl*2+i]; fc2[cl*2+i]]

29 else

30 fcl = [fcl; fcllcl*2+i]; fcllcl*2+i]]

31 fc2 = [fc2; child[fc2[cl*2+i],:]1]

32 end

33 end

34 end

35 end

36 cl = cl +

37 end

38 return block

39 | end

A parte inicial da rotina (R4, 1.2), cria uma matriz chamada admiss, essa guarda
o resultado obtido da aplicagdo da condigcdo de admissibilidade entre os blocos
(R4, 1.3-7). Como ha n blocos, essa matriz € R™". O resultado é avaliado e uma

matriz booleana, com valores de verdadeiro ou falso, allow € R™" é criada para
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guardar as informacdes da admissibilidade entre os blocos. Neste ponto, ja séo
conhecidos os blocos que sdo e ndo sdo admissiveis, mas ainda é preciso organizar

essa informacao para a aplicacdo do méetodo ACA, o que é feito pela funcdo blocks.

Noés Folhas
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 ifalsefalseifalseifalsefalse|falseifalseifalse|false|falsefalseifalse|false

2 ifalse falsei true {false|false| true | true | false|false|falseifalse} true | true

3 ifalse! true ifalse| true | true |falseifalse| true | true | true |false|false|false

Nos

4 ifalseifalse! true i false| false| true | true | false|falseifalseifalse| true | true

5 ifalse falsej true i falsefalse| true | true | false|false|false|false} true | true

6 ifalse true ifalsei true | true |falseifalse| true | true | true | true | falseifalse

7 ifalse! true falsei true | true |falseifalse! true | true | true | true | falseifalse

8 ifalseifalse true |false false| true : true ifalse| true | true | false| true | true

9 ifalse|false] true i false| false| true | true | true |falsefalse! true | true | true

10ifalsefalse: true {false false| true | true | true | false false! true | true | true

Folhas

11 :false|falseifalseifalsefalse true | true ifalse true | true |false true | true

12 ifalse! true ifalse| true | true |false false! true | true | true | true | false|false

13 ifalse| true {falsei true | true |false false! true | true | true | true | falsei false

Figura 38- Representacdo da matriz allow.

Para o problema modelo e um valor de n = 2.0 a matriz allow obtida é dada
pela Figura 38. Analisar essa matriz permite entender melhor a condigdo de
admissibilidade, tornando o processo de avalicdo dos blocos admissiveis mais
eficiente. Primeiro, a admissibilidade de um bloco com ele mesmo (em vermelho na
Figura 38) sera sempre falsa pois a distancia entre esses dois blocos é sempre nula.
Segundo, a matriz allow é sempre simétrica, pois se o bloco 2 é admissivel com 3, a
reciproca também é verdadeira. Terceiro, se um bloco é admissivel com outro, seu
filhos também sdo admissiveis com este. Por exemplo se o bloco 2 é admissivel com
bloco 3, os blocos 4 e 5 também ser&o também admissivel com o bloco 3. Por ultimo,
embora tenha sido calculado na matriz allow, ndo se analisa a admissiblidade de um
bloco com o bloco 1, pois este representa todos os nés da malha. Considerando essas

observacdes antes do calculo da matriz allow, a quantidade de blocos a serem
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analisados pela condicdo de admissiblidade pode ser reduzida de 169 para 78.
Durante o célculo, essa quantidade sofre ainda maior reducdo considerando a
admissibilidade entre blocos admissiveis e seus filhos.

Parte desses conceitos sdo aplicados na funcéo blocks. Essa funcéo testa a
admissibilidade de certos blocos e os salva em uma matriz chamada block.
Primeiramente, a funcéo define os primeiros blocos a serem testados (R4, 11.14-15). O
algoritmo testa a admissibilidade de fc1(k) com fc2(k). Se os blocos sdo admissiveis,
eles sdo adicionados a linha da matriz juntos com o indicador 1 (admissivel)
(R4, 11.20-22). Se os blocos nao sédo admissiveis e séo folhas eles sédo adicionados a
matriz com o indicador O (ndo admissivel) (R4, 11.23-25). Se eles ndo sdo admissiveis
e nem folhas, seus filhos sdo adicionados aos conjunto de blocos que devem ser
testados (R4, 11.26-31).

Para o problema modelo e um valor de n = 2.0 a fung&o blocks retorna a

matriz block dada por:

Tabela 13 - Resultados obtidos
pela funcdo blocks.

Block =

[2 3 1;

3 2 1; 9 11 1;
7 7 0; 10 8 1;
12 7 0; 11 8 0;
13 7 0; 10 9 0;
7 12 0; 11 9 1;
7 13 0; 10 10 Oy
8 8 0; 10 11 1;
8 9 1; 11 10 1;
9 8 1; 11 11 0;
9 9 0; 12 12 0;
8 10 1; 12 13 0;
8 11 0; 13 12 0;
9 10 0; 13 13 0]

Essa matriz contém 27 pares de blocos que sdo ou ndo admissiveis. Para a
obtencdo desses 27 pares de blocos a funcdo blocks analisou 50 pares, como
esperado, esse nhumero € menor que 0s 78 maximo previstos. Esses blocos cobrem
toda a matriz original do problema e permite mesmo antes de qualquer calculos

conhecer as submatrizes que serao aproximadas ou nao (Figura 39).
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Figura 39 - Submatrizes que serdo aproximadas (cinza) e que serdo calculadas exatas (vermelho).

Para melhor compreensdo de como a montagem da matriz é feita, foi descrita
a acima e ao lado esquerdo dessa a arvore binaria obtida para o problema para os
pontos fonte e para os pontos campo, respectivamente. Da primeira linha da matriz
temos[2 3 1], ouseja, 0nb 2 dos pontos fonte € admissivel com o né 3 dos pontos
campo, assim toda area da matriz correspondente a esses nos (area cinza no 3°
quadrante) sera calculada de forma aproximada pelo método ACA. Conduzindo essa

mesma analise para as outras linhas da matriz block, resulta na Figura 39.

A parametro n € a constante que controla a formacdo desses blocos, a sua
influéncia na formacéo das submatrizes e na condigdo de admissibilidade pode ser

observada na Figura 40.
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Figura 40 - Submatrizes resultantes para varios valores de

Podemos observar que quanto maior o valor de n, maior é a quantidade de
submatrizes que podem ser representadas por matrizes aproximadas. No entanto, ndo
€ desejavel aproximar uma quantidade grande de submatrizes pequenas, pois a
aproximacéo de matrizes pequenas pelo método ACA apresenta baixa preciséo, o que
afeta negativamente a precisdo da solucao final, algo que é indesejavel. Por outro
lado, um n muito pequeno resulta ndo somente em poucas matrizes a serem
aproximadas, mas inibe o aparecimento de submatrizes grandes, sendo necessario
calcular uma grande quantidade de submatrizes de forma exata e apresentando baixa

precisdo daquelas aproximadas.
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O valor de n = 2, valor considerado padréo, parece ser a melhor opgédo pois
apresenta uma pequena quantidade de matrizes pequenas quando comparados com
valores maiores de n e também submatrizes maiores quando comparado com valores

menores de 7.

6.4 APROXIMACAO CRUZADA ADAPTATIVA

As submatrizes que formam a matriz hierarquica podem ser calculadas uma
vez que se conhece a condicdo de admissibilidade entre os blocos e a arvore binaria
gue descreve a relacdo entre elas. O calculo dessas submatrizes é feito pela funcéo
ACAF _analitico(Tree, block, fHeG,arg, erro) . Essa € uma funcdo extensa, que sera
discutida neste capitulo por etapas. Os dados de entrada dessa funcéo séo a arvore
binaria (tree), os blocos a serem calculados e suas condi¢cdes de admissibilidade
(blocks), uma funcdo fHeG responsavel por calcular os elementos das matrizes
H e G do problema de conducéo de calor, uma série de argumentos necessarios para
o célculo desses elementos (arg) e por fim o erro admissivel para a aproximacéo do
método ACA.

A primeira parte da funcédo ACAF _analitico € responsavel por calcular os blocos
exatos, ou seja, aqueles que ndo serdao aproximados (Rotina 5). Primeiramente, é
criada uma matriz chamada Aaca e um vetor b. A matriz tem duas colunas e numero
de linhas igual ao nimero de blocos e € responséavel por guardar todas as submatrizes
calculadas. O vetor é o vetor b do problema Ax = b e tem comprimento igual ao

namero de nos (R5, 1.4 -6).

Rotina 5 (R5) - Parte da funcdo ACAF _analitico responsavel pelo calculo dos blocos exatos
function ACAF analitico(Tree,block, fHeG,arg,erro=1le-5)

# arg = [NOS1,NOS GEOl, tipoCDC,valorCDC,normal, ELEM], k]
# 1 2 3 4 5 6 7
n = size(block,1)

Aaca = Array{Anv}(n,?2)

b = zeros(size(arg[l],1))

for i=1l:n
bl = Tree[block[i,1]]
b2 = Treel[block[i,2]]

if block[i,3]==
Aacal[i,1],B = fHeG(bl,b2,arqg)
b[bl] = b[bl] + B*arg[4][b2]
else
(Rotina 6)
end
end
return Aaca,b

(R (UG (UG (UG (NS IR U Y U
I NS N I S R R R e Rl e el

end
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Todos os pares de blocos da matriz blocks sédo avaliados. Os blocos nao
admissiveis sdo calculados de forma exata pela funcdo fHeG (R5, 1.10-13).
Essa funcao calcula os elementos das matrizes H e G do problema [H]{T} = [G]{q} ,
na forma Ax = Bb, onde tanto A quanto B contém elementos de H e G. O primeiro
associados as variaveis desconhecidas x e o segundo as conhecias b. Sao utilizados
como dados de entrada os nés pertencentes ao par de blocos analisados, b1 e b2, e
certos argumentos necessarios para o calculo. Sdo computados os elementos das

matrizes H e G, cujos os indices representam o produto cartesiano dos nos b1 e b2.

Para i =1 (R5, I.7), temos b1 = 1:6,28:44 (bloco 2), b2 =7:27 (bloco 3)
e block|i,3] = 1. Assim, a submatriz correspondente a esses blocos é calculada de
forma aproximada pelo método ACA. Quando os blocos podem ser aproximados, ou

seja, a condicao (R5. 110) é falsa, € executada a Rotina 6, iniciando o método.

Rotina 6 (R6) - Inicio do método ACA+, calculo da linha auxiliar.
INDB1=1[]
INDB2=1[]
Bl = zeros (0, length (b2))
B2 = zeros(length(bl),0)
)
)

indl = trues(length (bl)
ind2 = trues (length (b2)
indaref =
aref = 0*ind2
for indaref = 1l:length (indl)
aref,btemp = fHeG(bl[indaref],b2,arq)
aref = aref.’
push! (INDB1, indaref)
Bl = [Bl;btemp]
if norm(aref) >
break

end
indl[indaref] =

end

if indl==falses (indl)
Aacal[i,1l] = indl~*
Aacal[i,?2] = ind2.'*

else

(Rotina 7)

TS ST 5] 15 [ Uy Uy Uy Uiy (g U G UG Y
NI S S S I N N N I N S A A e A A Bl Rl D

end

As linhas 1 a 8 da Rotina 6 criam e alocam espaco para variaveis que serao
usadas durante a rotina. As linhas seguintes correspondem a uma aplicacao
conservadora do método ACA+. A linha 9 inicia o processo: a primeira linha é
calculada (R6, 1.10), se a norma da linha for maior que 1e-10 o processo é finalizado,

caso contrario € calculado a proxima linha. O processo somente continuara se a norma
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for menor que le-10, ou seja, se todos os elementos da linha forem nulos. Neste caso,

outra linha é calculada para evitar o aparecimento de um pivo nulo.

No entanto, diferentemente do método ACA+ que calcula somente duas linhas
e uma coluna para determinar se a submatriz € uma matriz nula, independentemente
de suas dimensdes. O método aqui implementado calcula todas as linhas antes de
fazer essa determinacéo. A condicdo dada na linha 19 s6 é verdadeira se todas as
linhas foram calculadas e todas apresentarem norma menor do que le-10. Se
verdadeiro, a submatriz € definida como uma matriz nula, produto de U = 0 (R6, 1.20)
eV =0 (R6, 1.20-21).

Esse método é mais conservativo por calcular todas as linhas da matriz. Isso
requer uma quantidade maior de célculos, ndo se aproveitando o comportamento
observado nas matrizes advindas do MEC. Para o problema modelo, um elemento da
matriz H ser& nulo quando os pontos fontes e campos analisados pertencerem a uma
mesma aresta, com excec¢do de quando esses coincidem, pois o calculo desses
componentes envolve o produto 7 - 7 onde 7 e 0 vetor normal ao contorno e 7 o vetor
que vai do ponto fonte ao ponto campo. Como esses vetores sdo ortogonais no caso
descrito anteriormente, o produto resultante é nulo. Assim, é possivel conhecer os

elementos nulos da matriz H (Figura 41).

22|23|24|25(26|27|17(18|19|20(21| 7| 8| 9(10(11|12|13|14|15|16

Figura 41 - Elementos nulos (Preto) de cada uma das submatrizes (Vermelho) da matriz H.
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E possivel observar que para qualquer submatriz da matriz H, duas linhas e
uma coluna seriam o suficiente para classificarmos aquela submatriz como uma matriz
nula ou ndo. Assim, ndo seria necessario uma aplicacdo conservadora do método
ACA+.

Considerando somente os nés dados por b1 e b2 anteriores (blocos 2 e 3)
e reorganizando os nos de forma crescente (Figura 42) podemos observar os

elementos nulos desse bloco, o que é confirmado pelo calculo da linha auxiliar aref.

13| 14] 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27

Figura 42 - Indices nulos (Preto) da Submatriz formada pelos blocos 2 e 3.

Da Rotina 6 podemos extrair os valores de aref (Tabela 14), os quais séo os
elementos calculados da matriz A pertencentes a linha calculada da submatriz.
Neste caso, somente a primeira linha foi calculada. Podemos observar da Tabela 14
gue 0s cinco primeiros valores sao nulos, o que é confirmado pela Figura 42. Da
tabela, também temos os valores calculados da matriz B (btemp), os indices das
linhas calculadas (INDB1) e um vetor ind1 tal que ind1[i] = false se a linha i tiver

sido calculada, ou true caso contrario.
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Tabela 14 - Resultados extraidos da Rotina 6.

aref = btemp = INDB1 = indl =
[0.0, [0.0087..., [1] [false
0.0, 0.0065..., true
0.0, 0.0046.., true
0.0, 0.00209.., true
0.0, 0.0013.., true
-0.00065.., -0.0151.., true
-0.00052.., -0.0148.., true
-0.00026..., -0.0143.., true
0.00005..., -0.0136.., true
0.00054..., -0.0128.., true
0.00108..., -0.0118.., true
0.00167..., -0.01009.., true
0.00231.., -0.0100..., true
0.00297..., -0.0091.., true
0.00365..., -0.0083..., true
0.00434.., -0.0075..., true
0.00792..., -0.0043.., true
0.00866..., -0.0037..., true
0.00946..., -0.0030..., true
0.010209.., -0.0024.., true
0.01115..,] -0.0018...,] true]

Uma vez definido que a submatriz ndo é uma matriz nula (R6, 1.19) é calculada a

coluna auxiliar (Rotina 7).

Rotina 7 (R7) - Método ACA+, calculo da coluna auxiliar.

1 indbref =

2 bref = 0*indl

3 for 1ii = 1l:length (ind2)

4 indbref = indmin(abs (aref[ind2])) # ACA+
5 indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]
0 bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref],arqg)

7 push! (INDB2, indbref)

8 B2 = [B2 btemp]

9 if norm(bref) >

10 break

11 end

12 ind2 [indbref] =

13 | end

14 (Rotina 8)

O processo ¢ feito de maneira similar a Rotina 6. A diferenca esta na escolha do

indice da coluna a ser calculada (R7, 1.4-5) que é escolhido como o indice do menor

valor absoluto da linha auxiliar anteriormente calculada. Esse indice define o indice

da coluna aukxiliar.

Analogamente a Rotina 6, podemos extrair da Rotina 7 os valores de bref

(Tabela 15), os quais sdo os elementos calculados da matriz A pertencentes a coluna

calculada da submatriz. Podemos observar da Tabela 15 que os seis primeiros valores

sao nulos, o que é confirmado pela Figura 42. Da tabela, também temos os valores

calculados da matriz B (btemp), os indices das linhas calculadas (INDB1), os indices
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das colunas calculadas (INDB2) e um vetor ind2 tal que ind2[i] = false se a coluna

i tiver sido calculada, ou true caso contrario.

Tabela 15 - Resultados extraidos da Rotina 7

bref = btemp = INDB1 = ind2 =
[0.0; [0.0087...; [1] [false
0.0; 0.0114..; true
0.0; 0.0146...; true
0.0; 0.0188...; true
0.0; 0.0248..; true
0.0; 0.0353...; true
0.01434...; 0.0000..; true
0.01399...; -0.0002...; true
0.013406..; -0.0005...; true
0.01277...; -0.00009...; true
0.011098...; -0.0013...; true
0.01115...; -0.0018..; INDB2 = true
0.01095...; -0.0016..; [1] true
0.01141..; -0.0006..; true
0.01181...; 0.0003..; true
0.01212...; 0.0014..; true
0.01225...; 0.0025...; true
0.012009..; 0.0037...; true
0.01148..; 0.0047..; true
0.01025...; 0.0057..; true
0.00823...; 0.0066..; true
0.00539...; 0.0072..; true
0.00188...; ] 0.0075...; 1] true]

Apods o calculo da linha e coluna aukxiliar, € iniciado o calculo das matrizes de
baixo posto U e V (Rotina 8). A matriz resultante do produto dessas, é a matriz
aproximada que representa a submatriz. Primeiramente, sdo definidos dois pivos
(R8, I.1-2), um para a linha de referéncia e outro para a coluna. Devido ao modo como
o método ACA+ foi implementado, ndo é necessario comparar o subpivd da linha
(maior valor absoluto da linha) com o pivd auxiliar (menor valor absoluto da linha)
calculado anteriormente. Em seguida, sdo criadas e alocados espaco para variaveis

gue seréo utilizadas durante o processo (R8, 11.3-10).

O processo é realizado no maximo nmin — 1 vezes (R8, I.11), onde nmin € 0
menor nimero entre o numero de linhas e colunas da submatriz, pois para uma matriz
A € R™*™ 0 numero minimo entre m e n indica o0 numero de linhas ou colunas
linearmente independentes, ou seja, 0 numero maximo de linhas necessarias para
representar o espaco gerado por aquela matriz de forma exata. Esse valor ainda é

subtraido de um, pois uma linha e uma coluna ja foram calculados.
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(R8,

O processo comecga escolhendo o maior subpivé entre o da linha e o da coluna

[.12). Além desse valor influenciar na precisdo da aproximacdo calculada,

também depende dele se o proximo a ser calculado sera uma linha ou uma coluna.

Rotina 8 (R8) - Metodo ACA+, calculo das matrizes U e V.
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arefmax = indmax (abs. (aref))

brefmax = indmax (abs. (bref))

Umax =

Vmax =

nmin = min(length(indl), length(ind2))
U = zeros(length(indl),nmin)

V = zeros (nmin, length (ind2))
Ap = zeros (length (indl), length (ind2))
normal =
cont =
for cont = 1:nmin-
if abs. (arefl[arefmax])>abs. (bref[brefmax])
U[:,cont],btemp = fHeG (bl,b2[arefmax],arq)

U[:,cont] = U[:,cont] - Ap[:,arefmax]
push! (INDB2, arefmax)
B2 = [B2 btemp]
Umax = indmax (abs. (U[:,cont]))
V[cont, :],btemp = fHeG (bl [Umax],b2,arqg)
Vicont,:] = (V[cont,:][:]-Ap[Umax,:])."'/U[Umax,cont]
push! (INDB1, Umax)
Bl = [Bl;btemp]
Vmax = arefmax

else
V[cont, :],btemp = fHeG (bl [brefmax],b2,arqg)
V[cont,:] = (V[cont,:][:]-Aplbrefmax, :1])
push! (INDB1,brefmax)
Bl = [Bl;btemp]
Vmax = indmax (abs. (V[cont,:1))
Ul[:,cont],btemp = fHeG(bl,b2[Vmax],arqg)
U[:,cont] = (U[:,cont]-Ap[:,Vmax])/V[cont,Vmax]
push! (INDB2, Vmax)
B2 = [B2 btemp]
Umax = brefmax

end

Ap = U*V

normal = vecnorm (Ap)

if abs. ((normal-normal) /normal) < erro
break

else
normal = normal

end

indl [Umax]
ind2 [Vmax]

(Rotina 9)
arefmax = indmax(abs. (aref))
brefmax = indmax (abs. (bref))
Aacali,1] = U[:,1:cont]
Aacal[i,?] = V[l:cont,:]

end

(Rotina 10)
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O processo de calculo das novas linhas e colunas (R8, 1.12-34) é similar aos
vistos anteriormente. As diferencas estdo no calculo das matrizes U e V, que séo
calculadas pela diferenca entre a linha ou coluna calculada com a sua correspondente
na matriz aproximada Ap (R8, 11.14, 19, 25 e 30). Essas ainda devem ser divididas

pelo valor do pivd (R8, .19 e 30). Somente uma é dividida, a escolha é intercambiavel.

A nova matriz aproximada Ap e sua norma sdo calculadas (R8, 11.35-36). O
valor do erro da aproximacdo é avaliado, se esse for menor que o estipulado o
processo para (R8, 11.37-39), ndo sendo necessario calcular novas linhas ou colunas.
Caso contrario, a norma da aproximagao anterior é atualizada (R8, 1.40), assim como
0s vetores booleanos que guardam as linhas e colunas ja calculadas (RS, 1.44).
Ao final, sdo atualizados os pivds da linha e coluna de referéncia (linhas 45-46) e a

matriz Aaca com 0s novos valores de U e V (R8, 11.47-48).

Entre cada iteragcdo do processo € preciso avaliar se a linha e/ou coluna
calculada coincide com aquelas de referéncia. Se isso ocorre, é necessario calcular
novas para repor aquelas de referéncia, o que é feito pela Rotina 9. Existem quatro
possibilidades: a linha e a coluna coincidem (R9, |.1), somente a linha coincide (R9,
[.25), somente a coluna coincide (R9, 1.39) ou ambas né&o coincidem (R9, 1.53).

No primeiro caso, uma nova linha (R9, l1.2-12) e uma nova coluna (R9, 1.13-24)
sdo calculadas. A coluna é calculada aleatoriamente, considerando somente aquelas
colunas que ainda nao foram calculadas (R9, 1l.2-4). Seu valor é ajustado pela
diferenca com a correspondente da matriz Ap (R9, 1.5). Em seguida, a coluna é
calculada considerando também somente aguelas colunas que néo foram calculadas.
No entanto, como no inicio do processo essa é escolhida baseada no indice do menor

valor absoluto da linha auxiliar (subpivo).

7

No segundo caso, somente uma nova linha é calculada (R9, 1.27-38).
Primeiramente. A coluna é atualizada, ajustando seu valor pela diferenca com a
coluna correspondente da matriz Ap (R9, 1.26). A linha é calculada considerando
somente aquelas linhas que ndo foram calculadas (R9, 11.27-28), sua escolha é
baseada no indice do menor valor absoluto da coluna auxiliar. Seu valor é atualizado

pela diferengca com a linha correspondente da matriz Ap (R9, 1.26).

O terceiro caso (R9, 11.39-52) é similar ao segundo, fazendo para a coluna o

gue foi feito para a linha.
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No ultimo caso, somente se atualiza os valores da linha e coluna de referéncia.

Rotina 9 - ACA+, calculo de nova linha e/ou coluna de referéncia.
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if indaref==Umax && indbref==Vmax

for indaref :sum (indl)
indaref indmax (indl)
aref,btemp = fHeG (bl[indaref],b2,arqg)
aref = aref-Ap[indaref, :]'
push! (INDB1, indaref)
Bl = [Bl;btemp]
if norm(aref) >

break

end
indl [indaref] =

end

for indbref = 1l:sum(ind2)
indbref indmin (abs. (aref[ind2]))
indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]
bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref], arqg)
bref = bref-Ap[:,indbref]
push! (INDB2, indbref)
B2 = [B2 btemp]
if norm(bref) >

break

end
ind2 [indbref] =

end

elseif indaref==Umax
bref = bref-U[:,cont]*V[cont, indbref]."’

for indaref = 1l:sum(indl)
indaref = indmin (abs. (bref[indl]))
indaref = indaref + cumsum(indl.==0) [indl] [indaref]

aref,btemp = fHeG(bl[indaref],b2,arq)
aref=aref[:]-Ap[indaref, :]1[:]
push! (INDB1, indaref)

Bl = [Bl;btemp]
if norm(aref) >
break
end
indl [indaref] =
end
elseif indbref==Vmax
aref = aref[:]-U[indaref,cont]*V[cont, :]
for indbref = 1l:sum(ind2)
indbref = indmin (abs. (aref[ind2]))
indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]

bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref],arqg)
bref = bref-Apl[:,indbref]
push! (INDB2, indbref)
B2 = [B2 btemp]
if norm(bref) >
break
end
ind2 [indbref] =
end
else
aref = aref[:] - Ulindaref,cont]*V[cont, :]
bref = bref - U[:,cont]*V[cont, indbref] .’
end
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Neste ponto da rotina, 0 método ACA esta completo para a matriz A, resultando
na matriz Aaca. O método, no entanto, ainda nao foi aplicado a matriz B, isso é feito

pela Rotina 10.

Rotina 10 - ACA aplicado a matriz B.

1 maxl = ind2Z2sub (size (Bl), indmax (abs. (B1[:,INDB2])))
2 maxv = Bl[maxl[1], INDBZ[maxl[ 111

3 Vb = Bl [maxl| ], ].

4 Ub = B2[:,max1[2]]/maxv

5 Baca = Ub*Vb

6 Bl = B1 - Baca[INDBI1, :]

7 B2 = B2 - Bacal: INDB2}

8 for 1 = l:size(B1l,1)-

9 maxl = ind2sub(size(Bl), indmax (abs. (B1[:, INDB2])))
10 maxv = Bl[max1l[1],INDB2[maxl1[2]]]

11 if abs. (maxv) <

12 break

13 end

14 Vb = [Vb; Bl[max1[1],:]."]

15 Ub = [Ub B2[:,max1[2]]/maxv]

16 lastUV = Ub[:, 1*Vb [ P

17 Bl = Bl - lastUV[INDBI1, :]

18 B2 = B2 - lastUV([:, INDB2]

19 | end

20 | b[bl] = b[bl] + Ub*Vb*arg[4][b2]

Diferentemente do que € feito para a matriz 4, ndo é calculada nenhuma nova
linha ou coluna para calcular a aproximacao da matriz B pois, durante o processo para
a matriz A, a cada linha ou coluna calculada era também calculada uma para a

matriz B, as quais foram armazenadas nas matrizes B1 e B2, respectivamente.

O processo comecga por encontrar o elemento de maior valor em maodulo, o
pive, nas linhas das colunas calculadas (R10, I.1-2). A seguir, é definido U e V a partir
da linha e coluna do pivé e a primeira aproximacao € calculada (R10, I1.3-5). As linhas
e colunas previamente calculadas da matriz B sdo entdo atualizadas, subtraindo
essas das suas respectivas na matriz aproximada Baca (R10, 11.6-7). O processo se
repete (R10, I.18-19) até que o pivd seja menor que 1e-12 (R10, Il.11-13) ou todas as
linhas da matriz B1 forem usadas (R10, 1.8). Ao final, € contabilizado a contribuicdo

da matriz B ao vetor b do problema Ax = b.

Finalmente, apds aproximacao de todas as matrizes necessarias o problema é
resolvido pelo metodo iterativo GMRES(m), utilizando um pacote externo chamado

KrylovMethods.jl licenciado pelo MIT, o qual ndo sera tratado neste trabalho.
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METODO ACA+ APLICADO NA SUBMATRIZ DOS BLOCOS 2 E 3
Para uma melhor compreensao da rotina que aplica o método ACA, sera
mostrado nesta secao resultados intermediarios obtidos durante o calculo aproximado

da submatriz discutida anteriormente, para os blocos 2 e 3.

Os blocos da primeira linha da matriz blocks (i =1), sdo dados por
blocks[1,:] = [2 3 1]. Deste modo, b1 sdo os nés pertencentes ao bloco 2 e b2 ao
blocos 3 (R5, 11.8-9) e a condic&o blocksl[i,3] == 0 é falsa (R5, |.10) ou seja, a matriz

pode ser aproximada.

O primeiro passo é calcular a linha auxiliar, a rotina comecga pela primeira linha
(R6, 1.9) e ird para a proxima somente se a anterior for nula, ou seja, com norma menor
que 1le-10 (R6, 1l.14-16). Para o problema modelo, somente a primeira linha é
suficiente, o que é indicado por INDB1 (Tabela 16), variavel que indica as linhas
calculadas. E definido entdo um subpivé, como o elemento de menor valor em médulo

da linha auxiliar e é calculado a sua coluna (indbref), a coluna auxiliar (R7, 1.4-6).

Em seguida, séo definidos dois pivos (R8, Il.1-2), um na linha auxiliar (arefmax)

e outro na coluna (brefmax) (Figura 43).
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Figura 43 - Linha e coluna auxiliar inicalmente calculadas (amarelo), com subpivé (em vermelho) e
pivds (verde) em destaque.
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Tabela 16 - Variaveis importantes calculadas até o resultado obtido na Figura 43.

indaref =1 INDB1 = indl = ind2 =
indbref =1 [1] [true [true
arefmax = 21 true true
brefmax = 7 true true
INDB2 = ... ..
aref[arefmax] = 0.0112 [1] true true
bref[brefmax] = 0.0143 true true
true] true]

Como o pivé da linha auxiliar € menor que o da coluna auxiliar (R8, 1.12), é
calculado uma nova linha, definindo V[1,: ] (R8, Il. 24-25) nesta linha é encontrado um
novo pivd Vmax (R8, 1.28) e é calculado sua coluna, definindo U[:,1]. Um pivd Umax

€ também definido para a coluna (R8, 11.29-30).
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Figura 44 - Linha e coluna calculadas para definir V[1,:] e U[:,1] e pivés (verde).

Tabela 17 - Variaveis importantes calculadas até o resultado obtido na Figura 44.

*indaref = 1 INDB1 = indl = ind2 =
*indbref = 1 [1 [true [false
*arefmax = 21 7] true true
*brefmax = 7 true true
Vmax = 1 true ..
Umax = 7 INDB2 = true true
V[Vmax] = 0.0143 [1 true true
1] false true]
*Valores nado foram ...
recalculados true]
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Como o novo pivd Vmax (Tabela 17) coincide com o pivé da coluna auxiliar

indbref (R9, 1.39) ser4 necessério calcular uma nova coluna auxiliar (R9, 11.41-52).
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Figura 45 - Nova coluna calculda para definir a coluna auxiliar, ), com novos subpivd (em vermelho) e
pivos (verde) em destaque.

Assim como na obtencédo das matrizes U e V, a linha e coluna de referéncia
sdo atualizados a cada iteracdo, subtraindo essas pela sua respectiva na matriz

aproximada Ap. Sao atualizados também os seu pivés (R8, 11.45-46) (Tabela 18).

Tabela 18 - Variaveis importantes calculadas até o resultado obtido na Figura 45.

*indaref = 1 INDB1 = indl = ind2 =
indbref = 2 [1 [true [true
arefmax = 21 7] true true
brefmax = 20 true true

*Vmax = 1 INDB2 = ... .

*Umax = 7 [1 true true

1 true true
arefl[arefmax] = 0.0112 2] true] true]

bref [brefmax] = -0.0018

O estado da Figura 45 € o mesmo que o da Figura 43. A partir desse ponto, 0
processo é repetido até que o erro na aproximagao seja menor que o admissivel
(R8, 11.37-38) ou todas as linhas tenham sido calculadas (R8, 1.11). Quando isso
ocorre, 0 algoritmo segue para a proxima linha da matriz blocks, analisando os

préximos pares de blocos, até que todos tenham sido analisados.
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Para os blocos 2 e 3 em analise, o resultado final obtido é dado pela Tabela 19.
Os vetores Ind1 e Ind2 indicam, respectivamente, os indices das linhas e colunas
calculadas para determinar as matrizes U e V (ndo apresenta as utilizadas como
referéncia). As vetores INDB1 e INDB2 mostram, respectivamente, os indices das
linhas e colunas calculadas. Essas variaveis confirmam o observado em Ind1 e Ind2
e também possibilitam descobrir as linhas e colunas auxiliares utilizadas. Os primeiros
valores desses vetores, indicam o indices da primeira linha e coluna auxiliares
utilizadas. Se uma linha ou coluna calculada coincidir com uma de referéncia, ocorre
a repeticdo desse indice nesses vetores. Quando isso ocorre, o algoritmo calcula uma
nova linha ou coluna. Assim, o proximo indice apés a repeticéo indica o indice da nova

linha ou coluna auxiliar calculada.

Observe gue primeiramente foi calculada a linha 1 e a coluna 1, ou seja, a linha
e coluna auxiliar (Figura 43) Em seguida € calculada a linha 7 e a coluna 1 novamente,
o que indica que uma nova coluna auxiliar deve ser calculada. E calculada entéo a
coluna 2, a nova coluna auxiliar. (Figura 45). Durante o0 processo para essa matriz,
iSso ocorre somente mais uma vez, quando a linha 1 é novamente calculada. Assim,
€ preciso calcular uma nova linha auxiliar, € calculado entdo a linha 2. Os valores de
indaref e indbref da Tabela 19 confirmam os indices da ultima linha e coluna auxiliar

utilizadas.

Tabela 19 - Resultados finais obtidos no calculo da submatriz formada pelos blocos 2 e 3

indaref = 2 INDB1 = INDB2 = indl = ind2 =
indbref = 2 [1 [1 [false [false
arefmax = 9 7 1 true true
brefmax = 19 6 2 true false
Vmax = 13 17 21 false true
Umax = 19 12 6 true false
1 16 false false
2 17 false true
21 5 true true
4 11 false true
15 20 true true
9 3 true false
19] 13] false true
true true
true true
false true
true false
false false
true true
true true
true false
false false]
true
true]
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. Os vetores Ind1 e Ind2 possibilitam também visualizar as linhas e colunas
calculadas da submatriz (Figura 46). Foram calculados 65% dos elementos da matriz.
No entanto, a matriz aproximada é salva como um produto das matrizes U e V,
necessitando que mais elementos sejam guardados, pois para cada elemento em
comum entre uma linha e uma coluna calculada da submatriz € preciso guardar dois
elementos, um para U e outro para V. Assim, em comparacdo com toda a submatriz,

€ necessario calcular 82% da quantidade de elementos para representar a matriz.
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Figura 46 - Elementos calculadas da submatriz (cinza)

No entanto, considerando toda a matriz do problema é necessario calcular
102% do numero de elementos para implementar o método ACA+. Isso ocorre, pois
embora haja um ganho na representacao das submatrizes maiores, existe uma perda
na representacdo das menores que requerem o calculo de uma quantidade maior de

linhas e colunas para apresentar a mesma precisdo na aproximacao.

O método ACA nao é indicado para problemas de pequenas escala, devido a
perda na representacao de submatrizes pequenas. Esse método requer naturalmente
um maior processamento de dados do que a resolucéo direta do problema e se apoia
no ganho existente na representacado aproximada de grandes blocos. Assim, se a

guantidade desses blocos € escassa, 0 método se torna ineficiente.
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7 ALOCACAO DE MEMORIA E TEMPO

Para avaliar o desempenho do algoritmo implementado para a execugao do
método ACA, foi utilizado diferentes versdes do problema dado pela Figura 47. O
mesmo problema e resolvido diversas vezes, variando a quantidade de furos e o
numero de elementos que discretiza seu contorno. E avaliado o tempo de execucéo e
a memoria necessaria para armazenar a matriz A do problema Ax = b. Os resultados

sao comparando com aqueles obtidos pela resolugéo direta (tradicional) do problema.

Foi utilizada a verséo 0.6.0.1 da linguagem Julia em um computador com as

mesmas especificacdes dadas anteriormente (secéo 5.1.3).
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Figura 47 - Problema utilizado para avaliar alocacao de memoéria e tempo.

A geometria do contorno de cada furo € dividido em quatro segmentos, e cada
segmento é representado por quatro elementos de contorno. A quantidade de furos e
dada por nf? e a quantidade de elementos que discretiza cada aresta do quadrado e
dada por nf. Assim, o numero de nés na malha, o qual € igual ao niumero de elementos
de contorno, é dada por 16nf?2 + 4nf, contabilizando a contribuicdo dos furos e das
arestas, respectivamente. Os resultados obtidos para valores de nf de 1 a 20 podem

ser observados nas Tabelas 20 e 21.
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Tabela 20 - Tempo e memaria observados na resolucgéo direta.

Quantidade | Tempo de Tamanho da
nf de nés execucao [s] matriz [KB]
1 20 0.09 3.2
2 72 0.09 40
3 156 0.12 190
4 272 0.17 578
5 420 0.28 1378
6 600 0.56 2812
7 812 0.90 5151
8 1056 1.50 8712
9 1332 2.15 13861
10 1640 3.41 21012
11 1980 4.96 30628
12 2352 6.88 43218
13 2756 9.76 59340
14 3192 13.69 79600
15 3660 18.12 104653
16 4160 23.05 135200
17 4692 29.59 171991
18 5256 38.31 215824
19 5852 46.92 267546
20 6480 58.24 328050
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Tabela 21 - Tempo e memoria observados na resolugao pelo método ACA

_ Tamanho da Elementos
nf Quantidade | - Tempo de matriz calculados
de nés execucao [s] _
aproximada [KB] [%0]
1 20 2.29 3,7 107.5
2 72 2.35 36 88.19
3 156 2.45 163 85.51
4 272 2.69 382 65.76
5 420 3.01 800 57.90
6 600 3.94 1598 56.57
7 812 4.20 2143 41.52
8 1056 5.25 3630 41.60
9 1332 7.17 5464 39.39
10 1640 8.98 7397 35.18
11 1980 11.34 12126 39.55
12 2352 16.81 13136 30.37
13 2756 24.19 15341 25.83
14 3192 26.29 18241 22.90
15 3660 42.23 25451 24.31
16 4160 42.08 38368 28.36
17 4692 71.04 39313 22.85
18 5256 55.01 64178 29.73
19 5852 112.21 56654 21.17
20 6480 148.36 68945 21.01
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As informacdes contidas nas Tabelas 20 e 21, estdo contidas também nos

graficos das Figuras 48 a 52, os quais facilitam a analise dos resultados.
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Figura 48 - Tempo e memdria observados na resolucgéo direta.

E notavel, da Figura 48, que tanto o crescimento do tempo quanto a utilizag&o
da memoéria na resolucdo direta do problema apresentam comportamento quadratico.
Esse comportamento jA era esperado pois cada elemento da matriz requer uma
mesma quantidade de memodria para ser armazenado e a matriz apresenta n?
elementos, onde n € o numero de nos. Ja o tempo de resoluacdo do problema pelo
metodo GMRES é na grande maioria dos casos proporcional ao tamanho da matriz,

exceto quando é necessario uma grande quantidade de iteracdes.

No caso do método ACA (Figura 49), embora a curva inicialmente apresente
comportamento quadratico, ela muda rapidamente para as malhas maiores, sendo
afetadas fortemente por um comportamento oscilatorio. Esse comportamento tem
origem principalmente em dois fatores, na condi¢cao de admissibilidade e no tamanho
minimo admissivel para as folhas da &rvore binaria. Esses dois fatores juntos
controlam a quantidade e tamanho dos blocos a serem aproximados, o que afeta

diretamente o tempo de execuc¢ao do algoritmo.
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Figura 49 - Tempo e mem¢ria observados na resolugdo pelo método ACA

A comparacao para os tempos de execucao (Figura 50), ndo é favoravel ao
método ACA. O método apresenta tempo sempre maior que o observado na
resolucao direta, diferenca decorrente principalmente das sub-rotinas necessarias
para a aplicacdo do método. No entanto, os resultados obtidos na Figura 50 decorrem
da aplicacdo do método com o calculo analiticos dos elementos das matrizes H e G.
Quando esse célculo é feito numericamente (método necessario para elementos de
contorno de maior ordem) é possivel que essa fragdo de tempo deixe de ser dominante
durante a execuc¢do da rotina, compensando sua aplicacdo devido ao calculo de uma

menor quantidade de elementos e a grande economia de memoaria.

A rotina aplicada para o método ACA nesse trabalho tem funcdo educativa e
deve ainda ser otimizada. E possivel, por exemplo, aplicar a analise PCA de forma
numeérica evitando a necessidade do célculo de autovetores e autovalores. E preciso
também implementar a condi¢cdo que define os blocos de baixo posto para evitar que
matrizes sejam representadas na forma aproximada, quando sua representacéo exata
necessitaria de uma menor quantidade de elementos. Isso tornaria resultados como o

da quarta coluna da primeira linha da Tabela 21 (107.5%) impossiveis de ocorrer.
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Figura 50 - Comparacéo dos tempos observados.

Embora o resultado obtido para o tempo de execucdo nao seja favoravel, o
mesmo ndo ocorre para 0 uso da memoaria, quesito no qual a superioridade do método
ACA fica clara. Enquanto a utilizacdo da memoéria para a resolucéo direta apresenta
comportamento quadratico, a resolucéo pelo Método ACA apresenta comportamento
quase linear (Figura 51). No entanto, é simples observar que esta diferenca nao
justifica a aplicacdo do método para problemas de pequenas dimensdes, onde a

diferenca nao é notavel.

Foi avaliado também a quantidade de elementos calculadas para representar a
matriz de forma aproximada, em relacéo a quantidade necesséria para a matriz exata
(Figura 52). O Valor apresentado para a primeira malha, com 20 nds, é de 107,5%, o
que evidéncia a ineficiéncia de se aproximar matrizes pequenas. A partir desse ponto,
a curva apresenta decaimento exponencial tendendo ao valor de 18,5%, de acordo
com a regressao, quando o numero de nos vai a infinito. O menor valor observado foi
de 16,42% para a malha com 10100 nos (nf = 25). Tal valor ndo é apresentado nas
Tabelas 20 e 21, mas foi calculado afim de possibiliar a visualizagdo do

comportamento assintota da curva.
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Figura 52 - Quantidade relativa de elementos calculados, quando comparados com a matriz cheia A.
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Para o problema resolvido, podemos observar da Figura 52 que a aplicacao do
método ACA permite uma reducdo de mais de 80% do numero de elementos
calculados para os problemas maiores o que tem um impacto visivel na utilizacao da
memoria. No entanto, em relacdo a tempo de execucdo o método nao foi téo
vantajoso. Mas essa condi¢cdo pode ainda ser melhorada otimizando o algoritmo ou
possivelmente revertida quando o problema é de grandes dimensdes e a integracédo
dos elementos das matrizes H e G é feita de maneira numérica, pois nesse caso e
possivel que o tempo dominante durante a execuc¢ao seja 0 tempo necessario para o
calculo desses elementos, os quais notavelmente se apresentam em menor

guantidade quando utilizado o método ACA.
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8 CONCLUSAO

O método dos elementos de contorno resulta em matrizes cheias e néo
simétricas. O processo de obtencdo, montagem e resolucdo desse tipo de matriz
requer um grande tempo de execucdao e utilizacdo da memoria. A fim de reduzir esses
fatores, séo utilizados algoritmos rapidos, de complexidade reduzida, que permitem
realizar as mesmas operagdes em tempo menor e com menor necessidade de

recursos computacionais.

O primeiro passo € dividir os pontos analisados, no caso, 0os nos da malha, em
agrupamentos menores. Isso é feito utilizando a anélise de componentes principais,
método que fornece um plano de separacdo dos dados, gerando agrupamentos
menores da maneira mais uniforme possivel, com aproximadamente a mesma
quantidade de pontos. E preciso guardar a relacdo entre os blocos, o que é feito
utilizando uma &rvore binaria. O segundo passo é agrupar esses blocos, organizados
pela arvore, em blocos maiores. Isso é feito utilizando uma clusterizacao hierarquica,
através de uma condicdo de admissibilidade para agrupar blocos que apresentem
comportamento similar, de forma a obter o maior nimero de blocos que possam ser
aproximados por uma matriz de baixo posto. Uma vez agrupado os dados, é preciso
calcular as matrizes que representam cada bloco. O terceiro passo, € calcular a
aproximacédo de baixo posto daquela matriz, o que € efeito utilizando a aproximacao
cruzada adaptativa. Esses trés passos reduzem o tempo de execucdo e a memoaria
utilizada para calcular e armazenar a matriz, pois ndo € preciso calcular todas as
entradas da matriz. Além disso, os blocos de baixo posto requerem uma menor
guantidade de dados armazenados. Esses trés passos resultam na representacao da

matriz por matrizes hierarquicas.

s

Calculada as matrizes hierarquicas, o ultimo passo € resolver a equacao
matricial, o que é feito pelos métodos iterativos, no caso o método GMRES, pois esse
mostrou ser ideal para as matrizes obtidas nas aplicacées do MEC. A representacao
de uma matriz por matrizes hierarquicas requer uma algebra adaptada para esse tipo

de matriz.

O método ACA se mostra essencial na resolucdo de problemas de larga escala,

possibilitando uma grande reducdo na memoria utilizada e embora resultados

165



favoraveis em relacdo ao tempo de execucdo nao tenham ainda sido observados,

esses sdo, sem davidas, possiveis.

Essas técnicas reunidas realizam o processo de obtencdo, montagem e
resolucdo das matrizes mais rapidamente e com menor utilizacdo da memoria,
tornando possivel resolver problemas de maior complexidade com uma menor
utilizacdo de recursos computacionais. Assim, esse conjunto de métodos que
compdem os algoritmos rapidos é fundamental para a resolucédo de problemas de

larga escala.

8.1 TRABALHO FUTURO

Embora o titulo desse trabalho seja matrizes hierarquicas e aproximacao
cruzada adaptativa, ele reflete pouco todo o conteddo aqui apresentado. Aqui foi
citado todo um conjunto de métodos que possibilitam a implementacdo de um
algoritmo rapido, assim como a teoria basica do método de contorno para o caso de
problemas de conducéo de calor bidimensional. Este trabalho foi feito com o intuito de
providenciar uma visdo geral e uma base para trabalhos futuros sobre algoritmos

rapidos e aproximacédo cruzada adaptativa.

Os préximos trabalhos do grupo de mecéanica dos sdlidos da UnB devem ser
focados na implementacéo de um algoritmo otimizado do método ACA, possibilitando
um ganho de tempo consideravel na execu¢cdo do mesmo. Esses trabalhos devem
também aplicar o método em elementos de contorno de maior ordem, permitindo
observar o efeito positivo que o método apresenta também sobre o tempo de
execucao. Outro ponto importante que deve ser considerado em trabalhos futuros é a
influéncia que certos fatores pré-definidos, como a condicdo de admissibilidade e

numero minimo de elementos nas folhas, tém sobre a eficiéncia e acuracia do método.
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Anexo I

function [x,k,e]

o o o oe

desabilitando

clc
close all

if any([n 1]

= IterativoPuro (A, b)

Utiliza os diferentes métodos estaciondrios para resolver o problema
Ax=b, para uma matriz A qualquer. O programa retorna o vetor x O numero %
de iteracdes e o erro. E possivel observar o comportamento do erro

[o)

"e" e habilitando "e (K)".

% n = # de linhas; m = # de colunas.

~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de Db.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');

end

o

erro adm = 10"-6;

kmax = 1000;

o\

D = diag(diag(a)

S Frro admissivél=s============—=======—=—=—===—=—————=—=—————=——————=—=—=———=—=====x==x

Em porcentagem de |b].
# maximo de iteracdes

o oP

Pré-condicionador===============================—=—=——=—==—=——=—=—====—======x=x==x=

) ; Diagonal de A;

L = tril (A)-D; % Parte estritamente triangular inferior de A;
w = 0.06; % Coeficiente w do método ponderado de Jacobi
wsor = 1.36; % Coeficiente w do método SOR
P = D; % Pré-Condicionador de Jacobi
P = (1/w)*D; % Pré-Condicionador de Jacobi Ponderado
%$P = L+D; % Pré-Condicionador de Gauss
%P = D+wsor*L; % Pré-Condicionador SOR
% Método Iterativo===========================s=======s===s===s===s==============
I = speye(n); % Matriz identidade
M = I-P\A; % obs.: P\A = inv (P)*A enquanto P/A=inv (A)*P
c = P\b;
k =1; % Para a contagem de iteracgdes k (# iteracdes = k-1)
X = zeros(n,1); % X inicial
r0 = b-A*x; % Residuo inicial
%e (k) = norm(r0)/norm(b) ; % Erro
e = norm(r0) /norm(b) ;
while e (k) > erro adm % Enquanto o erro for maior do que o

o° oP

admissivel continuar o processo iterativo

while e > erro_adm
x = M*x+c;

% e(k+1l) = norm(A*x-r0, 'fro')/norm(b); % Calcula erro da k—-ésima
% iteracéo
e = norm(A*x-r0, "fro') /norm(b) ;
k = k+1; % Atualiza o contador de

Q

% iteracdes

if k

permitido’') ;

Q

% de iteracodes,

== kmax
. o~ . .. . N
display('Nao convergiu no numero maximo de iteracdes

o)

break % Se ndo convergir no numero maximo permitido

interromper processo.
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end
% if e(k) > 1072
if e > 1072
display ('O método diverge');

break % Se divergir, interromper processo.
end
end
k = k-1; % # de iteracdes, pois x0 = x(1)
% hold on
% plot(e,'-0"); % Plota o comportamento do erro

end
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Anexo II

function [x,e] = Multigrid(A,b)

oo

Utiliza o método Multigrid juntamente com o método iterativo de
Gauss-Seidel para a resolucdo do problema Ax = b, no caso da discretizéo
do contorno de um quadrilédtero por 27 (2+level) elementos de mesmo
comprimento h. O programa retorna a vetor x € 0O erro.

o° oo

o\

clc
close all

%S Pardmetros==========================—===—====—=—==—=—=—=—=—=—==—==—=—=—=—==—===—==—========x=

kpre = 5; % # de iteracgdes por método iterativo antes do
Multigrid

kpos = kpre; % # de iteracdes por método iterativo depois do
Multigrid

no = length(b); % Tamanho original da matriz b = # Numero de nés
gamma = 2; % Tipo de ciclo 1-V 2-W

% Checa dimensdes A(n,m)x = b(n):::::::::::::::::::::

[n,~] = size(A); $ n =# de linhas; m = # de colunas.

if any([n 1]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de Db.
error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A'")
end

[}

% Checa nﬁmero de elementos================================================

global level t
level = log2(no)-2;

if rem(level,1l)~=0 % Se ndo atender a condicdo 2" (2+level) elementos
% interromper processo

error ('O numero de elementos dever ser = 2" (2+level), onde level é
um numero inteiro.');
elseif level== % Se level é 0 ndo h& como reduzir o problema, entdo
% e resolvido sem reducéo
display (' '");
display('N&o ha reducéo da malha. Problema resolvido na malha
original."');
end
t = 0; % Contador do numero de espacdes e
% reducdes da malha
shold on
[x] = grid(A,b, kpre,kpos,gamma); % Chama a funcdo para executar o multigrid
%$hold off
e = norm(A*x-b) /norm(b) ; % Erro do processo
end
function [x] = grid (A, b, kpre, kpos, gamma, x0)

global level t

n = length (b); % Tamanho da matriz b = # Numero de néds
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if nargin<e % Se o numero de entradas na funcdo for menor que 6,
$ ou seja, quando ndo had x0 (lst iteracéo).

X = b*0; % Define como x0 um vetor de zeros do tamanho de Db.
else
x = x0; % X inicial. Obs.: Ndo definimos um x inicial, mas
% ele é preciso na funcgédo devido a recursividade.
end

oo

Resolvendo Ax=b de forma exata=========================================x===

ele = n/4; % # de elementos em cada segmento do contorno.
if ele==1
x=A\Db; % Se a matriz é pequena resolver ela de forma
% exata
else

% Método de Guass-Seidel=====================—===——=———=————————————————=—=—====

P = tril (A); % Condicionador do Método de Gauss-Seidel
I = speye(n); % Matrix Identidade
M = I-P\A;
c = P\b;

for i=l:kpre

X = M*x+c; % Gauss-Seidel antes do Multigrid

end

r = b-A*x; % Residuo apds iteracgdes iniciais

o

% Matrizes T e R da Malha reduzida=s==========================c=—==c==—=======x=

(1/2) * (spdiags (fliplr (spdiags (ones((n/2),1)*[1 2 1],-1:1,...

T
(n/2),(n/2)+1)),-(n/2):0,n, (n/2))+sparse(n,1,1,n, (n/2)));

Q>

ria a matriz de interpolacdo T
R = (1/2)*T"'; % Cria matriz de restricdo R
% Multigrid================================================================
rh = R*r; % Restricédo do

% residuo para a malha grosseira
t = t+l; level = level-1;

plot ([t-1 t], [level+l level], 'bo-") % Somente para
% controle e visualizacgdo do ciclo

Eh = rh*0; % Erro inicial na malha
grosseira

for i = l:gamma % Define tipo de ciclo
Eh = grid (R*A*T, rh, kpre, kpos,gamma, Eh); % Iteracdo na malha
% esparsa

end

e = T*Eh; % Interpolacgdo do erro para malha anterior

t = t+l; level = level+tl;

gplot ([t-1 t],[level-1 level], 'bo-"); % Somente para

% controle e visualizacdo do ciclo

X = x+e; % Correcdo do vetor x

for i=1l:kpos
x = M*x+c % Gauss-Seidel apdbds retornar a malha anterior

end

end
end
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Anexo III

function [x,k,e] = ConjGrad(A,b)

Utiliza o método do Gradiente Conjugado para resolver o problema Ax = b.
Retorna o vetor x o numero de iteracdes e o erro. E possivel plotar o
comportamento do erro desabilitando "e" e habilitando "e (k)"

Obs.: O método é originalmente desenvolvido para matrizes A simétricas.

o o o

oo

clc
close all

$ Para Matriz A Ndo Simétrica=s=============================================

o\

b = A'*Db;
A = A'*A;

oo

o\

Checa dimensdes A(n,m)x = b(n) =================—c————————ccc——cco—o—cooo
[n,~] = size(A); 5 n = # de linhas; m = # de colunas.
if any([n 1l]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de b.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');
end
o

S Frro admissivé]l ====================—=—=—====—=————=——=————=———————=——=—=—=—====x==x

erro_adm = 10"-6; % Em porcentagem de |b].
kmax = n; % # maximo de iteracdes

SGradiente Conjuqado e e e e e e e e e

x = zeros (length(b),1); % x inicial.
r0 = b-A*x; % Residuo Inicial.
r = r0;
d = r; % Direcd@o de Procura Inicial.
rr = r'*r;
k =1; % Para a contagem de iteracgdes k(# iteracdes = k-1)
%e (k) = norm(r)/norm(b); % Erro inicial
e = norm(r)/norm(b) ;
% while e (k) > erro adm
while e > erro_adm
Ad = A*d;
alfa = rr/(d'*Ad); % Calcula o passo alfa.
X = x + alfa*d; % Calcula o novo X.
r = r - alfa*Ad; % Calcula o novo residuo.
rrold = rr; % Calcula o produto r' (k-1)r(k-1.
rr = r'*r; % Calcula o produto r'(k)r(k).
beta = rr/(rrold); % Calcula novo fator beta.
d = r + beta*d; % Calcula nova direcdo de procura.
% e(k+1l) = norm(A*x-r0, 'fro')/norm(b); % Calcula erro.
e = norm(A*x-r0, "fro') /norm(b) ;
k = k+1; % Atualiza contador.
if k == kmax
break % Se ndo convergir no numero maximo
% permitido de iteracdes, interromper processo.
end

end
k = k-1; % # de iteracdes, pois x0 =x(1)
plot(e,'-0");
end
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Anexo IV

function [x,k,e] = GMRES (A,Db)

Utiliza o método dos Residuos Minimos Generalizados para resolver o
problema Ax = b. O programa retorna o vetor x o numero de iteracdes e o
erro. O comportamento do erro pode ser observado desabilitando "e" e
habilitando "e(k)".

o o o

oo

clc
close all

% Checa dimens®es A(n,m)x = b(n) ==========================================
[n,~] = size(A); % n = # de linhas; m = # de colunas.
if any([n 1]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de Db.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');
end

o

S Frro admissivé]l =============—=======—=—==—==—=——————=————————————=————=—=—=======x

erro_adm = 10"-6; % Em porcentagem de |b].
kmax = n; % # maximo de iteracdes

o

% Valores Tnicials ===================—=============—=—==—===—=====—==—======x=x==x=

x0 = zeros(length(b),1); % X inicial.

r0 = b-A*x0; % Residuo Inicial.

k =1; % Para a contagem de iteracdes k (# iteracdes = k-1)
%e (k) = norm(r0)/norm(b) ; % Erro inicial

e = norm(r0) /norm(b) ;

o)

% Ortogonalizacdo de Arnoldili ==============================================

nr0 = norm(r0); % Norma do residuo Inicial.
V(:,1) = r0/nr0; % Primeiro vetor ortonormal da base.
% while e(k)> erro_adm

while e > erro_adm
t = A*V(:,k); % Computa novo vetor da base t ainda
ndo ortonormalizado.
for 1 = 1:k

o°

H(i,k) = V(:,1)"'*t; % Calcula a componente do vetor t na
% direcdo do vetor v (i) (suas projecdes).
t =t - H(i,k)*V(:,1); % Subtrai as projecdes para tornar t
% ortogonal.
end
H(k+1,k) = norm(t); % Calcula norma de t. H =(k+1)xk
V(:,k+1) = t/H(k+1,k); % Normaliza t V = nxk+1

oe

Rotagéo de Givens =======================================================

[m, ~]=size (H);
G = speye(m,m); % Define G inicialmente como uma matriz identidade
R = H;
for i = 2:m
r = sqrt(R(i,i-1)"2+R(i-1,i-1)"2); % Calcula o "raio".

o\°

c = R(i-1,1-1)/zr; Calcula o cosseno da
matriz de rotacdo de Givens.
s = - R(i,1-1)/r;

% matriz de rotacdo de Givens.

o

oe

Calcula o seno da
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o)

G(i,1) = c; % Define o valor dos
% elementos da matriz que sdo diferentes da Identidade;

G(i-1,i-1) = c;
G(i,i-1) = s; % Seno para o caso onde j (i) > i(i-1)
G(i-1,i) = -s;
if i<m
G = [speye(m,m),G]; % Estoca as matrizes
% Gn,Gn-1,...,Gl em uma Unica matriz na forma G = [Gn Gn-1 ... G1].
R =G(:,m+1:2*m) *R; % Computa nova matriz Q
% para eliminar préximo indice.
else
G = G; % Evita que seja
% estocado no formato G = [I Gn Gn-1 Gl]. Q = Gn = (k+1)x(k+1)
R = G(:,1:m)*R; % Computa a matriz R. R ~ (k+1)xk
end

end

% Minimos quadrados B T T e, ——

el = zeros(k+1,1);

el(l,1) = nro0;

Qb = el; % Qb ~ (k+1)x1
for i=1:m-1
Qb = G(:,m* (m-1-1i)+1l:m* (m—-1)) *Qb;
end

vy = R(1:k,:)\Qb(1l:k,:); sy ~ (k,1)
x = x0 + V(:,1:k)*y; % Calcula novo x
r = b-A*x; % Novo residuo
% e (k+1) = norm(r)/norm(b); % Novo erro;
e = norm(r)/norm(b) ;
k = k+1; % Atualiza contagem;
if k == kmax
break % Se ndo convergir no numero maximo permitido
% de iteracdes, interromper processo.
end
end
splot(e,'-0"); % Plota o comportamento do erro
k = k-1; % Numero de iteracdes, pois x0 = x (1)
end
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Anexo V

function [x,k,alfa,e] = GMRESm (A, Db)

Utiliza o método dos Residuos Minimos Generalizados com recomeco a cada m
iteracdes para resolver o problema Ax = b. O programa retorna o vetor x o
numero de iterag¢des, numero de recomecos e o erro. O comportamento do
erro pode ser observado desabilitando "e" e habilitando "e(k)".

o o o

oo

clc
close all

% Checa dimensd&es A ( )X = b(n) ==========================================
[n,~] = size(A); % n = # de linhas; m = # de colunas.
if any([n 1]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de Db.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');
end
o

S FErro admissivel]l =============—========—==—==—=—————=—=———————————=—=———=—=========x

global erro adm kmax rec

erro_adm = 10"-6; % Em porcentagem de |b].
kmax = nj; % # maximo de iteracdes
rec = 20; % Numero de Iteracdes até recomeco

[}

% Valores Inicilals ========================================================

x0 = zeros(length(b),1); % x 1inicial.
k =1; % Para a contagem de iteracdes k (# iteracdes = k-1)
alfa = 1; % Para contagem de numero de recomecos (# recomecos = alfa-1)
r0 = b-A*x0; % Residuo Inicial
e (k) = norm(rO)/norm(b); % Erro inicial
e = norm(r0) /norm(b) ;
[x,k,e, alfa] = RESm(A,b,x0,r0,alfa,e, k);
k =k-1; % Numero de iteracdes, pois x0 = x (1)
alfa = alfa-1; % Numero de recomeg¢os, pois alfa = 1 para as
% 1lteracdes iniciais, quando ainda ndo houve recomecgo.
end
function [x,k,e,alfa] = RESm(A,b,x0,r0,alfa,e, k)

global erro adm kmax rec

< Ortogonalizagéo de Arnoldl ==============================================

nr0 = norm(r0); % Norma do residuo Inicial.
V(:,1) = r0/nr0; % Primeiro vetor ortonormal da base.
for j = 1l:rec
t = A*V(:,]); % Computa novo vetor da base t ainda

% ndo ortonormalizado.
for i = 1:3

H(i,Jj) = V(:,1)"*t; % Calcula a componente do vetor t na
% direcdo do vetor v (i) (suas projecdes) .
t =t - H(i,3)*V(:,1); % Subtrai as projec¢des para tornar t
% ortogonal.
end
H(j+1,j) = norm(t); % Calcula norma de t. H =(k+1)xk
V(:,J+1) = t/H((I+1,7); % Normaliza t V = nxk+1

% Rotacdo de Givens =======================
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o

o
]

[m, ~]=size (H);
= speye(m,m); % Define G inicialmente como uma matriz identidade.
R = H;
for i = 2:m
r sqrt (R(i,1-1)"2+R(i-1,1i-1)"2);
c = R(1i-1,1i-1)/r;
matriz de rotacdo de Givens.

o\

Calcula o "raio".
Calcula o cosseno da

o

s = - R(i,1-1)/r; % Calcula o seno da
matriz de rotacdo de Givens.
G(i,1) = c; % Define o valor dos
elementos da matriz que sdo diferentes da Identidade;
G(i-1,i-1) = c;
G(i,1i-1) = s; % Seno para o caso onde j(i) > i(i-1)
G(i-1,1i) = -s;
if i<m
G = [speye(m,m),G]; % Estoca as matrizes
Gn,Gn-1,...,Gl em uma Unica matriz na forma G = [Gn Gn-1 ... G1].
R = G(:,m+1:2*m) *R; % Computa nova matriz Q
para eliminar préximo elemento.
else
G = G; % Evita que seja
estocado no formato G = [I Gn Gn-1 ... Gl]. Q = Gn = (k+1)x(k+1)
R =G(:,1:m) % Computa a matriz R. R = (k+1)xk
end
end
Minimos quadrados =======================================================
el = zeros(j+1,1);
el(l,1) = nr0;
Qb = el; % Qb = (k+1)x1

for i=1:m-1
Qb = G(:,m* (m-1-1i)+1l:m* (m—-1)) *Qb;
end

v = R(1:3,:)\Qb(1:3,:); sy = (k,1)
x = x0 + V(:,1:3)*y; % Calcula novo x
r = b-A*x; % Novo residuo
k = ((alfa-1) *rec)+7j; % Atualiza contagem de iteracdes;
e (k) = norm(r)/norm(b); % Novo erro;
e = norm(r) /norm(b) ;
if e(k) < erro_adm
if e < erro_adm
break % Se convergir, interromper processo.
end
if k == kmax
break % Se ndo convergir no numero méximo permitido
de iteracdes, interromper processo.
end
end
if k == kmax % Se ndo convergir no numero maximo permitido

de iteragdes, interromper processo.
display('N&o convergiu no numero maximo de iteracgdes

permitidas') ;

o

return % Retorna a funcdo anterior GMRESm
end
if e(k) > erro_adm
if e > erro_adm % Se erro e a maior que o admissivel, repetir
processo
alfa = alfa+l; % Atualiza contagem de recomecos
[x,k,e,alfal] = RESm(A,b,x,r,alfa,e, k); % Se ndo convergir
repetir o processo.
end

end
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Anexo VI

function [x,k,e] = GMRESPreCondEsqg(A,Db)

Utiliza o método dos Residuos Minimos Generalizados com pré-condicionador
a esquerda para resolver o problema Ax = b. Os pré-condicionadores
utilizados s&o aqueles dos métodos estacionarios. O programa retorna o
vetor x o numero de iteracdes e o erro. O comportamento do erro pode ser
observado desabilitando "e" e habilitando "e(k)".

o o o oe

oo

clc
close all

% Checa dimens®es A(n,m)x = b(n) ==========================================
[n,~] = size(A); % n = # de linhas; m = # de colunas.
if any([n 1]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de b.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');
end

erro_adm = .015; % Em porcentagem de |b].
kmax = nj; % # maximo de iteracdes

% Pré-condicionador =======================================================
D diag(diag(A)); Diagonal de A;

L = tril (A)-D; Parte estritamente triangular inferior de A
w = 4/15; Coeficiente w do método ponderado de Jacobi
wsor = 1.5; Coeficiente w do método SOR

Il
o° oo

o

o

%P = D; % Pré-Condicionador de Jacobi

%P = (1/w)*D; % Pré-Condicionador de Jacobi Ponderado
P = L+D; % Pré-Condicionador de Gauss

%$P = D+wsor*L; % Pré-Condicionador SOR

%S Valores Tnicilals =====================================================x===

x0 = zeros(length(b),1); % x inicial.

r0 = P\ (b-A*x0); % Residuo Inicial.

k =1; % Para a contagem de iteracdes k (# iteracdes = k-1)
invPb = P\b;

%e (k) = norm(r0)/norm(b); % Erro inicial

e = norm(r0) /norm(b) ;

Q

% Ortogonalizagéo de Arnoldl ==============================================x=

nr0 = norm(r0); % Norma do residuo Inicial.
V(:,1) = r0/nr0; % Primeiro vetor ortonormal da base.
while e(k)> erro_adm
while e > erro_adm

t = (P\RA)*V(:,k);
& ndo ortonormalizado.
for 1 = 1:k

o\

o\°

Computa novo vetor da base t ainda

o

H(i,k) = V(:,1)"'*t; % Calcula a componente do vetor t na
% direcdo do vetor v (i) (suas projecoes).
t =t - H(i,k)*V(:,1); % Subtrai as projecdes para tornar t
% ortogonal.
end
H(k+1,k) = norm(t); % Calcula norma de t. H =(k+1)xk
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V(:,k+1) = t/H(k+1,k); % Normaliza t V = nxk+1

% Rotacdo de Givens =======================================================

[m,~]=size (H);

G = speye(m,m); % Define G inicialmente
% como uma matriz identidade.
R = H;
for 1 = 2:m
r = sqrt (R(i,i-1)"2+R(i-1,i-1)"2); % Calcula o "raio".

o\

c = R(i-1,i-1)/r;
% matriz de rotacdo de Givens.

Calcula o cosseno da

s = - R(i,1-1)/r; % Calcula o seno da
% matriz de rotacdo de Givens.
G(i,1) = c; % Define o valor dos
% elementos da matriz que sdo diferentes da Identidade;
G(i-1,i-1) = c;
G(i,i-1) = s; % Seno para o caso onde
% J(i) > i(i-1).
G(i-1,1i) = -s;
if i<m
G = [speye(m,m),G]; % Estoca as matrizes
% Gn,Gn-1,...,Gl em uma uUnica matriz na forma G = [Gn Gn-1 ... Gl1].
R = G(:,m+1:2*m) *R; % Computa nova matriz Q
% para eliminar préximo indice.
else
G = G; % Evita que seja
% estocado no formato G = [I Gn Gn-1 Gl]. Q = Gn = (kt+t1)x(k+t1)
R = G(:,1:m)*R; % Computa a matriz R. R = (k+1)xk
end
end
% Minimos quadrados =======================================================
el = zeros(k+1,1);
el(l,1) = nrO0;
Qb = el; % Qb = (k+1)x1

for i=1:m-1
Qb = G(:,m* (m-1-1)+1:m* (m—-1)) *Qb;
end

y = R(1l:k,:)\Qb(1:k,:);

o°

y = (k,1)
c

x = x0 + V(:,1:k)*y; % Calcula novo x
r = P\ (b-A*x); % Novo residuo
% e(k+1l) = norm(r)/norm(b) ; % Novo erro;
e = norm(r) /norm(b) ;
k = k+1; % Atualiza contagem;
if k == kmax

display('N&o convergiu no numero maximo de iteracgdes
permitidas’');

break % Se ndo convergir no numero maximo permitido
% de iteracdes, interromper processo.
end
end
k = k-1; % Numero de iteracgdes, pois x0=x(1)
plot (e, '-0")

end
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Anexo VII

function [x,k,e] = GMRESPreCondDir (A,b)

Utiliza o método dos Residuos Minimos Generalizados com pré-condicionador
a direita para resolver o problema Ax = b. Os pré-condicionadores
utilizados s&o aqueles dos métodos estacionarios. O programa retorna o
vetor x o numero de iteracdes e o erro. O comportamento do erro pode ser
observado desabilitando "e" e habilitando "e(k)".

o o o oe

oo

clc
close all

% Checa dimens®es A(n,m)x = b(n) ==========================================
[n,~] = size(A); % n = # de linhas; m = # de colunas.
if any([n 1]~=size (b)) % Checa se # de linhas de A = # linhas de b.

error ('b deve ter o mesmo numero de linhas que a matriz A');
end

[}

% Erro admissivel =========================================================

erro_adm = .015; % Em porcentagem de |b].
kmax = nj; % # maximo de iteracdes

o°

Pré-condicionadores =====================================================

o

D = diag(diag(d));
L = tril (A)-D;

Diagonal de A;
Parte estritamente triangular inferior de A

o

w = 4/15; % Coeficiente w do método ponderado de Jacobi
wsor = 1.5; % Coeficiente w do método SOR

$P = D; % Pré-Condicionador de Jacobi

P = (1/w)*D; % Pré-Condicionador de Jacobi Ponderado

P = L+D; % Pré-Condicionador de Gauss

%P = D+wsor*L; % Pré-Condicionador SOR

o

Valores ITniclalsS =====================================================x===

x0 = zeros(length(b),1); % x inicial.

r0 = b-A*x0 ; % Residuo Inicial.

k =1; % Para a contagem de iteracgdes k (# iteracdes = k-1)
%e (k) = norm(r0)/norm(b) ; % Erro inicial

e = norm(r0) /norm(b) ;

o)

% Ortogonalizacdo de Arnoldi

nr0 = norm(r0); % Norma do residuo Inicial.
V(:,1) = r0/nr0; % Primeiro vetor ortonormal da base.
% while e (k)> erro_adm
while e > erro _adm
t = (A/P)*V(:,k); % Computa novo vetor da base t

%ainda ndo ortonormalizado.
for i = 1:k
H(i,k) = V(:,1)"'*t;
% direcdo do vetor v (i) (suas projec¢

Calcula a componente do vetor t na
es) .

o
°
o

oe

t =t - H(i,k)*V(:,1); Subtrai as projecdes para tornar t

Q

% ortogonal.
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end
H(k+1, k)
Vi(:,k+1)

= norm(t);
t/H(k+1,k);

% Rotacdo de Givens

[m, ~]=size (H);
G = speye (m,m) ;
% como uma matriz identidade.

Calcula norma de t.
Normaliza t vV =

sgqrt (R(i,1i-1)"2+R(i-1,i-1)"2);

H =(k+1)xk
nxk+1

% Define G inicialmente

o

Calcula o "raio".
Calcula o cosseno da

o

o\

Calcula o seno da

Q

% Define o valor dos

% Seno para o caso onde

Q

R = H;
for i = 2:m
r =
c = R(1i-1,1i-1)/r;
% matriz de rotacdo de Givens.
s = - R(i,i-1)/r;
% matriz de rotacdo de Givens.
G(i,i) = c;
% elementos da matriz que sdo diferentes da Identidade;
G(i-1,i-1) = c;
G(i,1i-1) = s;
% Jj(1) > 1i(i-1).
G(i-1,i) = -s;
if i<m
G:

R =
% para eliminar préximo indice.
else
G = G;
% estocado no formato G = [I Gn Gn-1
R =G(:,1:m)

end
end
% Minimos quadrados

[speye (m, m)
% Gn,Gn-1,...,Gl em uma uUnica matriz na forma G =
G(:,m+1:2*m) *R;

/Gl

% Estoca as matrizes
[Gn Gn-1 Gl].
% Computa nova matriz Q

Q

% Evita que seja
QO = Gn = (k+1)x(k+1)

Computa a matriz R. R ~ (k+1)xk

el = zeros(k+1l,1);

el(1,1) = nr0;

Qb = el; % Qb ~ (k+1)x1
for i=1:m-1
Qb = G(:,m* (m-1-1i)+1l:m* (m-1)) *Qb;
end

vy = R(1:k,:)\Qb(1l:k,:); sy ~ (k,1)

x = x0 + P\V(:,1:k)*y; % Calcula novo x

r = b-A*x; % Novo residuo

% e (k+1) = norm(r)/norm(b); % Novo erro;

e = norm(r) /norm(b) ;

k = k+1; % Atualiza contagem;
if k == kmax

display('Néo convergiu

permitidas') ;

break %
% de iteracgdes, interromper processo.
end
end
k = k-1;
splot (e, '-0")
End

no numero maximo de iteracdes

Se ndo convergir no numero maximo permitido
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Anexo VIII

function divnode (X, t)

# Realiza divisao bindria dos nds da malha;

# X = matrix que contém as coordenadas dos ndés;{t,2}

# t = vetor com os numeros dos nds; [t]

n = length(t) # Quantidade de nds

x = X[t,:] # Matrix com as coordenadas dos ndés que pertencem ao bloco a
ser dividido,; {t,2}

c = mean(x,1) # Vetor com as coordenadas do centro geometrico do
conjunto de ndés;{1,2}

# mean(x,1) = média ao longo da 1 dimensdo da matrix (l1dim = linhas).
COVX = COV (X) # Calcula matrix de covariancia de x
eig valx,eig vecx = eig(covx)

# Calcula autovalores e autovetores da matriz de covariancia de x

ref = eig vecx[:,indmax (eig valx)]

# Define como referencia o autovetor relacionado ao maior autovalor
# Direcao desse autovetor e a direcao de maior variabilidade dos dados
attcond = zeros(n)

for i=1:n

attcond([i] = (x.-c)[i,:]"*ref
# Condicao que divide os nos em dois blocos diferentes.
end
x1=t[attcond.>=0] # Bloco tal que a condicao e >= 0
x2=t [attcond.<0] # Bloco tal que a condicao e < 0
diam = 2*maximum(sgrt. (((x.-c).*(x.-c))[:,1]+((x.-c).*(x.-c))[:,2]))
# Calcula diametro do conjunto de dados, centralizando eles;
dia = 2*norma do ponto mais distante do centro
return x1,x2,diam,c
end
function cluster (X, max elem,n = 1.0)
# X = Coordenadas (x,y) dos nos

# max elem = Define maximo de nds em cada folha, tal que:

max _elem/2 =< nés em cada folha < max elem

m,n = size (X)

# Tamanho da matriz contendo as coordernadas de cada né {m,2}

max clt = ceil(Int,2*m/max elem) # Define limite superior para tamanho
(n° de linhas) das matrizes e vetores utilizados

childl = zeros(l,2*max clt)

child2 = zeros(l,2*max clt)

t = collect(l:m) # NOs

inode = 1 # Comeca a contagem de nds da drvore
ileaf =1 # Comeca a contagem de folhas da drvore
nodes = Array{Any} (2*max clt) # Aloca um vetor de vetores para guardar
0s nos da malha pertencentes a cada nd da drvore

# Nodes[i] = vetor com os nds da malha pertencentes ao né i da 4drvore

leaves = Array{Any} (2*max_clt) # Aloca um vetor para guardar as folhas
child = zeros (Int,2*max clt,?2)

# Aloca uma matriz para guardar os filhos de cada no.

# Child[i,:] = filhos do nd 1

nodes[1l] = t

# O 1° né da drvore (raiz) contem todos os nds da malha.

center row = zeros(2*max clt,2) # Aloca um vetor para guardar o centro
geometrico de cada bloco de nés da malha.

diam = zeros(2*max clt)

# Aloca um vetor para guardar o diametro de cada bloco de nds da malha.
i =1 # Comeca contagem de nods

while inode >= ileaf

# Enquanto o quantidade de nés for maior que a de folhas.

# Observe que a condig¢do sO ndo vali ser satisfeita quando a drvore
estiver completa.
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Tree =

for

end

for

#
end

admi

tl,t2,d,c = divnode (X, nodes[1])
# Executa a rotina que divide os nés da malha.

center row([i,:] = c; # Salva centro geometrico do nd 1 da arvore
diam[i] = d; # Salva diametro do né 1 da drvore
if length(tl)> max _elem # Se a quantidade de nds em tl for
maior que max _elem, definir como no
inode = inode + 1 # Chama proximo nod
nodes[inode] = tl # Define tl como um no
child([i, 1] = inode # Define tl como filho do nd 1
else # Se a quantidade de nds for
menor que max_elem, definir como folha
leaves[ileaf] = tl # Define tl como uma folha
ileaf = ileaf + 1 # Chama proxima folha
childl[i] = ileaf # Define tl como folha do nd 1
end

# Realiza O mesmo para t2--———————————————-—-————————— -

if length(t2) > max elem

inode = inode + 1
nodes [inode] = t2
child[i,2] = inode
else
leaves[ileaf] = t2
ileaf = ileaf + 1
child2[i] = ileaf
end
# _____________________________________________________________
i=1+1
Array{Any} (inode+ileaf-1) # Define tamanho da drvore
i=1:inode # Para todos os nos
Tree[i] = nodes[i] # Insere o0s ndos na drvore
if childl[i] > O # Se aquele né tem folhas
child([i,1] = childl[i] + inode - 1
# Adiciona as folhas pares na matriz child
end
if child2[i] > O # Se aquele né tem folhas
child[i,2] = child2[i] + inode - 1
# Adiciona as folhas impares na matriz child
end
i=l:ileaf-1 # Para todos as folhas
Tree[inode+i] = leaves[i] # Insere as folhas na arvore
tl,t2,d,c = divnode (X, leaves[i]) # Calcula o diam e ¢ das folhas

# Havia sido calculado somente os dos bloco que foram divididos, ou
seja, 0s néds.
center row[inode+i,:] = c
# Adicona o c das folhas na matrixc center row
diam[inode+1i] d
# Adicona diam das folhas na matrix diam
child[inode+i,:] = [0 0]
Completa a matrix child com par [0,0], pois folhas nao tem filhos

ss = zeros (inode+ileaf-1,inode+ileaf-1)

# Cria matriz para alocar o resultado da aplicadao da condicao de

admi
for

ssiblidade entre os blocos
i=l:inode+ileaf-1 # Para todos o0s nds da malha
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for j=l:inodetileaf-1
admiss[i,J] = n*norm(center row[i]-center row[]],2) - max(diam[
il,diam[9])
# Condicao de adimissiblidade, para satisfazer deve ser > 0
end
end
allow = admiss.>=0; # Salva blocos onde a condicao e satisfeita
block blocks (Tree,child,allow)
# Funcao que retorna os blocos admissiveis
return Tree,block
end

function blocks (Tree,child,allow)
fcl = [2; 2; 3; 3] # Primeiros Blocos a serem avaliados
fc2 = [2; 3; 2; 3] # Primeiros Blocos a serem avaliados
# fcl(l) e fc(2) formam blocos a serem analisados -> (22, 23, 32, 33)
block = zeros (Int, 0, 3)
# Matrix que aloca os blocos admissiveis [:,1:2] e se atende a condicao
de admissiblidade [:,3]

cl = 0; # Contador
while cl < length(fcl) /2
for i=1:2

if allow([fcl[cl*2+1i],fc2[cl*2+i]]==
# Se blocos sdo admissiveis
block = vcat (block, [fcl[cl*2+1] fc2[cl*2+i] 1])
# Adicionar blocos e identificador 1 (admissivel) a proxima
linha matrix block
else # Se blocos ndo sdo admissivels
if child[fcl[cl*2+1i],1]1==0 && child[fc2[cl*2+i],1]==0
# Se ambos os blocos ndo tem filhos, ou seja, se ambos sao
folhas
block = vcat (block, [fcl[cl*2+i] fc2[cl*2+i] 0])
# Adicionar blocos e identificador 0 (ndo admissivel) a
proxima linha matrix block
else
if length (Tree[fcl[cl*2+i]])>=length(Tree[fc2[cl*2+i]])
# Se a quantidade de elementos no bloco Tree[fcl[...]]]
e >= Treel[fc2[...]]

fcl = [fcl; child[fcl[cl*2+1i],:]]
# Adiciona filhos a fcl[...]
fc2 = [fc2; fc2[cl*2+i]; fc2[cl*2+i]]
# Repete elemento de fc2[...]
else
fcl = [fcl; fcllcl*2+1]; fcllcl*2+1]]
# Repete elemento de fcl[...]
fc2 = [fc2; child[fc2[cl*2+i], :]1]
# Adiciona filhos a fc2/[...]
end
end
end
end
cl = cl + 1 # Atualiza contador

end

return block

#Matriz que contem os blocos analisados e sua condicao de admiiblidade
end
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Anexo IX

function ACAF analitico(Tree,block, fHeG,arg,erro=1e-5)
# arg = [NOS1,NOS GEOl,tipoCDC,valorCDC,normal,ELEMI k]
# 1 2 3 4 5 6 7
n = size(block,1) # Quantidade de Submatrizes
RAaca = Array{Any} (n,2)
# Cria vetor{Any} que armazena submatrizes [N° de submatrizes x 2]

b = zeros(size(arg[l],1))
# Cria matriz b, Ax=b, de zeros [N° de nos x 1]
for i=1:n # Para cada Submatriz

bl = Treel[block[i,1]]
# N6s I da malha que formam a submatriz (Pontos Fonte) (linhas)
b2 = Treelblock[i,2]]
# N6s J da malha que formam a submatriz (Pontos Campo) (Colunas)
# Submatriz = Produto cartesiano I x J
if block[i,3]==0 # Se esses blocos ndo sdo admissiveis
RAacali,1],B = fHeG(bl,b2,arqg)
# Salva na linha i da 1° coluna da matriz Aaca a matriz A e
salva a matriz B
blbl] = b[bl] + B*arg[4][b2]
# Contribuicao para o valor de G*g dos nos que formam b2
else # Caso contrario (Se blocos sdo admissiveis)
INDB1=1[]
# Vetor para armazenar indice das linhas calculadas
INDB2=]
# Vetor para armazenar indice das colunas calculadas
Bl = zeros(0,length(b2))
# Aloca vetor para salvar as linhas calculadas da matriz G
B2 = zeros(length(bl),0)
# Aloca vetor para salvar as colunas calculadas da matriz G
indl = trues(length(bl))
# Aloca vetor para salvar se linha foi calculada ou ndo
ind2 = trues (length (b2))
# Aloca vetor para salvar se coluna foi calculada ou ndo
indaref = 1
# Contador para o numero de linhas (Pontos fonte)
aref = 0*ind2
# Vetor que a armazena a linha calculada da matriz H
for indaref = l:length(indl) # Calcula linha Auxiliar
# Para todos os Pontos fonte (para todas as linhas da matriz)
aref,btemp = fHeG (bl[indaref],b2,arq)
# Calcula uma linha da matriz A (aref) e uma linha da
matriz B (btemp)
aref = aref.' # Salva o vetor como linha
push! (INDB1, indaref)
# Armazena o indice da linha calculada em INDBI
Bl = [Bl;btemp]
# Adiciona a Bl a linha calculada da matriz G
if norm(aref) > 1le-10
# Se a norma da linha caculada for maior que le-10

break # Ndo calcular mais linhas
end
indl [indaref] = 0 # Torna true = 1, em falso = 0
# Indica que a linha [indaref] foi calculada de forma exata

end

if indl==falses (indl)

# Se todas as linhas foram calculadas, norma de todas elas

e < le-10 = Matriz nula
Aacali,1l] = indl*0
# Salva na linha 1 da 1° coluna da matriz Aaca uma coluna
de zeros
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Aacal[i,2] = ind2.'*0
# Salva na linha 1 da 2° coluna da matriz Aaca uma linha
de zeros
else # Se nem todas as linhas foram calculadas
indbref = 1
# Contador para o numero de colunas (Pontos campo)
bref = 0*indl
# Vetor que a armazena a coluna calculada da matriz H
for ii = 1l:length(ind2) # Calcula coluna Auxiliar
# Para todos os pontos campo (para todas as colunas da matriz)
indbref = indmin (abs. (aref[ind2])) # ACA+
indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]
# Indice de menor valor em modulo, de uma coluna ainda
nao calculada, da ultima linha calculada
bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref], arqg)
# Calcula uma coluna da matriz A (bref) e uma coluna da
matriz B (btemp)
push! (INDB2, indbref) # Armazena o indice das colunas
calculadas em INDBZ2
B2 = [B2 btemp] # Adiciona a B2 a coluna calculada
da matriz G
if norm(bref) > 1le-10# Se a norma da linha caculada for
maior que le-10

break # Ndo calcular mais colunas
end
ind2 [indbref] = 0 # Torna true = 1, em falso = 0
# Indica que a coluna [indaref] foi calculada de forma exata
end
arefmax = indmax (abs. (aref))

# Indice do maior em modulo da ultima linha calculada
brefmax = indmax (abs. (bref))

# Indice do maior em modulo da ultima coluna calculada
Umax = 0 # Quarda indice maximo coluna (pivo)
Vmax = 0 # Quarda indice maximo linha (pivo)
nmin = min (length (indl), length (ind2))

# Minimo entre o numero de linhas e colunas da matriz

U = zeros (length(indl) ,nmin) # Aloca matrix U
V = zeros (nmin, length (ind2)) # Aloca matrix V
Ap = zeros (length(indl),length (ind2)) # Aloca matrix Ap
normaO = 0.0 # Norma Inicial
cont = 0 # Define contador
for cont = 1l:nmin-1

# Ja foi calculado 1 linha e coluna da matrix, s&o
necessarios agora no maximo nmin -1
if abs. (arefl[arefmax])>abs. (bref[brefmax])
# Se o maior valor em modulo (pivo) da linha e maior
que o da coluna
Ul:,cont],btemp = fHeG (bl,b2[arefmax],arq)
# Calcula coluna do pivo A[:,1]
Ul:,cont] = U[:,cont] - Ap[:,arefmax]
# U = A[:,1] - Ap[;,1] Computa matriz diferenca
push! (INDB2, arefmax)
# Armazena o indice da coluna calculada em INDBZ2
B2 = [B2 btemp]
# Adiciona a B2 a coluna calculada da matriz G
Umax = indmax (abs. (U[:,cont]))
# Encontra pivo na coluna calculada
V[cont, :],btemp = fHeG (bl [Umax],b2,arqg)
# Calcula linha do pivo
V[cont,:] = (V[cont,:][:]-Ap[Umax,:])."'/U[Umnax,cont]
# Define V = (1/pivo) (V-Ap)
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push! (INDB1, Umax)
# Armazena o indice da linha calculada em INDBI

Bl = [Bl;btemp]

# Adiciona a Bl a linha calculada da matriz G

Vmax = arefmax # Atualiza arefmax
else

# Se o maior valor em modulo(pivo) da coluna e maior
que o da linha

Vicont, :],btemp = fHeG (bl [brefmax],b2,arqg)

# Calcula linha do pivo

V[cont,:] = (V[cont,:][:]-Ap[brefmax, :])

# Define V = A[i,:] - Ap[i,:]

Computa matriz diferenca

push! (INDB1,brefmax)

# Armazena o indice da linha calculada em INDBI

Bl = [Bl;btemp]
# Adiciona a Bl a linha calculada da matriz G
Vmax = indmax (abs. (V[cont, :]))

# Encontra pivo na linha calculada
Ul:,cont],btemp = fHeG(bl,b2[Vmax],arqg)

# Calcula coluna do pivo

U[:,cont] = (U[:,cont]-Ap[:,Vmax])/V[cont,Vmax]
# Define U = (1/pivo) (A[:,i] - Ap[:,1])

push! (INDB2, Vmax)

# Armazena o indice da coluna calculada em INDBZ2

B2 = [B2 btemp]
# Adiciona a B2 a coluna calculada da matriz G
Umax = brefmax # Atualiza Umax

end

Ap = U*V # Calcula Aproximacao

normal = vecnorm (Ap)

# Calcula norma da matriz aproximada

if abs. ((normal-normal) /normal) < erro

# Se o erro e menor que o permitido
# normal -normaO = A(i)-A(i-1)= a(i)b(i)

break # Parar
else

normaO0 = normal # Atualiza norma
end
indl [Umax] = 0

# Indica que a coluna [Umax] foi calculada de forma exata
ind2 [Vmax] = 0
# Indica que a linha [Vmax] foi calculada de forma exata
if indaref==Umax && indbref==Vmax
# Se os pivos sdo os mesmos que os de referencia

for indaref = l:sum(indl)
# De 1 ate a n° de colunas que ndo foram calculadas
indaref = indmax (indl)

aref,btemp = fHeG (bl[indaref],b2,arqg)
# Calcula uma linha da matriz A (aref) e uma linha da matriz B (btemp)
aref = aref-Ap[indaref,:]"'
push! (INDB1, indaref)
# Armazena o indice da linha calculada em INDBI
Bl = [Bl;btemp]
# Adiciona a Bl a linha calculada da matriz B
if norm(aref) > 1le-10
# Se a norma da linha caculada for maior que le-10

break # Parar
end
indl[indaref] = 0
# Indica que a linha foi calculada de forma exata

end
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for indbref = 1:sum(ind?2)
# De 1 ate a n° de colunas que ndo foram calculadas
indbref = indmin (abs. (aref[ind2]))
indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]
bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref], arqg)
# Calcula uma linha da matriz A (aref) e
uma linha da matriz B (btemp)
bref = bref-Ap[:,indbref]
push! (INDB2, indbref)
# Armazena o indice da coluna calculada em INDBZ2
B2 = [B2 btemp]
# Adiciona a B2 a coluna calculada da matriz G
if norm(bref) > 1le-10
# Se a norma da coluna caculada for maior que le-10

break # Parar
end
ind2[indbref] = 0
# Indica que a coluna foil calculada de forma exata

end
elseif indaref==Umax
# Se somente o pivo Umax ser o mesmo que os de referencia
bref = bref-U[:,cont]*V[cont, indbref] .’
for indaref = 1l:sum(indl)
# De 1 ate a n° de colunas que ndo foram calculadas
indaref = indmin (abs. (bref[indl]))
indaref = indaref + cumsum(indl.==0) [indl] [indaref]
aref,btemp = fHeG (bl[indaref],b2,arqg)
# Calcula uma linha da matriz A (aref) e
uma linha da matriz B (btemp)
aref=aref[:]-Ap[indaref, :]1[:]
push! (INDB1, indaref)
# Armazena o indice da linha calculada em INDBI
Bl = [Bl;btemp]
# Adiciona a Bl a linha calculada da matriz G
if norm(aref) > 1le-10
# Se a norma da coluna caculada for maior que le-10

break # Parar
end
indl[indaref] = 0
# Indica que a coluna foi calculada de forma exata

end
elseif indbref==Vmax
# Se somente o pivo Vmax ser o mesmo que os de referencia
aref = aref[:]-U[indaref, cont]*V[cont, :]
# Atualiza linha de referencia
for indbref = 1:sum(ind2)
# De 1 ate a n° de colunas que ndo foram calculadas
indbref = indmin (abs. (aref[ind2]))
indbref = indbref + cumsum(ind2.==0) [ind2] [indbref]
# Indice de menor valor em modulo, de uma coluna
ainda nao calculada, da ultima linha calculada
bref,btemp = fHeG(bl,b2[indbref],arqg)
# Calcula uma linha da matriz A (aref) e
uma linha da matriz B (btemp)
bref = bref-Ap[:,indbref]
# Nova coluna de referencia
push! (INDB2, indbref)
# Armazena o indice da coluna calculada em INDBZ2
B2 = [B2 btemp]
# Adiciona a B2 a coluna calculada da matriz G
if norm(bref) > 1le-10
# Se a norma da coluna caculada for maior que le-10
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break # Parar
end
ind2[indbref] = 0
# Indica que a coluna foi calculada de forma exata
end
else
aref = aref[:] - Ulindaref,cont]*V[cont, :]
# Atualiza linha de referencia
bref = bref - U[:,cont]*V[cont,indbref]."
# Atualiza linha de referencia
end
arefmax = indmax (abs. (aref))
# Indice da coluna de referencia
brefmax = indmax (abs. (bref))
# Indice da linha de referencia
Aacal[i,1] = U[:,1:cont] # Armazena os valores de U,
para o bloco, na 1° coluna da matrix Aaca
Aacal[i,2] = V[l:cont, :] # Armazena os valores de V,
para o bloco, na 2° coluna damatrix Aaca
end
# Todos os blocos ja foram calculados
maxl = ind2sub(size (Bl), indmax (abs. (B1[:, INDB2])))
# Retorna indices do maior elemento de Bl[:,INDB2]
# Bl guarda as linhas calculadas da matriz G, INDB1 contem
0s indices das linhas
# B1[:,INDB2] contem as linhas das colunas que foram
calculadas, dadas por INDBZ
maxv = Bl[max1[1],INDB2[max1[2]]]
# Recupera o valor desse elemento
Vb = Bl[max1[1],:]."
# Define Vb como a linha desse elemento
Ub = B2[:,max1[2]]/maxv
# Define Ub como a coluna desse elemento
Baca = Ub*Vb
# Calcula a primeira matriz aproximacao
Bl = B1 - Bacal[INDBI1, :]
# Atualiza o valor de Bl subtraindo da aproximacao Gaca
# Bl contem somente as linhas que foram calculadas
anteriormente INDBI,
# e precido pegar as mesmas linhas da matriz aproximada Gaca
B2 = B2 - Bacal[:, INDB2]
# Atualiza valor de B2 subtraindo da aproximacao Gaca
for i = 1l:size(B1,1)-1
# Para a quantidade de 1linha em Bl, menos uma que ja foi calculada
# Repete processo
maxl = ind2sub(size (Bl), indmax (abs. (B1[:, INDB2])))
# Acha indices do novo pivo
maxv = Bl[max1[1l],INDB2[maxl1[2]]]
# Definie o pivo
if abs. (maxv) < le-12
# Se o valor do pivo for menor que le-12

break # Para processo
end
Vb = [Vb; Bl[max1[1],:]."]
# Adiciona nova linha a Vb
Ub = [Ub B2[:,max1[2]]/maxv]

# Adiciona nova coluna a Ub

lastUV = Ub[:,end]*Vblend, :]."

# Calcula ultima contrinuicao a aproximacao
# Baca = Vbl*Ubl + Vb2*Ub2 +

# B - Baca = B - Vbl*Ubl - Vb2*Ub2 +

Bl = Bl - lastUV[INDBI1, :]
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# Atualiza o valor de Bl subtraindo da aproximacao Gaca
B2 = B2 - lastUV[:, INDB2]

# Atualiza valor de B2 subtraindo da aproximacao Gaca
end

b[bl] = b[bl] + Ub*Vb*arg[4] [b2]

# Contribuicao para o valor de B*b dos nos que formam b2
# arg[4] valor da CDC
end

end
end
return Aaca,b
end
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11 ANEXO - ELEMENTOS DE CONTORNO EM
TRANSFERENCIA DE CALOR

Nesse capitulo sera discutido o problema de conducéo de calor bidimensional [16]
[17]. Primeiramente a equacdo de Laplace, a qual é a equagcdo governante do
problema, serd deduzida. Em seguida, serd calculada a solucdo fundamental da
equacao de Laplace, a qual é importante para a formulacdo do MEC. A equacao
integral de contorno € entdo obtida e discretizada. Os elementos utilizados na
discretizacdo, ou seja, na formulacdo da malha, serdo os elementos lineares
continuos, os quais possibilitam obter solucdo analitica para algumas das integrais

gue descrevem o problema.

11.1 EQUACAO DE LAPLACE

O problema de conducdo de calor é governado pela lei de Fourier, essa
relaciona o gradiente de temperatura com a taxa do fluxo de calor.

Ty > T,

Figura 53 - Fluxo de calor unidirecional através em uma placa retangular.
No caso particular da conducédo de calor unidirecional (Figura 53), a taxa do
fluxo de calor na direcdo x que passa por um corpo de secao transversal A é definida
como:

(T = To)

onde k é a condutividade térmica do material, A é a area da secéo transversal da placa

e T,e T, sao, respectivamente, as temperaturas na face fria e na face quente da placa.
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Observe que a definicdo de quente e de frio é relativa e nesse contexto indica somente

que Ty > T;.

Como dito anteriormente Q, € a taxa, ou seja, a variacéo temporal, do fluxo de

calor, nesse caso na direcdo x dada por:

_00Qy
ot

Qx
Considerando agora um pequeno elemento da placa, de largura e area

infinitesimal, podemos escrever a equacéo anterior na forma:

: _ (Ty—To)
Ox = _kAAlalcr—I}oT

. oT
Qx = —kdA—— (9.1)

Essa equacgédo pode ser generalizada para o caso tridimensional, nesse caso é
interessante considerar a taxa de conduc¢édo de calor por unidade de &rea, tal que:

L 1 ( Py E)— 1 [ de<aT%+aTa+aTE>]
9= ga\Qt+ &+ k)= ox ' "oy’ Tz

S <aT%+ 6T++ aTE>
1= 0x ' ady dz
G = —kVT (9.2)
ondeVéo operador gradiente.

Em sistemas onde néo ha trabalho mecanico, a 12 lei na termodinamica garante

que:
D 0= U—— Qe+ 05 =05+0
i=1

onde Qg, Q; e Qs sdo, respectivamente, o calor que entra, o que é gerado é o que sali
do sistema e U é a variacdo da energia interna, nesse caso energia térmica. Para o

caso unidirecional, a 12 lei na termodinamica pode ser reescrita como:

: . 0C .
Qx +q4,dV = <Qx + %dx) + c,pVT
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onde ¢4€é o calor gerado por unidade de volume, c, o calor especifico e p a densidade

do material. Considerando o caso estacionario, o que significa que T = 0, a equacéo

anterior pode ser reescrita, isolando o termo de geracéo interna de calor, como:

o
Ggdv = a—gdx (9.3)

Substituindo (9.1) em (9.3) obtemos:

7., dV = a( deaT>d
W = 5% ox) *

Considerando k constante ao longo do material e expandindo o termo dV,
podemos reescrever como:

: dxdydz = ka(dAaT)d
qgaxayaz = 0x 0x X

. dydz = ka(dAaT)
Ag?yaz = 0x 0x

no entanto dydz = dA, e entdo temos:

, 0%T
quA = —de%
, 92T
T =K

A relacéo anterior pode ser estendida para as trés dimensdes, obtendo entéo:

O?T 0°T 0°T 4,

7x 9%y "9z k

dg
V2T = ——=
k

onde V? é o operador laplaciano. Essa equacéo é conhecida como equacao de Fourier

para conducao de calor e quando néo ha geracao interna de calor, ela é dada por:
VT =0

chamada de equacao de Laplace.
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11.2 DELTA DE DIRAC

Em diversos problemas de engenharia € comum considerar a aplicacdo de
cargas externas de forma concentrada em um ponto do dominio. No entanto, a no¢cao
de carga concentrada é relativa e depende da distancia entre o local de aplicacéo da
carga externa e o ponto onde se analisa a perturbagéo gerada por essa. Embora na
realidade a ideia de carga concentrada seja algo abstrato, matematicamente ela é

muito util.

E importante lembrar que nesse contexto carga externa é qualquer fonte
externa que produz uma funcdo de campo néo nula (campo de temperatura, campo
de tensdo, etc.) que descreve o comportamento do sistema, como por exemplo, fluxo

de calor, for¢as de contato, forcas de campo e outras condi¢cdes de contorno.

Para definir matematicamente uma carga concentrada considere uma funcao
degrau, também conhecida como funcédo pulso, centrada em d e de comprimento a.

A funcédo degrau é definida de tal forma que:

( _a

IO x<d >
1 a a
F(xldla)={_ d__<x<d+_
a 2 2

LO x>d+E

2

Assim a funcéo degrau é sempre nula no intervalo d —% >x>d+ % e é igual

aF(x,da)= % quando d — = < x < d + - (Figura 54). Observe também que:

+ 00 —00 d_% d+%
jF(x,d,a) = fF(x,d,a)dx+ f F(x,d,a)dx + f F(x,d,a)dx
- d-3 d+3 oo
=0+ f —dx+0
a
+00 d_%
1
jF(x,d,a) =— f dx =1
% ia
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ou seja, a integral da funcéo degrau é o valor unitario se o intervalo de integracéo

contém o intervalo d — = < x < d + =, caso contrario a integral é nula.

A
F(x,d,a) a

\ j

Figura 54 - Funcéo degrau centrada em d com largura a.

Definido a funcao pulso, a funcdo delta de Dirac é o limite da funcéo pulso

guando seu comprimento a — 0, observe que quando isso acontece a fungéo adquire
~ 1 .
valor ndo nulo somente quando x =d e seu valor F(x,d,a) = i Assim,

definimos a fungao delta de Dirac como [18] [19]:

b(x—d) = }li_rgF(x,d,a)

_ (%0 sex=d
6(x—d)—{0 sex #d

Analogo a funcédo degrau, na integracdo da funcédo delta de Dirac obtemos:
b 0 sed <a
J6(x—d)=1 sea<d<b
a 0 sed>Db

Outra importante propriedade relacionada a integral é:

b 0 sed<a
fg(x)(S(x—d):{g(d) sea<d<b
a 0 sed>Db

O delta de Dirac pode ser definido em qualquer dimensdo. O modo mais
simples para definir um delta de Dirac multidimensional é representar o mesmo como

um produto entre deltas de Dirac de menor dimensao.
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No caso bidimensional, o delta de Dirac e dado por:

§(x—d) = 6(x —xa)6(y — ya)

Observe que 6(x — d) s6 ndo serdnulo se x = x; e y = y4. Nesse caso a integral
sobre o dominio A ndo é mais uma integral simples mais uma integral dupla, de forma

que:

o (1 sedied, € A
ffAS(x d) = {O caso contrario (9-4)

11.3 TEOREMA DE GAUSS

O teorema de Gauss, ou teorema da Divergéncia, relaciona o fluxo vetorial
através das superficies de um corpo com o comportamento do campo vetorial dentro
do corpo. Matematicamente ele permite representar uma equacéo integral de volume

por equacdes integrais sobre superficies.

Considere uma funcgéo f(x, y) continua sobre uma area A do dominio. A integral

sobre a area A da derivada parcial em x dessa funcao € dada por:

[ D0 [ 2D gy - ([ LD 1)y

resolvendo a integral entre parénteses, podemos reescrever da seguinte forma:

d , Y2
[| Loty = [ [ra0) - a0y (©5)
A

Y1

Observe que os elementos diferenciais dx e dy podem ser escritos em funcéo

de um elemento diferencial dS do contorno S do dominio de integracdo A (Figura 55).
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A y
7 I D
A
K , . dy . C
AN 7
! '
Y| - o TTe— ~ / ;?ds
\ AT —m| |
l : . T
I )

Figura 55 - Elemento diferencial de contorno ds do dominio de integracao A.

Da Figura podemos observar que:

E—dx*+ Yi=ti+t,]
TastTas! TR
— dy—> dx—) - -
TLZEl—EJanL-i-ny] (9.6)
deste modo € possivel escrever:
_dy
TS
dy =n,dS (9.7)
dx
le = —E
dx = —n,dS

assim, substituindo a equacéo (9.7) na equacéao (9.5), obtemos:
Y2 Y2 Y2
[ IrGem) - o)y = [ fronds = [ flnm)nds
Y1 Y1 Y1

Observe também na Figura 55 que o trajeto correspondente a integracéo de y;
a y, corresponde aos arcos BCD ou BED. Assim, podemos reescrever a equacao

como:

Y2
f [F () = F(a )] dy = f  FleaO))nds - f £ (52 ())nedS
Y1 BCD B

ED
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Inverter o sentido de integracdo BED para DEB inverte também o sinal da
integracdo e permite que a integral agora possa ser escrita como uma Unica integral
ao longo do contorno BCDEB, o qual é o contorno fechado S do dominio de integracéo
A.

EB

[0 - reaoMay = [ romds+ [ renas
Y1 BCD D

= f(s)n,ds + f(s)n,ds
BCD DEB

- fBCDEBf(S)nde - j‘;f(S)nde

Substituindo o resultado em (9.5), obtemos:

of (x,
ﬂ fY) 1a ng(s)nde 9.8)
A 0x s
E possivel demonstrar, de forma anéaloga, que:
of (x,
ﬂ fy) 1a ff(s)nyds 9.9)
A ay s

Somando somente o lado esquerdo das equacdes (9.8) e (9.9), obtemos:

ﬂaf(xy)dA ﬂaf( y)dA_ﬂ<5f(xy) 5f(xy)>dA ﬂv £ dA

Somando agora somente o lado direito das equacdes (9.8) e (9.9), obtemos:

ygf(s)nde + jgf(s)nde = jg (f(s)nx+f(s)ny)d5 = f (f -n)dsS

E finalmente juntando o lado esquerdo e direito novamente, temos:

ﬂAv-fdAsz(f-ﬁ)dS

0 qual é o teorema de Gauss para o0 caso bidimensional, onde V- f € o operador
divergente aplicado em f e f - 71 € o produto escalar de f com o vetor unitario normal
a ao contorno de integracéo s, observe que por convengao o vetor normal a uma

superficie fechada aponta sempre externamente a essa.
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O teorema de Gauss pode ser aplicado a qualquer dimensdo, no espaco

tridimensional o mesmo € dado por:

[[v-rav = ficr-mas

onde V é o volume de integracéo e S sédo as superficies que delimitam esse volume.

11.4 SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solucédo fundamental é a base de qualquer formulacdo baseada no MEC.
Essa € a solucdo analitica representando os efeitos de uma carga pontual em um
ponto de um dominio infinito. No caso da conducéo e calor, a solucdo fundamental
representa o campo de temperatura em um dominio infinito gerado por uma fonte de
calor concentrada em um ponto qualquer desse dominio. A solucdo é obtida
matematicamente resolvendo a equacao de Fourier, para um termo de geracéo de
calor definido pelo delta de Dirac.

8(x—d)

VeT* =
k

Considere k constante e a origem do sistema de coordenadas no ponto fonte,
ou seja, no ponto onde é aplicada a fonte de calor. Desse modo, temos que
6(x—d)=6(x—0)=46(x), e entdo o problema apresente simetria polar. Podemos

entdo definir uma funcao G tal que:

—kV2T* = V26 = §(x)

—kT* =G (9.10)

Desta forma, a questdo a ser resolvida é encontrar uma fungéo G(r) qualquer,
onde r é a distancia radial, tal que V2G = §(x). Observe que esse delta de Dirac é

bidimensional, pois ele é definido sobre um dominio plano.

Integrando a funcéo §(x) no dominio definido por um circulo de raio R, obtemos:

1=ﬂR5(x)dA=HRVZGdA=ﬂRV-(VG)dA (9.11)
0 0 0

203



A integral tem valor unitario, devido a propriedade (9.4) do delta de Dirac, pois
ela contém o ponto d = (0,0). Aplicando o teorema de Green na integral anterior,

obtemos:

fLRV-(VG)dA=£VG-ndS

Como o problema apresenta simetria polar, ou seja, G é funcdo somente de r,

o produto escalar VG - n € simplesmente a derivada na direcdo radial [19] [20].

VG -n= (aG*+aG§> (7 +6)
"=\or" Tae”) V"
G 0
6
VGn = (aG*+0§) (7 +6) _ 2
n= or 4 r ~ or
deste modo, temos que:
R G
ff V- (VG)dA = jg — ds (9.12)
0 R OT
e entao:
oG oG dG(R) (°™ dG(R)
é—dS=¢—rd9=R J df = 2nR (9.13)
R OT R OT or J, or

Na integral acima, R é um raio qualquer, ou seja, a integral tem limite superior
indefinido. Entdo, podemos substituir R pela variavel r. Assim, substituindo (9.13) em
(9.12) obtemos:

Vw6 av = 2mr 8
HOV(V) V= 2nr—— (9.14)

Substituindo (9.14) em (9.11), temos:

1= G
= m‘ar
OG_ 11
or 2mr
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e finalmente integrando, podemos mostrar que:

111

1
G = dr——lnr+C (9.15)
21 21

A solugéo fundamental para o problema bidimensional de conducéo de calor e
dada ent&o substituindo (9.15) em (9.10):

1
—kT*=G =—Inr+C
2T

1
T ——ﬂlnr+C

A solucéo final é dada considerando a condicdo de contorno T* — 0 quando
r — o, 0 que resulta em C = 0. Além disso, transladando a origem do sistema de
coordenadas para uma posicao x, qualquer, obtemos entao:

1
T = 5 klnlx—xdl

ou

1
T*=——Inr (9.16)

T
onde r = |x — x,4| é a distancia radial, tal que x; é a posicdo do ponto onde ha a
geracdo de calor, chamado de ponto fonte, e x a posicdo do ponto onde se quer

determinar a temperatura, chamado de ponto campo (Figura 56).

(z.y)

Ponto campo

. Ponto fonte

(-Td- !jd)

\J

g T T

Figura 56 - Ponto fonte e ponto campo
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A suavidade assintética da solucdo fundamental, a qual € logaritmica, €
condigao suficiente para existéncia de uma aproximacao de baixo posto da matriz que
descreve o problema [8] [10] [11] [21].

11.4.1 SOLUCAO FUNDAMENTAL PARA O FLUXO DE CALOR NO CONTORNO

A taxa do fluxo de calor g que passa pelo contorno por unidades de area € dada
por:
q=qg-7 (9.17)

Substituindo (9.2) em (9.17), obtemos:

L aT
q=—-k(VT-7) = —k <%)

aT”
q" = —k <% ) (9.18)

onde g—rTl é a derivada direcional da solugédo fundamental na direcéo do vetor # normal
ao contorno. Agora, substituindo (9.16) em (9.18), temos:

" o ka( ', )
= on annr

1710 0
q" = o [a (Inr)n, + @ (In r)ny] (9.19)

o ]
Calculando primeiramente o termo ™ (Inr), temos que:

Jr 1or

0 0
a(lnr) = a(lnr)ﬁ _—w

1
2

r=[(x—-x2)"+ ¥ —ya)’]

or (x — xp) (x — x0)

0 x4 -y "

e entdo, obtemos que:

0 _lﬂ_l(x—xd)_(x—xd)

—(Inr)

— (9.20)

rox r r r2
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. . a
de forma analoga, o célculo do termo % (In7) resulta em:

0 (y yd)
ay( r) =

(9.21)

substituindo (9.20) e (9.21) em (9.19) obtemos a solu¢éo fundamental para o fluxo de
calor no contorno, dada por:

1

¢ =53 [(x = x)n, + (v — ya)n, | (9.22)

11.5 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO A PARTIR DO METODO DOS
RESIDUOS PONDERADOS

Considere novamente a equacao de Laplace dada por:
VT =0

O objetivo agora é obter a equacao integral de contorno para a equacao de
Laplace, a qual sera posteriormente discretizada pelos elementos de contorno. Para
tal, considere uma fungéo peso w(x, y), e entdo defina que a integral sobre o dominio

A do produto da equacédo de Laplace com a funcdo peso w é zero .

ffA(VzT)w dA =0 (9.23)

Esse é um método para resolucdo de equacdes diferenciais chamado de

métodos dos residuos ponderadas.

Expandindo os termos de (9.23), temos:
0T 02 T
ff ﬁ + — |wdA =0

[ Z0ans [ 2o an=o 024
Aaxzw Aayzw = (9.24)

A parcela a esquerda da equacdo (9.24), referente a x, pode ser escrita

. . . ~ T .
integrando sobre o dominio A a derivada em x da funcéo f = o, W, ou seja:

a(aT )_OZT +6T6w
0x axW _axZW 0x 0x
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Observe que a derivada foi obtida utilizando a regra do produto para derivadas.

Agora, integrando ambos os lados, obtemos:

fL%(Z—ZW) aa= ﬂAZZTZ ﬂ Zzgw (9.25)

Observe que o primeiro termo do lado direito de (9.25) € a parcela a esquerda
da equacéo (9.24). No entanto, essa representacao néo é de interesse ainda, pois nao
apresenta integral de contorno. Assim, aplicando o teorema de Green somente do

lado esquerda da equacéo (9.25), obtemos:

], Gew) aa = (i) mes
4 0x ox " A ax"t) "
aT _, GT
j€<— jg[ —wi (nxl+ny])] ds = jg wn, dS
s \0x

ou seja,

ﬂ 6(6T )dA—SEaT ds 9.26
4 0x ox " B SaxW"" (9.26)

e entdo substituindo (9.26) em (9.25) e reorganizando os termos, podemos mostrar

que:

ff dA 35 ﬂaTaWdA 9.27
axzw Wiy d dx 0x (9.27)

De maneira analoga podemos mostrar que:

ﬂ d0°T " f oT ﬂ aT aw 9.28)
-— W = —wn .
4 0y? s 0y v d dy ay

substituindo (9.27) e (9.28) em (9.24), temos que:

ﬂ <ch€ o )WdA ﬂa 2WdA+f 0T as

_for. jaTawdAJr}QaT s faTawdA
B Saanx 1, 0x Ox S(’)ywny 0y 0y
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B jg <6T N aT ) s ff (E)T ow N aT (’)W) A
— Ji \ox Wiz dy Wiy A \0x dx  Jy dy

e entdo:

ﬂ 6T+62 A = yg s ff aTaw 6T6w>dA 9.29
dx? W W dx dx 0y6y (9.29)

Analogamente ao que foi feito anteriormente, a parcela a direita da equacao

(9.29), referente a x, pode ser escrita integrando sobre o dominio A a derivada em x

da funcéo f = TZ—:CV, ou seja:

0 (T(?W) _ dT ow N d2%w
ox\ dx/  9x ox 0x?

Mais uma vez, a derivada foi obtida utilizando a regra do produto para

derivadas. Agora, integrando ambos os lados, obtemos:

ﬂ a(TaW) dA—j OTOW 14+ ffTaZW dA (9.30)
L, 0x\" Ox ~ J), 0x ox . 0x? '

O termo no meio da equacao (9.30) é a parcela referente a x do lado direito da
equacao (9.29). Do mesmo modo que anteriormente, essa representacao nao é de
interesse ainda, pois ndo apresenta integral de contorno. Assim, aplicando o teorema

de Green somente do lado esquerda da equacéo (9.30), obtemos:

Ua(TaW)dA—¢<TaW*) ds
,0x\ Ox A ox ') "
ow
5£(T6 ‘ndS = f[T—l (nxl+ny])]d5 fT—nde
S

ou seja:

ffa(TaW)dA—ngaW ds 9.31
L, 0x\ 0x B ox (9-31)
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e entdo substituindo (9.31) em (9.30) e reorganizando os termos, podemos mostrar

que:

ffaTaWdA nga ds — ffT dA 9.32
dx ox o™ (©-32)

De maneira analoga podemos mostrar que:

ng_;?; 55 3y 4 = ff T—dA (9.:33)

e entdo, de (9.33) e (9.32), temos que:

ff aTaw 6T6W) A _j dT ow A+6T6W
dx 9x 6y dy B 4, 0x Ox dy dy

=7€T(ZW )as - ﬂ <?;V2V ow )dA
35 T ds - ffATva dA (9.34)

Finalmente, substituindo (9.34) em (9.29), obtemos a equacdao integral
de contorno dada por:

02 T 6 T oT ow
ﬂ wdA=j£—wds—fT—ds+ﬂTv2wdA=o (9.35)
ozt . on . On A

Observe que ainda existe um termo que apresenta integracdo sobre o
dominio A. Para solucionar esse problema é preciso definir uma fungcédo peso w(x,y)
gue elimine essa integral. Uma possibilidade e também a escolha mais apropriada é
a proépria solucdo fundamental [22]. Observe que se:

8(x—d)

Viw = V?T* =
v k
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ff TV2w dA = ff G d)) dA = —%ff T6(x — d) dA (9.36)
A

Considerando que o ponto fonte esta no interior do dominio de integragdo A

podemos utilizar a seguinte propriedade do delta de Dirac:
| fesyo -y da = 1@ = fraya)
A

Entdo, aplicando essa propriedade em (9.36), temos que:

ffTvzwdA_——ﬂM(x—d)dA_ (‘;{'yd) (9.37)

Observe que V2w = V2T* implica em w = T*. Assim, substituindo (9.37) em
(9.35), obtemos:

oT oT*  T(x,
jE—T*dS—jET ds - TGaya) _
s on s On k

Multiplicando por k , e rearranjando 0s termos, temos:

T(XaYq) = ka(aT*>ds+3§ k(aT)T* ds 9.38
Xd,Ya) = g on : on (9.38)
No entanto:
T
_ 9.39
q=-k (6n> ( )

e entdo, finalmente, substituindo (9.39) em (9.38) obtemos a chamada equacéo
integral de contorno, para o caso onde o ponto fonte se encontra dentro do dominio,

dada por:
T(xq,y4) = f Tq*dS — jg qT* dS
N S

Caso o ponto fonte se encontre no contorno do dominio, uma pequena
modificacdo pode ser feita nesse contorno de forma a tornar o ponto fonte interno ao

dominio (Figura 57).
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Sr

Arco de circunferéncia

/

Figura 57 - Contorno modificado para incluir ponto fonte.

Assim, a equacao integral de contorno pode ser escrita da seguinte forma:

T(xq,v4) = jg Tq*dS —jg qT* dS

N S

T(xq,y4) = i Tq*dS — i qT™* dS + <5[) Tq*dS —3€ qT” dS) (9.40)
s s s* s*

Como ja visto anteriormente a solucao fundamental para o fluxo de calor é dada
pela eq. (9.22):

i 1

9 =5—3 [(x = x)ny + (v — vy |

Substituindo (9.22) no primeiro termo dentro do paréntesis de (9.40), obtemos:

1
jg Tq*dS = 3€ T P [(x = xp)n, + (¥ — yo)ny]dS (9.41)
S* S* ﬂr

No contorno s* o vetor normal unitario ao contorno # é igual ao vetor unitario
na direcdo 7, pois o contorno é um arco de circunferéncia, o qual é centrado no ponto

fonte de coordenadas (x4, y,), desse modo:

r=x—-—x)l+ -y

i = = = [ = )i + 0 = )]
n—”r”—r[x XU+ (V= ya)J
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Definindo 1, = (x — x4) € 1, = (¥ — ¥4), temos:

ou seja:

n,=2;n, =2 (9.42)
y

Substituindo (9.42) em (9.41) e utilizando coordenadas polares; podemos

mostra que:

b2 1 T T,
Tq*dS = T Zi+r,Xlrdo
32* 1 3%91 2mr? [rx Ft r]r

b2 T [n2+4nr?2
=j[; X Y lrde
g, 2mr? r
1

%2 T [r? +n?
=3S _%ldg
9. 2T T

92 T
=7§ _[R-A]de; Fi-F=1
0, 2T

92 T
3€Tq*ds = 3@ —de (9.43)
s* 9. 2T

1

Observe que o vetor 7 € um vetor unitario, e o produto escalar desse vetor com
ele mesmo tem sempre valor unitario. Se considerarmos r suficientemente pequeno,
ou seja, quando r — 0, podemos considerar que a temperatura T € constante e igual

a temperatura no ponto fonte T(x4,y,), deste modo podemos escrever:

b2 T T(x,, b2
f Tq*dszf T g = T&aya) {7
o 9. 2T

X 2T 0,

f Tq ds = T(xq,¥a) (82 — 61) (9.44)

27
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O mesmo tipo de andlise deve agora ser feito para o segundo termo dentro do
paréntesis da eq. (9.40). Temos que a solugao fundamental para a distribuicdo de

temperatura € dada pela eq. (9.16):

1
T"=———Inr
T

Substituindo (9.16) no segundo termo dentro do paréntesis da eq. (9.40) e

escrevendo em coordenadas polares, podemos entéo fazer:

1
T*dS = <——1 )d
§aras =§ q(-gpinr) ds

1
= 2k q(lnr)rd@

rinr
= - qdo
s*

2k

Novamente, considerando r suficientemente pequeno, ou seja, quando r —
0, temos que o termo rInr — 0. Assim, independente da integral do lado direito da

equacao, o lado esquerdo serd sempre igual a zero, ou seja:

3@ qT*dS =0 (9.45)
g

Substituindo as equacdes (9.44) e (9.45) na eq. (9.40), obtemos:

T(xq,Y4) (62 — 61)
2T

T(Xq, Ya) = 56 Tq*dS — 56 qT*ds +
S

N

T (x4 yq) [1 - %} = i Tq*dS — iqT*dS (9.46)

Considerando somente o lado direito da equacgao, temos:

21 — (92 91)]

T(xq,ya) [1 - 1)] = T(xq,Ya) [ Oint T(xd'Yd) (9.47)

onde 6;,; € 0 angulo replementar de (6, + 6,), ou seja, que juntamente com 6;e 8,

somam em 360° (Figura 58).
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Figura 58 - Angulo interno 6,,,

Substituindo a eq.(9.47) em (9.46) obtemos a equacao integral de contorno

para 0 caso onde o ponto fonte pertence ao contorno.

0.
T S S

Finalmente, para o ultimo caso onde a fonte ndo pertence ao dominio, temos

que pela propriedade (9.4) do delta de Dirac que:

jg Tq*dS — jg qT*dS =0

N N

Deste modo, podemos definir a forma geral da equacéo integral de contorno:

cT(xq,yq) = 3€ Tq*dS — 3€ qT*dS (9.48)
S S
onde:
1 se (x4,v4) € ao dominio A
eint

o se (x4,v4) € ao contorno S
I8
0 se(xg,yq) € ao dominio A ou contorno S

Quando o ponto fonte se encontra em um seguimento suave do contorno, ou

seja, quando 0 mesmo ndo esta em um vértice, temos que:
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11.6 DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A formulacéo de problemas de engenharia pelo MEC transformam as equacfes
diferenciais que descrevem esse problema em equacdes integrais de contorno. Deste
modo, ndo é necessario a discretizacdo de todo o dominio A, mas somente do
contorno S. Assim, a discretizacdo da equacdo integral de contorno é feita

discretizando somente o contorno S em diferentes segmentos S; (Figura 59), os quais

serdo futuramente aproximados por elementos de contorno:

Figura 59 - Contorno S discretizado em diferentes seguimentos S,,.

De modo que:
S =Sl+52++51’l

e entdo a integral de contorno (9.48) toma a forma:

11.7 CALCULO DA TEMPERATURA E DO FLUXO EM PONTOS
INTERNOS

Como dito anteriormente na introducdo sobre MEC, o método permite analisar
a funcdo de campo e suas derivadas em qualquer ponto do corpo. No caso da
conducao de calor é possivel obter a temperatura e o fluxo de calor em qualquer ponto

interno do dominio.
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Uma vez calculados os valores de T e g no contorno é possivel determinar o
valor de T em um ponto (x,y) qualquer interno ao dominio fazendo desse ponto o
ponto fonte, ou seja, (x,y) = (x4, v4), € entdo utilizando a equacgéo integral de contorno

(9.48), onde ¢ = 1, uma vez que o ponto pertence ao dominio, dada por:

T(x,y) = 3§ Tq*dS — 3€ qT*dS
S

N

Observe que, uma vez obtido T e g, as integrais dependem somente das
solucbes fundamentais, as quais, por sua vez, dependem somente da posicdo do
ponto fonte uma vez que o contorno é 0 mesmo, mas a posi¢cao do ponto fonte é a
posicao do ponto interno onde se quer calcular a solugéo, a qual também é conhecida.
Assim, é possivel efetuar a integracao e obter a temperatura nesse ponto.

No caso do fluxo de calor, para um ponto interno qualquer também é utilizado
o mesmo artificio de fazer desse ponto o ponto fonte, mas nesse caso € necessario
derivar a equacédo (9.48) em relacdo as coordenadas do ponto fonte, pois de (9.2)

temos que:
G =—kVT

para a coordenada x,, temos:

T (x,y) 0 . .
axy x (i Tq dS—iqT dS)

aT(x ITxy) _ T—dS ﬁds (9.49)
axd a Xaq

Para calcular o primeiro termo dentro do paréntesis de (9.49), é preciso
considerar a solucdo fundamental para o fluxo de calor, dada por (9.22) e também
lembrar que , = (x — x4) € 1, = (¥ — ¥4), desse modo, temos que:

aq*
axd

 Ox, [27rr2 (s + ryny)] 2mdx, [ (e + ryny)]

e entdo, pela regra do produto para derivadas:

aq*
axd

1

1 ad /1 d
= E [(rxnx + ryny) a—xd (T'_Z) + T_ZE (rxnx + ryny)]
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agt 1 1 a /1
T [(rxnx +ryn, ) + r_ZH] 1= a_xd<r_2> ell

(9.50)
= o (reny + 1ymy)
1
Resolvendo | pela regra da cadeia, onde r = (rx2 + ryz)z, obtemos:
a (1 0 -1 2
() = o (45 = (2 5 2D
d ( 1) 21y 9.51
Oxg \r2)  r* (9-51)
Resolvendo Il pela regra do produto, podemos mostrar que:
0 B 0 0 0 d
a_xd (rxnx + ryny) =N, a_xd (1) + 1y E (ny) +n, E (ry) + 7 a_xd (ny)
0 0
%(rxnx + ryny) = nxa(rx) +0+0+0
d
(')_xd (rxnx + ryny) =N, (9.52)

Os trés ultimos termos da derivada sao nulos pois o vetor n normal ao contorno
nédo depende da posicéo do ponto fonte, sendo entéo n, e n, constantes em um ponto

qualquer do contorno e também porque 7, ndo é funcao de x,.

Substituindo entdo (9.51) e (9.52) em (9.50) obtemos:

aq”* 1 2r, 1
Ty~ am () 7+ o)
1 2
= o (errxnx + 2rnenyn, —r nx)
1 2 2
= o (er ny + 2nnn, —r nx)
1 2 2 2
= py— [er n, + 2ryryn, — (rx +r, )nx]
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1
_ 2 2 _ 2
i v— (2rx ny +2rnn, —nn, —n, nx)

1
— 2, _ .2
=53 (rx Ny — 1Ny + erryny)

aqg* 1
dxg  2mrt

[nx(rx2 — ryz) + erryny]

de forma analoga é possivel mostrar que:

Jqg= 1
dy, 2mr*

[ny(—rxz - ryz) + erryny]

Agora, calculando o segundo termo dentro do paréntesis de (9.49),
considerando a solucdo fundamental para o campo de temperatura dada por (9.16),

temos que:

6T*_6<11)_16(1)
dx;  dxg\ 2mk )T T 2mkox, o

a derivada % (Inr) é dada por (9.20), dessa forma obtemos:

d 0 (X - xd)
a(lnr)——a(l )——
aT”* (x — xd)

dx,  2mk anrz

de forma analoga é possivel mostrar que:

T 7
dy, 2mkr?

Agora que ja sao conhecidas as derivadas das equacdes fundamentais é

possivel calcular o fluxo de calor para um ponto interno qualquer.

11.8 ELEMENTOS DE CONTORNO

Uma vez discretizado o contorno S a solucdo da equacgéo integral de contorno
depende do tipo de elemento de contorno definido para descrever os diferentes

segmentos §;.
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Os elementos de contorno sdo elementos matematicos criados por funcdes
chamadas func¢des de forma que somente aproximam S;, ou seja, em geral elas nao

sdo uma representacdo exata de ;.

Elementos de maior simplicidade, como elementos constantes e lineares
possibilitam encontrar em alguns casos uma solucao exata para a integral. No entanto,
a representacdo do contorno pode ser pobre para formas de geometria complexa, o
que induz um certo nivel de erro na solugdo. Por outro lado, elementos mais
complexos representam de forma mais fiel o contorno, mas devem ser integrados
numericamente, requerendo um algoritmo com maior complexidade e apresentando

certo nivel de erro devido a integral aproximada.

Esse trabalho tem foco no desenvolvimento de um algoritmo que resolva de
forma eficiente as matrizes resultantes da aplicacdo do MEC. Assim, ndo ha interesse
no tipo de elemento que originou essa matriz. Por isso discutiremos somente sobre os

elementos de contorno lineares continuos.

11.8.1 FUNCOES DE FORMA

Funcdes de forma ou funcdes interpoladoras [23], sdo funcdes que servem de
base para a representacao de outras fungbes. Assim como qualquer vetor em um
espaco vetorial pode ser representado como uma combinacgéo linear dos vetores
bases, qualquer funcéo continua no espaco funcédo, pode ser representada com uma

combinacéo linear de funcbes bases.
As funcdes de forma N; apresentam as seguintes propriedades fundamentais:

e Assumem valor unitario para x = x;;

e Assumem valor nulo para os nés restantes.

O meétodo mais utilizado para se obter uma funcéo base de forma polinomial é

a formula de interpolacédo de Lagrange, dada por:

n
N, = 1—[ (x — )
l =1 e — xi)
(k#1)

Observe que N; é funcdo somente de x.
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Quando a funcéo de forma € do tipo polinomial, € desejavel manter o menor
grau de polinémio possivel. Deste modo, para se representar de forma exata um

polinbmio de grau j s&o necessarios somente n = j + 1 pontos.

Considere por exemplo a fungéo linear y = 3x + 2, sendo uma funcgéo linear

s&0 necessarios dois pontos, x; = 1 e x, = 2. Assim, temos:

N, = (x —x7) _(x—l)_ _
2T to-x) @2-D

x-x) (x-2)
G-x) (1-2)

N1: _x+2

observe que N,(x;) =0, Ny(x;) =1, Ny(x;) =1 e N;(x,) =0, satisfazendo as
propriedades fundamentais da funcéo de forma. De fato, as funcdes de forma lineares
N, e N, apresentam o comportamento dado pela Figura 60, onde é possivel notar

facilmente que elas satisfazem as propriedades fundamentais.

X

Figura 60 - Fun¢des de forma lineares N; e N,.

Se N; e N, formam uma base para o espaco funcéo das funcgdes lineares em R?,
entdo y = 3x + 2 é uma combinagéo linear de N; e N,, observe que para x temos que:
x = Nixqi + Nyx,
=(—x+2)1+(x—-1)2
=x+2+2x—2
X =X

embora isso indiqgue que as fungbes de forma funcionam, esse resultado ndo é

interessante pois ndo sabemos se as fungdes podem de fato representar y.
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Anélogo ao que foi feito para x, podemos obter y conhecendo y;, = y(x;) =5

ey, = y(x,) = 8, e entdo de fato podemos mostrar que:

y =Ny, +Nay,
=(—x+2)5+(x—1)8
=-5x+10+8x—8

y =3x+2

Desse modo, N, e N, formam de fato uma base para funcdes lineares em R?,

ou seja, para qualquer polinémio de 1° grau no espaco R? .

Considere agora outro exemplo, a funcdo quadratica y = 4x? — 3x + 2. Sendo
uma funcdo quadratica, sdo necessarios trés pontos, x; =1 e x, = 2 x, = 3. Assim,

temos:

Cmx) (=x) (e -D-2) . - -2)

N3_(x3—x1)(x3—x2)_(3_1)(3_2)— 2
_(X—x1) (X—X3)_(x—1)(x_3)_ ~ ~

N = =) m—x)  C-D@e—3 & DEx+3)

N =(X—X2) (X—X3)_(x—Z)(x_3)_(x_2)(x_3)

(g —x) (6 —x3) (1-2)(1-3) 2

Observe que N, N, e N; novamente satisfazem as propriedades fundamentais
das fun¢bes de forma. Seus comportamentos podem ser mais bem observados pela

Figura 61, onde é facilmente notado que elas satisfazem as propriedades

fundamentais.
1
N3
2
XL ) I3
Ny

Figura 61 - Funcdes de forma quadraticas Ny, N, € N,
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Sabendo que y; = y(x1) =3, y, = y(x3) =12 e y; = y(x3) = 29. Podemos

escrever entao:

y =Ny + Nyy, + N3y;

x—2)(x—3 x—1D)(x—2
=l( )2( )ls+[(x—1)(—x+3)]12+l( )2( )lz9
—(1 2_2 +3)3+( 244 3)12+<1 23 +1>29
= zx zx X X Zx zx
_3e b +9—12x2% + 48 36+29 2 87 + 29
—2x Zx X X ZX ZX
—(3 12+29) 2+( 15+48 87) +(9-36+29)
2 2)* 2 2)*

y =4x*—-3x+2

Assim, N;, N, e N; formam de fato uma base para fungbes quadraticas em R?,

ou seja, para qualquer polindmio de 2° grau no espaco R2.

Existem vérios outros tipos de funcdes de forma, mesmo dentre as do tipo
polinomial, como por exemplo, as fun¢des de interpolacdo Hermitiana (Figura 62).
Esse tipo de interpolacdo ndo somente atende aos valores nodais, mas também
atende as derivadas das funcdes nos nos. Esse tipo de formulacdo € principalmente
utilizado em problemas considerando rotacdo, como por exemplo, em problemas

envolvendo vigas.

Figura 62 - Fungdes de forma Hermitiana N,, N,, N5 e N, para elemento definido por dois nés.
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No entanto devido as condi¢cOes para atender as derivadas além dos valores
nodais, sdo necesséarias quatro fungbes de forma para aproximar um elemento

definido por dois nos.

Outras importantes propriedades das funcbes de forma, as quais sdo
consequéncias das propriedades fundamentais, sao:

n
ZNK = 1
k=1

€ consequentemente:

n
ZxNsz

k=1

Para o exemplo linear que foi dado, temos que:

n
k=1

n

ZXNK = le + XNZ = x(N1 +N2) =X
k=1

Para o exemplo quadratico, temos:

n (1,5 ] 2 4 ar 3 1, 3 )
k=1
—(1 1+1) 2+< 5+4 3) +(3-3+1)
~\2 2)* 2 2)*

=0x?+0x+1=1

Essas propriedades servem como um teste para validar fungdes de forma, ou

para encontra a Ultima fung&o de forma quando ja se conhece as outras.

11.8.2 ELEMENTOS DE CONTORNO LINEARES CONTINUOS

A discretizag&o do contorno utilizando elementos lineares continuos aproxima

0 segmento S; do contorno por uma fungao linear, ou seja, um polindmio de 1° grau.

Para se definir uma interpolacdo linear, sdo necessarios dois pontos, noés, do
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segmento S;. Cada elemento de contorno I; € definido de forma que cada no se

encontre em uma das extremidades do elemento. Dessa forma, dois elementos
diferentes podem ser definidos com somente trés pontos, onde um deles é
compartilhado entre ambos os elementos (Figura 63).

Figura 63 - Contorno S aproximado pelo contorno I' formado por elementos lineares continuos I;.

Essa formulacédo é uma formulacdo isoparamétrica, ou seja, onde as mesmas
funcdes de forma que sao utilizadas para aproximar o contorno, sao utilizadas para se
aproximar as quantidades fisicas, no caso da conduc¢éo de calor, a temperatura e o

fluxo de calor.

Quando o contorno S € aproximado por elementos de contorno I;, a equagao

discretizada da integral de contorno é dada por:

Nelem Nelem
cT(xq,v4) = Z f Tq*dl — Z f qT*ar (9.53)
j=1 "Fj =1 °Tj

onde n..,, € a quantidade de elementos de contorno utilizados para discretrizar o
contorno S. Observe que agora ndo somente as coordenadas (x,y) de um ponto do
contorno variam linearmente ao longo de um elemento I; mas também as quantidades

fisicas T e g variam linearmente ao longo do elemento.
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Assim, podemos ndo somente escrever:

X = lel + Nzxz (954)
y =Ny; + Nays

mas também:

T - NlTl + NZTZ (955)
q = N1q1 + Naq; (9.56)

onde T; e T, sdo as temperaturas no né 1 de coordenada (x;,y;) € no nd 2 de
coordenada (x,,y,), q; € g, séo os fluxos de calor nesses nés e N; e N, sdo duas

funcdes de forma lineares.

Podemos escrever T e g na forma matricial, obtendo:

T
T=m Nl

_ a1
a=N Nol|g |
Agora, é possivel escrever a equacao integral discretizada (9.53) na forma:

Nelem Nelem

T, . N q
j=1 Fj 2 ] j=1 F]' J

Como Ty, T,, q; € g, sao valores nodais e portanto constantes, podemos

reescrever a equacao acima na forma:

Nelem Nelem

T
cT(xq,¥q) = Z j [N N:];q*dr [Tl]. B z J TNy Noljdr [gﬂ
=17 T !

e entao:

Nelem
T q
T (xgyq) = Z hy  hyl, Tl] 19 9212 (9.57)
=1 = g
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onde:
r; r; r; r;

Considere como exemplo o problema plano de conducédo de calor dado por
uma placa retangular isolada nas partes superior e inferior e que apresenta
temperatura T = 0 na lateral esquerda é T = 1 na lateral direita. O contorno da placa
retangular foi discretizada em quatro elementos lineares continuos, onde cada né

corresponde a um vértice e cada elemento a uma das arestas. (Figura 64)

1 e

elem 4

I'=1

}-.i

I
elem 1
elem 3

Figura 64 - Problema de conduc¢é&o de calor ao longo de uma placa retangular.

Os elementos séo definidos pelos nos:

Tabela 22 - Definicdo dos elementos.

Elemento No6i No6j

elem 1 1 2

elem 2 2 3

elem 3 3 4

elem 4 4 1

e as variaveis em cada n6 sao:
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Tabela 23 - Variaveis nos noés.

NG Variévgis Variéveig
Conhecidas Desconhecidas

1 T, E a1

2 T, E P

3 | T as a5

4 | T qaf a4

Daqui em diante serd utilizada uma barra horizontal sobre as variaveis
conhecidas, com o Unico proposito de ser possivel identificar essas quando escrito

juntamente com as variaveis desconhecidas.

Observe que a temperatura € sempre continua nos nos, mas o fluxo de calor
ndo, pois o fluxo de calor antes do n6 qf ndo é necessariamente igual ao fluxo de calor
depois do né qj‘-l. Isso fica claro nesse exemplo. Observe que o nd 1 se encontra no
vértice entre um lado isolado e outro lado com temperatura T = 1, no lado isolado, ou
seja, antes do n6 temos que g% = 0, pois uma superficie isolada ndo permite o fluxo
de calor. Isso ndo acontece para o lado ndo isolado com temperatura T = 1, 0 que se

encontra depois do nd, onde é esperado que g # 0. Nesse exemplo, isso ocorre em

todos os ndés, pois todos se encontram entre um lado isolado e outro néo isolado.

Considerando o ponto fonte n6 1, podemos escrever a equacao integral
discretizada (9.57) como:

T. T. T T
R N g L A B e I (O Y ) IR R S Y Y
1 2 3 3

q1

q q
_[gl 92]1 [q;] - [gl 92]2 ! q,

) ‘h]z —[91 92];

]3 —[91 92], Z;L

Essa notagdo, no entanto, ndo considera o numero global de cada no. Para
entender melhor, observe que:

Tl] _ T_s]
T, 3 774
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ou seja, a temperatura T; e T, do elemento 3 sdo na verdade as temperaturas globais

T; e T,. Assim, escrevendo a equacao integral discretizada na forma global obtemos:

- T, T,
=y ol [2] + e e [ 2]+ Chis sl [2] o+ Braa ][]

—[911  921] [611] [912 922[ l [913 923] [q3] [914 924[ l

Reescrevendo essa equacéo, de forma a somar os elemento comuns a uma
mesma temperatura T;, temos:

cTy = (hyy + ho )Ty 4 (hyy + hi)T, + (hoy + hy3)Ts + (hys + hy)T,y

—9114f — 92195 — .912612{1 - gzzq_é‘ - .913‘1? — 92394 — 914‘12 - 924q_f
E entdo, em funcao dos indices das matrizes G e H, podemos escrever:
Ty = Hy1 Ty + HipTy + Hi3Ts + Hyy T,
~G11qf — G1205 — G13q5 — G14q_§l — G15G5 — G605 — G179 — Gqu_il

Definindo:

{ Hij sei#j
cT;+ Hjjsei=j

pOdemOS reescrever comao.
Hy Ty + HypTy + HysTs + Hy Ty =

= G119 + G129 + G395 + C"14»CI_§‘,l + G595 + G16q8 + G179 + GlSq_il

e entdo, na forma matricial, temos:

T, fCIi]
T q.2|
[Hi; Hip; Hiz Hil 772 = [G11 Gi2 Gi7 Gig]|
: i
* qf

Nesse momento ha somente uma equacao e quatro variaveis desconhecidas.

Para obter o sistema completo de equagdes é necessario encontrar a equacgao integral
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discretizada para o ponto fonte localizado em todos os nos possiveis, ou seja,
colocando o ponto fonte em cada n6. No nosso caso, foi obtida uma Unica equacgéo
considerando o ponto fonte no né 1. Deste modo, para obter as outras trés equacgdes
necessarias, € preciso colocar o ponto fonte nos trés nds restantes, resultando na

equacao matricial completa dada por:

d
Hyy Hyp Hiz Hu[Th] [Gy Gi2 Gi; Gig [qt]
[Hu Hyy  Has HZ“'“’ITZI—[GZI Ga2 Ga7 628]|q:2|
|Hyy Hap Hsz Hag||T5| T |Gar Gao Gs7 Gag||—a
lH41 Hy, Hys H44Jl_4J lG41 Gy Gay G4-8J[%J

1

HT = Gq

Ha ainda uma Ultima etapa necesséaria. E preciso separar as variaveis
conhecidas das desconhecidas. Para tal, as matrizes sdo manipulas de forma que as
variaveis desconhecidas figuem a esquerda e as conhecidas a direita da igualdade,

obtendo entéo:

Agora o sistema de equacdes que esta escrito na forma linear Ax = b pode ser
resolvido. Observe que a matriz A € uma matriz quadrada € R***, De forma geral a
matriz A é sempre uma matriz quadrada € R™" onde n € o numero de nos, o qual
coincide com o nimero de elementos para um contorno fechado. Ja o vetor b € 0
produto de uma matriz € R**® com o vetor contendo as variaveis conhecidas. De forma
geral essa é uma matriz € R™?", isso porque para cada né existem dois fluxos de

calor que podem ser diferentes, um a direita € outro a esquerda do no.
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11.8.3 INTEGRACAO DAS MATRIZES [H] E [6] QUANDO O PONTO FONTE NAO
PERTENCE AO ELEMENTO

Quando o ponto fonte ndo pertence ao elemento I; as integracGes existentes

nos termos das matrizes H e G ndo possuem uma solucao analitica simples e em geral

sao feitas numericamente.

Considerando a equacéo integral de contorno para um no i e entdo substituindo
(9.55) e (9.56) em (9.53), obtemos:

Nelem Nelem
CT(i)(xd;)’d) = z (N1Ty + N,T,)q"dl’ — z (N1qy + Noqo)T™dI
=1 T j=1 “Tj
Nelem Nelem Nelem Nelem
=1 F
nelem Nelem Nelem

- TlfhldF+ZT2jhzdf—qujgldF—ZqugzdF
._1 ['

11.8.3.1 MATRIZ [G]

Para a matriz G, é preciso integrar:

X2
J gidr = f N,T*dr
r; X

J 1

Considerando a solug&o fundamental dada por (9.16), temos:

-1
L}gldr = ﬁ N Inrdr (958)

onde:

N[

r=[(x—-x2)"+ ¥ —ya)’]

Para realizar a integracdo, € necessario transformar as coordenadas,
parametrizando as variaveis, pois embora as variaveis da equacdo sejam x e y, a
integracdo € em relagdo a dI' o qual depende de ambos, dx e dy. Além disso, é
numericamente interessante transformar o sistema de coordenadas global de forma a
tornar o intervalo de integrag&o, no novo sistema local, sempre o mesmo. Considere

o elemento [; na Figura 65, definido no sistema de coordenadas global entre
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(x1,y1) e (x3,y2), queremos entdo mapear ele no sistema local de coordenada ¢ no

intervalo (-1,1).

X

(z1.91)

Figura 65 - Mapeamento do sistema de coordenadas global no sistema local.

Observe que x € dado por (9.54):
x =Ny (x)xg + No(x)xp; x5, = x = x4
0 que gueremos é entao encontrar x(§) tal que:
x = Ni(x(€))x1 + Np(x(§))x; 1 2 §= -1

Podemos encontrar x(§) usando a interpolacdo de Lagrange, onde §; = —1 e

&, = 1, dessa forma obtemos:

) E+1
v T G-80 ) O =T5
LG -5 -1
Eer T (N© = -
e entéo:
x(8) = N1(§)x1 + No())x,
(O = _<z; D, 4 (z; .,
x =2 [ — 26+ (o + 2] (9.59)

dx  X; —x;
s 2
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de forma analoga obtemos para y:

=3 [((y2 —y1)§+ (2 + y1)]

d_y=3’2_Y1
dg 2

Da Figura 65, podemos obter que:

1
2

dr = (dx* + dy?)

Dividindo ambos os lados da igualdade por dg, temos:

|G @ -le et

N| =

[(x ;xl)z + (yz ;yl)z] - %[(xZ - x1)2 + (}’2 }’1) ]%
dr 1 1 215
d_EZEL =[x —x1)? + (2 — y1)?I2

onde L € o comprimento do elemento de contorno I;. Reescrevendo (9.58), obtemos:

] dr—_lel dF—_llel ar
I T 2wk )T T 2k ) T

- 1
r=-— Nl
Jrjgld = nrd§

Equacédo que pode ser integrada uma vez que todas as variaveis estdo em
funcdo da variavel €.

11.8.3.2 MATRIZ [H]

Para a matriz H é preciso integrar:

X2

Fj 1
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Considerando a solucéo fundamental para o fluxo de calor dado por (9.22),

temos:

1 1
f gial = E N (rxnx + ryny)dF

Utilizando a mesma parametrizacdo empregada anteriormente para a matriz G,

obtemos:

11 ar
f gidl' = — = Nl-(rxnx + ryny) d—EdE

L (*  (rne+mnny)
dr =— [ NI,

Como o elemento I; é linear, as componentes do vetor # normal a esse

contorno sao constantes e dadas por:

_dy Ay (z—y1)
Ny =——=5= -

as~  AS L
dx Ax  (x; —x)
T asTAs T L

A integracdo agora ja pode ser efetuada uma vez que todas as variaveis estao

em funcgéo da variavel &.

11.8.4 INTEGRAGCAO DAS MATRIZES [H] E [6] QUANDO O PONTO FONTE
PERTENCE AO ELEMENTO

Quando a formulacédo do problema do MEC é feita utilizando elementos lineares
ou constantes, é possivel obter simples solugéo analitica para as integrais quando o

ponto fonte pertence ao elemento.
11.8.4.1 MATRIZ [G]

Para a matriz G é preciso integrar:

f g;dl’ = J N.TdI
r; I;

J J

Considerando a solucdo fundamental dada por (9.16), temos novamente a
equacao (9.58) dada por:
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-1
Lgldf—m F_Ni Inrdr
J

Utilizando a parametrizacdo (9.59) podemos escrever a coordenada x; do
ponto fonte como:

1
Xa =5 [(xz —x1)¢, + (x2 + x1)]

e entdo temos que 7, pode ser escrito como:

(G2 — X0+ (o + 2001 =5 [(x — 208, + Gz 2]

N =

e =X—Xq =
1
Ty = E(xz - x1)(f - fd)
Analogamente, temos que ,, pode ser escrito da forma:

1
ny, = 5(3’2 —3’1)(5— fd)

E entdo r pode ser reescrito como:

1 2 2
r=frtenPer= j |50 ~x0(E- &) +[500 -y~

N[~

1
- E(E - Ed)[(xz —x1)% + (2 — y1)?]

(9.60)

N[~

L —
(8 Ed) L= [(x; —x1)% + (2 — ¥1)?]

2

Considerando a parametrizacdo das variaveis e entdo substituindo (9.60) em

(9.58), obtemos:

1

- LE—E)]dr
ngidfzm—K _1Niln [—2 ld_zd

L LG
fpjmdhmf_llviln[ = ]dz (0.61)
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E importante saber que N;(x) = N;(x(&)) = N;(¢). Considere, por exemplo,

N, (x). Assim, temos:

X — Xy
N, (x) =

(9.62)

X1 — X2

Substituindo (9.59) em (9.62), mostramos que essa afirmacao € verdadeira:

N (x(8) _ % [(x; — x1)& + (x3 + x1)] — x,

X1 — X3

_1(x2—X1)E+X2+X1—2X2_1(XZ—X1)€—X2+X1
-2 Xy — Xy 2 Xy — Xy

10 —x)d+x —x1 10 —x)8 — (%1 — X3)
2 xl_xZ 2 xl_xZ

Ni(x(8)) = _T = N, (%) (9.63)

Substituindo (9.63) em (9.61), podemos calcular a integral para g; = g:

]r_gldr = = 4;_?( _1 (_5 . 1) In [L(f . fd)l dé

J

_ ! L(§ —$a)
_KJ_l(f - 1) In Tl df

(£ —¢a)

—Kj_l(f—mn_ ld€+J (£ —1)InLdé&

Observe que caso o ponto fonte esteja no né 2, ou seja &, = 1, aintegral € nula
pois (¢ — 1) = 0. No caso geral, o que ocorre é que Ni(fj) = 0 parai # j e deste modo

a integral para g; s néo € nula caso o ponto fonte esteja no no i.

Agora, resolvendo primeiramente a integral a direita, temos:

1

=2InlL
-1

1 1 52
j(f—l)lnLdEzlnLJ (f—l)dlenL(——E)

e entao:
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L[t [€-¢D
frjgldrzﬂlfqml Zdl(f—l)df+21nL (9.64)

Definindo a mudanca de variavel, dada por:

ISR )
="

ou seja:

P P

Assim, o novo intervalo de integracéo e dado por:

-1 -
n€=-1 =(2—€d)

(1-¢a)

nE=1= 5

Observe que ¢; pode ser somente 1 ou -1, pois o ponto fonte pertence a um
dos nés do elemento, os quais estdo na extremidade desse onde ¢ =1 ou & = —1.
Deste modo, temos que o intervalo de integracdo é (—1,0) paraé; =1 ou (0,1)
paraé; = —1. No entanto, como dito anteriormente, para a integral de g, nao resultar
em valor nulo € preciso considerar o ponto fonte no né 1 e consequentemente a

integracao para ¢; = &, = —1 no intervalo (0,1).

Assim, utilizando a mudanca de variavel a integral (9.64) pode ser escrito como:

fgdr __L _le en-1-D% an+2m1
vl 1 an T em

J

L [ 1

=— 2n—1)2 2InlL
87TK_J0 Inn2(n—1)2dn+2In l
L [ 1

:87T_K_4<j;) lnn(n—l)dn>+2lnLl

L 1 1
zﬁP(fo nlnndn—]o lnndn>+21nLl
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O termo entre paréntesis resulta em:

1 1 3
f nlnndn—f Inndn =-
0 0 4

e finalmente temos que quando o ponto fonte estd no né 1 a integral é dada por:

f dr = —~ [4(3)+21 L]
M e [Tla) T

e entdo:

gzdr == 0

rj

De maneira analoga, € possivel mostrar que, caso o ponto fonte esteja no n6
2, aintegral é dada por:

gld[' = O

]

j ar =~ (3+ZL)
AV

J

r

11.8.4.1 MATRIZ [H]
Primeiramente € necessario lembrar que:

{ Hi; sei#]j
—CTL' +Hijse i =]

Desse modo, a integral se torna:
fgidfz —c+f giar
L Ty

Quando o contorno é aproximado por elementos de contorno lineares

continuos, o vetor 7, normal a um elemento 1—} do contorno, é constante. Nesse

elemento, e qualquer vetor formado por dois pontos desse elemento é perpendicular
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a esse vetor normal. Assim, considerando o ponto fonte em uma regido suave do

contorno, ou seja, c = %, temos que:
f ar ! + ! f ! Ni( + )dr
; =——=+4+—| —N;(1nn N

f dr 1+1f11v(* n)dr
gadl=—=+—| =N, 'n
r]_l 2 2m ) r?

No entanto 7 € definido por um n6 pertence ao elemento I; e o ponto fonte, o

qual também pertence ao elemento, é perpendicular ao vetor normal 7. Assim, temos

que 7 -7 = 0 e a integral e dada por:
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