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Resumo

Este trabalho apresenta aplicagoes para o modelo de regressao tobit, considerando uma
abordagem bayesiana. As estimativas pontuais e seus respectivos intervalos HPD foram
encontrados realizando as inferéncias bayesianas com o uso das técnicas de MCMC (Markov
Chain Monte Carlo). Posteriormente, essa metodologia serd aplicada em conjuntos de
dados reais, atestando a validade da mesma por meio de técnicas de diagnodstico, e também
pela comparacao dos resultados obtidos com estudos feitos com abordagem frequentista
para o mesmo banco de dados. As estimativas geradas, graficos e simulagoes foram

elaborados pelo software R.

Palavras-chave: Modelo Tobit, MCMC, Intervalo HPD, Inferéncia Bayesiana.
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1 Introducao

No contexto da modelagem estatistica é comum a ocorréncia de casos em que a variavel
resposta estd limitada na extremidade (sendo ela inferior ou superior). Nesses casos 0s
modelos de regressao lineares usuais nao sao os mais adequados. Podemos contornar esse
problema ao interpretarmos o valor extremo da variavel resposta como uma censura; assim,
a ideia popularizada por Tobin (1958), denominada Modelo Tobit, que é o modelo de
principal foco desse projeto.

Como exemplo de dados reais, vemos o caso da Vacinagao no Haiti, estudado por
Moulton e Haulsey (1995). Os dados consistem de uma amostra de 330 criangas com
até um ano de idade, que foram vacinadas contra o sarampo, onde a concentracao de
anticorpos foi medida. Nos laboratérios onde as medig¢oes foram realizadas, existia um
limite de dete¢do minimo (LMD) de 0.1 mm/1. Isso causa uma censura para concentragoes
menores que 0.1. Para ilustrar o problema, temos na figura o grafico de uma densidade

normal padrao contendo um limite inferior igual a -1.5 sobreposta a uma normal padrao.

—— Normal Censurada —— Normal Padrédo
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Figura 1 — Comparacao de uma distribuicao Normal padrao e uma distribuicdo Normal
com censura inferior no ponto -1.5.
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Podemos notar, na figura , a diferenca entre o grafico, de uma distribui¢ao normal
censurada e uma distribui¢cao normal sem censura.

Além do exemplo citado, podemos aplicar o Modelo Tobit em diversas areas, como
econometria, biometria, ensaios clinicos etc.

A estrutura da varidvel resposta no Modelo Tobit normal é apresentada a seguir.
Considere um conjunto de dados com limite inferior no valor ¢. Sem perda de generalidade,
a varidvel observada y pode ser expressa com o auxilio de uma varidvel latente y* (néo

observada) da seguinte forma:

c, sey"<c

y*, sey" >c
sendo y* ~ Normal (p; 0?).

Para modelagem e analise do problema pratico, usaremos a abordagem Bayesiana
do Modelo Tobit. Como justificativa, podemos argumentar a praticidade na estimacao
de fungoes dos parametros usando técnicas de Monte Carlo, assim como o acréscimo de
informagoes valiosas ao modelo por meio de distribui¢oes a priori. Além disso, evitamos
o uso de aproximagoes assintoticas. Usaremos também o método de Aumento de dados
(Data Augmentation), que pode ser visto como uma forma de completar os dados presentes
na censura. Com isso teremos a distribui¢ao completa do modelo, deixando de ser uma
distribuicao deformada como vemos no exemplo da figura . Posteriormente, no Capitulo

4, veremos com mais clareza esse método.

1.1 Objetivo

1.1.1 Objetivo Geral

e Analise e modelagem de dados com a variavel resposta limitada.

1.1.2  Objetivos Especificos

e Uso da Inferéncia Bayesiana para a modelagem de dados.
e Estudo de distribui¢oes censuradas e estrutura do Modelo Tobit.

e Uso de métodos computacionais, como o algortimo Monte Carlo Cadeia de Markov
(MCMC).

e Aplicacao de dados reais.
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1.2 Metodologia

O projeto sera constituido inicialmente por um capitulo de motivagao ao tema abordado
no trabalho, seguido por um capitulo onde revisaremos o modelo de regressao linear classico
e o modelo de regressao Bayesiano, sendo o segundo utilizado nesse projeto. Sera feito o
estudo das distribuig¢oes censuradas, seguido pela apresentagao do Modelo Tobit, que é o
principal foco deste trabalho. A modelagem Bayesiana do Modelo Tobit sera aplicada com
o auxilio de métodos computacionais (método MCMC). Por fim, aplicaremos o modelo
em dados reais. Todas as andlises serao realizadas com o auxilio do software livre R, por

meio, principalmente, do pacote BayesCR.
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2 Modelo de Regressao Linear Miltiplo

Considere o modelo geral de regressao linear multiplo,
Yi = Po+ 51X+ + Bp1Xip-1) T €& (2.1)

Tendo Y; como a variavel resposta, X;(,—1) variaveis preditoras, (,—1) os parametros
regressores e ¢; representando o erro aleatério. As varidaveis presentes no modelo podem

ser definidas em forma matricial

1 11 ... Ti(p—1
n 1 2 . vy Bo
Y — i ’ X — 21 - . 2(p—1) ’ ﬁ _
Yn . ' Bp-1
1 Tplt .- xn(p,l)

Assim fica definido Y como um vetor n x 1, X uma matrix n X p e o vetor 5 p x 1.

Entdo o modelo é escrito na forma matricial:
Y =X[+e,

com os seguintes pressupostos: os erros € sao IID com € ~ N(0;021).

2.1 Estimacao dos parametros

Supondo que o modelo de regressao linear multiplo segue uma distribuicao normal
multivariada, de ordem n, com vetor de média e matriz de covariancia dados por, respecti-

vamente:

Bly | ] = E[X5 +d

= E[X (] + Ele] (22)
— XB+0 '
— X8

Varly | ] = Var[Xp + ¢
= Var[Xp] + Var[e] (2.3)

= %]

Ambos os pardmetros 3 e 02 sao desconhecidos, e por isso precisam ser estimados.
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2.2 Estimadores de Minimos Quadrados

Esse método consiste na escolha do valor que minimiza a soma de quadrados das

diferencas. Para o parametro  a funcao de minimos quadrados a ser analisada é:
SQy — xB) =D (v — viB)°
=Y -Xp) (Y - Xp)
=Y'-pX)Y - XP)
=YY -Y'XB-XY +3X'Xp

(2.4)

Note que Y'X e f/X'Y sdo iguais, pois sao matrizes escalares e uma é transposta da

outra. Com isso obtemos,

SQ(B) =Y'Y —2(Y'XB) + B X' X5 (2.5)

Derivando a func¢ao em termos de [, temos

oy  oY'Xp  opX'Xp 3y /
-2 + =0-2(YVX)+2X'Xp
05 % a5 07 ¥'X) (26)
=-2(XY)+2X'Xp
Agora é calculado o vetor f que minimiza a fungdo: igualamos a equacao a 0 e

denominamos o vetor resultante de [3:

—2AX'Y)+2X' X5 =0
X'X3=X'Y
(X'X)'X'XB = (X'X)'X'Y
B=(X'X)"'X'Y

(2.7)

Logo a solugdo da funcao para o método de minimos quadrado desde que (X'X)~!

exista ¢é
f=(X'X)"'XY (2.8)

2.3 Propriedades dos Estimadores

Assumindo que E(e¢) = 0 e Var(e) = o%I,, temos que o estimador de 3, B é um

estimador sem viés

E(B) =5 (2.9)

Var(f) = o?(X'X)~* (2.10)
Um estimador de ¢? ¢ dado por

- _ Y -Xp)(Y - X

o2 = = (2.11)
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que é o resultado da divisao entre a soma de quadrados dos residuos dividido por (n—p),
sendo p a dimensdo de 3. Logo substituindo o o2 pelo seu estimador (;5, encontramos o

estimador da varidncia de [,

—

Var(@) = c;a(X’X)_1

2.4 Técnicas de Diagnostico

Apébs estimarmos os parametros de um modelo especifico, é necesséaria a verificagao
do modelo para sabermos se o mesmo é, de fato, o mais adequado para a situacaoe, e
para termos certeza de que os resultados sao confiaveis. A Andlise dos Residuos consiste
em um conjunto de técnicas utilizadas para investigar a adequabilidade de um modelo
de regressao com base nos residuos. Caso os residuos mostrem algo errado no modelo,
conclusoes equivocadas podem ser obtidas.

Por isso a Analise de Diagnéstico se torna tao importante para a validagao de um

modelo. Serdo utilizados as seguintes metodologias para essa analise:

2.4.1 Alavancagem

Seja H a matriz simétrica de projecao ortogonal de vetores do " no subespago gerado
pelas colunas da matriz, onde H = X (X’X)~1X'’ é simétrica e idempotente. Seus elementos
sao denotados por h;; porém usaremos apenas sua diagonal principal, sendo assim denotado
apenas por h;. Esses elementos desempenham um papel importante para as técnicas de
diagnéstico, pois sao utilizados para verificar a discrepancia existente entre os valores de
X da i-ésima observacao e da média geral de X e como base para outras inimeras técnicas.
Pela existéncia da idempoténcia da matriz H temos que posto(H) = tr(H) = > | h; = p.

Em um bom modelo ajustado, esperamos que todos os pontos exercam a mesma
influéncia sobre os valores ajustados. Dado isso, é esperado que h; esteja préximo de @
= 2. Com isso examinamos os pontos onde h; > %p. Esses pontos sao conhecidos como
pontos de alavancagem. Para um conjunto de dados relativamente grande um ponto de

alavancagem é considerado alto a partir de 0.5.

2.4.2 Residuos

O residuo para a i-ésima observacao pode ser definido por meio da equacgao ¢; = y; — Ui,
onde g]z é o valor esperado para a i-ésima observagao. Os residuos sdo usados para a
deteccao de valores discrepantes para a variavel Y, e o sinal de ¢ indica a direcao dessa
discrepancia. Contudo esses residuos nao sao muito informativos, pois nao possuem
varidncia constante. Como podemos ver, Var(g;) = o(1 — h;), a variancia dos residuos

depende de h;. Com o intuito de promover uma comparacdo mais apropriada, os residuos
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sao padronizados da seguinte forma:

€
0'2(1 — hl)

Porém como ¢; ndo é independente da varidncia o2, €} ainda nao segue uma distribuigao
t-student como esperado. Entdo resolvemos o problema da dependéncia substituindo o2
por O’(Qi) que é o erro quadréatico médio sem a i-ésima observagdo do modelo. O indice (1)
indica a i-ésima observagao que sera excluida do modelo. Assim temos que o novo residuo
padronizado é dado por

€

ty=

e segue uma distribuicao ¢,_,.

2.4.3 Distancia de Cook

E uma medida de diagnoéstico usada para encontrar pontos que estao influenciando
negativamente a estimacao dos parametros da regressao do modelo. E uma combinacao

entre as observacoes dos valores de alavancagem e residuos, e ¢ dada por:

po? \ (1 = hs)?

Existem diferentes formas de interpretar essa medida: observagoes maiores que 4/n ou

valores acima de 0.5 sao considerados altos, por exemplo.

2.5 Exemplo

Foram extraidos os dados do censo do IBGE de 2000, onde estao representados os
dados referentes ao niimero médio de anos de estudo e a renda média mensal para cada

Unidade da Federagao. Foi considerado o seguinte modelo
RENDAZ = 6() + BlANOS + &4,

onde RENDA - Renda média mensal do chefe ou chefes do domicilio. ANOS - Numero

médio de anos de estudo do chefe ou chefes do domicilio.

Os dados estao representados na seguinte tabela:
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Tabela 1 — Renda e escolaridade média dos chefes de domicilio no Brasil em 2000.

UF Anos Renda
AC 4.50 526
AL  3.70 454
AM 5.50 627
AP  6.00 683
BA 4.10 460
CE 4.00 448
DF 820 1499
ES 5.70 722
GO 5.50 689
MA  3.60 343
MG  5.40 681
MS 5.70 731
MT  5.40 775
PA  4.70 536
PB 3.90 423
PE 4.60 517
PI  3.50 383
PR  6.00 782
RJ 7.10 970
RN 4.50 513
RO 4.90 662
RR 5.70 685
RS 6.40 800
SC  6.30 814
SE  4.30 462
SP  6.80 1076
TO 4.50 520

Foram obtidas as estimativas dos parametros e seus respectivos erros-padrao, sao
eles By = —381,28, 1 = 199,82 e 69,40 e 13,03 respectivamente. Isso nos indica que
o coeficiente angular da reta é bastante significante. Podemos interpretar que esse é
o aumento esperado na renda média do chefe do domicilio se o tempo de escolaridade
aumentar em uma unidade (um ano). Ja a estimativa para o parametro o foi igual a
77, 22.



16 Capitulo 2. Modelo de Regressdo Linear Multiplo

1200
|
16 20 25

Renda

800
|

Distancia de Cook
1.0

Lo
=}
= —
= g et eraveneneter® et taaoting,
T T T T T
4 5 B 7 3 0 5 10 15 20 25
Escolaridade indice
N * =+ — .
2 g o
[am) 1]
Moo e e
] I=
= w | ] -
% o * 2 =7° .‘“ %t
_ . . * =R o* .o *
. @ I o ]
g . . . » e
= |* ete . ‘e ee?® M
T T T T I T T T T T T
] 8 10 15 20 25 400 ®BOO 800 1000 1200 1400
indice Walores Ajustados

Figura 2 — Gréficos das medidas de diagnéstico para ps dados da tabela [I]

Analisando os graficos e os resultados obtidos pelas técnicas de diagnostico, podemos
reparar que com o aumento de renda os dados tém maior variabilidade, o que indica que o
modelo possui heterocedasticidade com o aumento da variavel "Renda". Também podemos
observar que a observacao 27, que representa a UF do Distrito Federal (DF), possui uma
grande discrepancia no modelo, pois é um ponto de alavanca, outlier e influente no exemplo.
Por esse motivo, poderia ser feito, por exemplo, o estudo de um novo modelo sem essa
observacao para checarmos se com tal mudanca o modelo se encaixaria melhor aos dados,

ou uma regressao polinomial, ou transformacao log para estabilizar a variancia.
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3 Modelo de Regressao Linear Bayesiana

3.1 O Teorema de Bayes

No contexto da estatistica Bayesiana, o teorema de bayes é a ferramenta inicial do
processo. Se considerarmos dois eventos A e B, a probabilidade de observarmos os dois

simultaneamente é dada por:
P(ANB) = P(BJA) P(A)
Também pode ser escrito como
P(BNA)= P(A|B) P(B)

Ou seja, temos que, se P(ANB) = P(BN A):

P(ANB)= P(B|A) P(A) = P(A|B) P(B)
Se rearranjarmos, temos que:

P(BJA) P(A)

P(AIB) = —“pr5

(3.1)

O Teorema de Bayes propoe, por meio de estudos ja realizados sobre o assunto, uma
caracterizagao da aprendizagem, ou seja, o estudo do evento A nao é iniciado do zero
existe uma probabilidade inicial, chamada de probabilidade a priori. Com o estudo de
informacoes adicionais, que sao denotadas pelo evento B, temos uma mudanga sobre os
conhecimentos do evento A. Isso afeta a probabilidade a priori e através do teorema de
Bayes encontramos a probabilidade a posteriori. Podemos estender essa mesma ideia para
tratarmos a estimagcao dos parametros de interesse. Supondo 6 como o vetor de parametros
e x sendo o vetor dos eventos de interesse, o Teorema de Bayes é definido como
p(|0)p(0)

p(0l) = 7

o< p(x]0)p(0), (3-2)

1
p(z)
constante e serd ignorada quando observarmos p(f|x) como fungdo de 6. Depois de

onde a proporcionalidade o na equagao significa que para o modelo é apenas uma

entendido o Teorema de Bayes, podemos avancar para os topicos de estatistica bayesiana.

3.2 Regressao Bayesiana

Considere uma amostra com n observacoes independentes (y;, Z1, ..., Tpi), ¢ = 1,..., 0,
num conjunto de p varidveis aleatérias Y, Xy, ..., X, com distribuigao conjunta desconhe-

cida. Comumente esse tipo de caso é analisado pelo modelo de regressao onde assumimos
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que a relagao entre a varidavel Y e as varidveis Xi,..., X, é a seguinte
Y=XB+¢ (3.3)
,onde Y é o vetor (Yi,...,Y,) e X a matriz n x p onde o (i,j)-ésimo termo é o zj;, € é

um vetor aleatério de média 0,,, matriz de varidncia-covariancia oI, com o>

constante, e
o vetor 3 sdo os parametros de interesse a ser estimado.

Um dos estimadores que podem ser usados para 3 é o estimador de minimos quadrados,
equivalente ao estimador encontrado pelo Método de Maxima Verossimilhanca, supondo e
seja normal. Assim, temos que 5 = (XTX)1XTy.

Agora, estimaremos o § por uma ética bayesiana. Podemos especificar uma distribuicao
a priori para o parametro e a distribuicao a posteriori, sendo avaliada com base nos dados

da amostra, e entdo estimamos /.

3.3 Distribuicao a Priori

A distribuicao a priori representa a informac¢ao que temos sobre o parametro desco-
nhecido € do nosso modelo, que ao ser combinado com a distribuicao de probabilidade
dos nossos dados resulta na distribuicao a posteriori que é usada para futuras decisoes ou
inferéncias sobre . Existem diferentes métodos de especificacao da distribuicao a priori.

Serao tratadas nesta secao as prioris conjugadas e nao-informativas.
e Distribuicao a priori conjugada

Dizemos que uma distribuicao é conjugada se as distribuigoes a priori e as distribui¢oes
a posteriori pertencam a mesma classe de distribui¢do. Sendo assim para o conhecimento
de 6 ser atualizado é preciso apenas uma mudanca nos parametros indexadores da familia
de distribuigoes a priori, chamados de hiperparametros, para serem diferenciados dos

parametros ja existentes de 6.
e Distribuicao a priori nao-informativa

Distribuigoes a priori nao-informativas comegaram a ser usadas quando o objetivo era
representar formalmente a "ignorancia'. Porém agora existe uma tendéncia de observé-las
como op¢ao para casos onde a informacao a priori é insuficiente que torne dificil eliminar
uma distribuicao subjetiva considerada adequada. Esse tipo de distribuicao é usada
como forma de comparar os resultados da inferéncia classica onde sao usados somente

informagoes da amostra.
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3.4 Funcao de Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca tem papel fundamental, seja na inferéncia classica ou na
inferéncia bayesiana, como responsavel por conter a informacao dada pela amostra. A
funcao é calculada fixando X e variando os valores do parametro theta. Ela registra o

quao verossimil os dados estao desse parametro. A funcao de verossimilhanca é definida

por
L(0) = L(0|X) = ] f(xil0). (3.4)
i=1
Para o caso de uma distribuicdo normal multivariada com média X 3 e variancia o2, temos:
L(Bo*|X) = g exp [~ (y — XB)(0*1) ™y — X9) (35)
’ (2mo2)n/2 2

Sera mostrado mais a frente o método para o cédlculo da funcao de verossimilhanca

para o modelo a ser abordado nesse trabalho.

3.5 Distribuicao a Posteriori

A distribuicdo a posteriori é o resultado obtido pela combinacao entre a funcao de
verossimilhanca e a distribuigdo a priori do modelo. Nesse sub-capitulo iremos especificar
dois métodos de obtencao da distribuicao a posteriori, a primeira utilizando o método
de Jeffreys para distribui¢oes a priori ndo-informativas e a segunda para o caso de uma

distribuicao a priori conjugada.
e Distribuicdo a posteriori quando a priori é ndo-informativa

Precisamos especificar a distribuicao a priori dos parametros desconhecidos da regressao.
Para esse caso serd utilizada a distribuicdo a priori nao informativa usual. Considerando
independéncia entre os parametro, temos
(B) x 1, p(c?) = 1 equivalente a p(B3,0%) = 1
p I p - 0_2a q p I - 0_2'
A distribuicao a posteriori de 8 dado o2 é dada entdo por
Blo®.y ~ Ny(B,o*(X' X)),
onde 3 = (X' X)Xy é o estimador de 5 obtido pelo MMQ (Método de Minimos Quadrado).
A distribuicao marginal a posteriori de o? segue uma Gama Invertida
o’y ~ GI(k/2,ks*/2)

onde k =n—peks? = (y—Xp)(y—Xp) ¢ chamada soma dos quadrados residual. Segue
entdo que a distribuicdo marginal a posteriori de 8 é uma t-Student nao central p-variada

com trés parametros, dada por

Bly ~ ty(k; B, s*(X' X))
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onde k sio os graus de liberdade, vetor de média 3 e o fator escalar s2(X' X)L
e Distribuicao a posteriori quando a priori é conjugada

Consideramos agora um distribuicdo a priori conjugada, com (3, 0?) distribuidos pela a

priori dada por

p(Bl0*) x (o) Feap [~ (5 — B0 Vi 15— 67)]

d

2 2y\co/2+1 Yo
(o) ox (2 ey | -]

Ou seja, Blo® ~ Ny(8,aVh) ¢ 0% ~ GI(S,%).

27 2
Para obtermos a distribuicdo a posterior basta combinar essas informagoes com a

funcao de verossimilhanca, que é dada por:
1 A R
L(B,0%) o (o) " Reap |~ [ks” + (5 — BYX'X (5 = B)]].
Ao combinarmos essas informagoes obtemos a expressao para a distribuicdo a posteriori

_(ntk_ <
p(B,0°|y) o< (%)~ 2D %

oz (8= BV (8= )+ (5 — BYXX (5" — )

]{82 d(]
P\ 202 )P\ T 202

Agora usamos uma técnica para completar férmulas quadraticas com um certo trabalho

exp X

algébrico (calculos detalhados em Paulino, 1983) e definimos

Vi=Vit+ X'X, B=V (Ve 8+ XYXB)
cio=co+n, d=dy+B"Vo-18"+1yy— 51‘/17151

Sendo assim, ¢ provada que a distribuicdo a posteriori dos parametros (3,0%) ¢ Normal

Multivariada e Gama Invertida, respectivamente, tal que

P8I0 9) ox eap [~ (5 — BV Vi(B — )]

d
2 2\c1/2+1 1
o) x ()7 ey |51

c1 d1>

ou equivalentemente, 3|02,y ~ N,(B1, 02V, ") e 0%y ~ GI(%,4).
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3.6 Estimacao Intervalar

Existe na inferéncia bayesiana um equivalente ao Intervalo de Confianca do caso
frequentista, chamado de Intervalos de Credibilidade Eles fornecem a probabilidade a
posteriori de um parametro a sua escolha pertencer ao intervalo C. Um subconjunto de ©,
¢ intervalo de credibilidade de 100(1 — )% para 0 se P(6 € C') > (1 — a)). Como existem
inameros intervalos de credibilidade que podem ser construidos, iremos adotar somente
um para ser usado durante o estudo, o Intervalo HPD (Highest Posterior Density), que se
justifica, segundo Ehlers (2007), por ser o intervalo de comprimento minimo possivel, pois

sdo obtidos tomando-se os valores # com maior densidade a posteriori.

e Intervalo HPD: Um intervalo de credibilidade de (1 — )% para 6 é HPD se
c=0¢€0:70(y) > k(x) onde k(«) é a maior constante tal que P(6 € C) > 1—av.

Sao usados, em geral, métodos computacionais para construir o intervalo HPD. Apéds a
obtencao do intervalo temos, por definicdo, que todos os pontos fora do intervalo terao
densidade menor que os pontos internos. Ao obtermos os intervalos para cada coeficiente do
modelo, precisamos verificar se o 0 estd no intervalo, pois se estiver nao teremos evidéncias

para dizer que o parametro é significante no modelo.

3.7 Teécnicas de Diagnostico

A importante funcao que as técnicas de diagnéstico tem no contexto de modelagem
estatistica é inegavel. Podemos usar muitos métodos para tal diagnéstico, tal como analise
de residuos e seus graficos para encontrarmos possiveis observagoes que influenciam o
modelo. Contudo, na abordagem bayesiana essa analise nao é tdo reconhecida. Porém
existem técnicas de diagnoéstico que ajudam na modelagem bayesiana. Algumas delas

serao vistas nesse subcapitulo.

3.7.1 Residuos bayesianos Studantizados
Os residuos bayesianos Studantizados sao definidos por Paulino et. al (2003) como

ri(0) = Yi — E(yibI),
V Var(yily)

que ¢ funcao do parametro 6 e, portanto, tem distribuicao a posteriori definida. Temos

(3.6)

que y representa os dados, e E(y;|y) é obtida por

E(yly) = /yip(yz-!.V)dyi = /E(yz-IG)W(@\Y)d@

B2ly) = [ vipluily)dy = [ [Var(ulo) + [E(u10)Fr(6]y)] db.
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* .

O calculo para a obtencao de tais valores sao computados usando a amostra {9(]-), ] =
1,...,m} da distribuicdo a posteriori de 7w(f|y), entao é feita a média do valor esperado

de cada observacao para cada 82‘].), ou seja

Bluly) = - 3 Elwi)
‘ 2 1 - 2
E(ylly) = — ;(vmme) + [Ew]9)P)

Notamos que os residuos nao sao independentes, pois suas distribui¢oes a posteriori
dependerem todas de 0. Por isso o uso dessa ferramenta se torna mais informal. Usamos
também graficos para avaliarmos o comportamento dos residuos, onde plotamos os valores
dos residuos e definimos um limite para termos nogao das observacoes que sao outliers no
modelo. E razodvel esperar que em modelos bem ajustados os residuos estejam entre —2 e
2.

3.7.2 Comparacdo de Modelos

Existe no contexto da estatistica bayesiana uma série de distribuicoes a priori que
poderao ser candidatas ao modelo. Devido as diferentes interpretagoes do problema,
uma série de distribui¢des a priori poderao ser candidatas ao modelo, sendo os modelos
representados por

B = {pi(|0;), m;(0;), i € I}
Para isso existem métodos que especificam critérios para decidir qual o melhor candidato.

Os métodos que serao citados a seguir sao os criterios DIC (Deviance Information Criterion
e CPO (Conditional Predictive Ordinate).

3.72.1 DIC

Talvez seja o método mais comum usado para a escolha de modelos na inferéncia
bayesiana. E uma generalizacio dos critérios frequentistas BIC e AIC. Spiegelhalter et
al. (2002) propos o DIC baseado no principio de que DIC = "qualidade de ajuste'+
"complexidade". DIC entao é definido por

DIC =D +pp (3.7)
Onde pp é a medida de 'ntimero efetivo de parametros’ sendo denotada por:

pp = Egyy[—2log f(y|0)] + 21log[f(y|0)] (3.8)

Tomando f(y) como um termo totalmente especificado e padronizado que é funcao

apenas de Y, ou seja, depende apenas dos dados, pp pode ser escrito como

pp = D(0) — D(0), (3.9)



3.7. Técnicas de Diagndstico 23

onde D(0) = L3> D(0;) e D(0) = =231 log[f(1:]0)] ¢ a estatistica Deviance.

Assim como nos métodos frequentistas AIC e BIC, o melhor modelo a ser escolhido,

dentro do conjunto de modelos possiveis sera aquele com o menor valor de DIC.

3.7.22 CPO

Esse é mais um dos iniimeros métodos de comparacao de modelos para um determinado
conjunto de dados. O CPO (Conditional Predictive Ordinate) ¢ uma estatistica baseada
no critério de validagdo cruzada para comparagao de modelos. Em Gelfand et. al (1992)
podem ser vistas as propriedades detalhadas da estatistica CPO e aplica¢oes em alguns

modelos. A estatistica CPO para a i-ésima observagao é descrita por

CPO, = plulucs) = [ S0~ ([ TN 6o

onde p(y;|y(—i)) representa a distribui¢ao de y; dada o resto das observagoes da amostra
e Y os dados sem a i-ésima observacao. Um pequeno valor dessa estatistica representa
uma observacao que nao esta ajustada ao modelo. Isso ocorre porque os valores obtidos sao
um indicador do valor da fun¢do de verossimilhanca de cada observacao dado o restante
das observagdes. Podemos ainda estima a C'PO; por Monte Carlo, onde s6 é preciso usar
uma unica amostra de MCMC para a distribuicao a posterior w(0|y). Entao a aproximagao
de Monte Carlo para a estatistica C'PO;, de uma amostra com tamanho M, é dada por:

-1

— 1 ¥ 1
CPO; = (M > W) (3.11)

m=1
Para a analise dos valores do C'PO; é usado a LPML (Log-Marginal Pseudo Likelihood),
onde LPLM = Y™ log(CPO;). Quanto maior for o valor de CPO; melhor é o ajuste

feito pelo modelo em questao.

3.7.3 Pontos de Influéncia

Assim como na regressao classica, existem formas para encontrarmos pontos que
sao influentes nos resultados obtidos pela analise estatistica. Iremos fazer, para o caso
bayesiano, o método de exclusao de observacoes, onde sao excluidas observagoes uma a
uma e comparamos os resultados para descobrirmos qual observagao é a mais influente no

modelo. O método escolhido é a Distancia de Kullback-Leibler.

3.7.3.1 Distancia de Kullback-Leibler

A distancia de Kullback-Leibler é uma medida nao simétrica usada como ferramenta
para medir a diferenga entre duas distribuigoes de probabilidade, p(z) e ¢(x), para uma

mesma varidvel . Chamada geralmente de distdncia KL, a diferenga entre ¢(z) e p(x)
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mede a informagao perdida quando é usada a distribuigao ¢(z) como uma aproximagao de
p(z). Definimos Dk pela seguinte equagao:
p(z)

Dt (p(e)llg(@)) = 3 ple) log” 5

Temos que Dkr,(p(x)||g(x)) é uma medida sempre positiva, ou seja, Dkr,(p(z)||q(z)) >0
Dxr(p(x)|lg(z)) = 0, se e somente se p(z) = g(z), e por ser uma medida ndo simétrica
Dy, (p()lla(x)) # D (a() ().

Para ser aplicado no caso bayesiano de diagnoéstico de pontos influentes é necessario
definirmos algumas mudancas. Considere m = 7[f|y_;] a distribuicdo a posteriori de 6
retirada a i-ésima observacao de y e m = 7[f|y| a distribui¢do a posteriori de 6 com y

completo. A distancia entre m; e my é dada por:

— {0l loe [ _TLO1Y]
Du(rallmy) = — | [e|y]1g(ﬂ0|y(i)])de (3.12)

Ou seja, Dk (m2||m1) mede o efeito da retirada da i-ésima observagao na distribuigao

a posteriori conjunta de 6. Podemos simplificar essa equagao deixando-a em func¢ao da

equagdo [3.11] (j& vista anteriormente) dada por

Dy, (m2||m) = log Ee\y(f(yz‘|9)_1) + E9|y(log f(wil0))

(3.13)
= —log(CPO;) + Ey,(log f(il6)).

A prova para tal igualdade se encontra em Garay et al. (2011).

Além da distancia de Kullback-Leibler existem na literatura outras distancias para
detectar pontos de influéncia na literatura (distancia L, distdncia J, distdncia qui-quadrado).
Podemos ler sobre em Bolfarine et. al. Ressaltando que por ser um método para medidas
de pontos influentes, é necessario definir um valor limite para determinar se um ponto é
ou nao influente. Para isso nesse projeto iremos usar a defini¢do proposta por Peng e Dey
(1995) e Vidal e e Castro (2010), onde definiram para as diferentes medidas de pontos de
influéncia a seguinte funcao:

4y(p) = 222+ 92(2<1 ) (3.14)

Para o nosso caso, onde serd usado a distancia de Kullback-Leibler a func¢ao g(p) =

log(p), e serd usado o valor p = 0.8, com isso podemos afirmar que quando dg; > 0.22 a
i-ésima observacao sera considerada como influente para o modelo.

3.8 Exemplo

Para fins de comparacao iremos usar o mesmo conjunto de dados do exemplo de

regressao classica, que pode ser visto na tabela . Foi usado o pacote MCMCpack, do
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R Studio, para calcularmos as estimativas do intercepto e dos parAmetros (3, 0?). Foi

2

escolhida a distribuicao Uniforme Imprépria para a priori de § e para ¢° uma Gama

Invertida com ¢ = 0.0001 e d = 0.0001. Os resultados foram obtidos através da média a
posteriori das estimativas de cada cadeia de Markov, sendo muito semelhantes ao caso

classico.

Comparacao

Bayesiano | Classico

Intercepto -380.3 -381.28
I5; 199.6 199.83
o? 6507.7 5962.68

Na tabela (3.8]) reparamos que para as estimativas do intercepto e de [ os valores sao
proximos. Porém a estimativa de o2 destoa bastante, sendo que para o caso bayesiano a
estimativa ¢ bem maior.

Foi feito também a andlise de diagndstico para o caso bayesiano, onde testamos os
residuos e se o modelo usado é adequado pela distancia de Kullback-Leibler. A seguir

estao os graficos para os residuos e a adequabilidade do modelo usado via distancia de
Kullback-Leibler.

Resinduos Bayesianos Studantizados
Distancia K-L

Observacies Indice

Podemos notar que a observacao 27, que representa o Distrito Federal, destoa muito do
modelo em questao, tanto para a andlise dos residuos studantizados bayesianos e para a
distancia de Kullback-Leibler. Sendo assim obtemos a mesma conclusao que o diagnéstico

feito para o caso frequentista.
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4 Dados Limitados

O Modelo Tobit é um modelo de regressao linear usado quando algumas observacoes
da variavel resposta encontram-se incompletas devido a algum tipo de censura. Porém
existem duas causas para ocorréncia de tal evento, quando ocorre truncamento e quando

ocorre censura. Primeiramente iremos esclarecer a diferenca entre esses dois casos.

4.1 Truncamento

O truncamento ocorre (na maioria das vezes) quando é feito um estudo com base em
uma base de dados ja usada anteriormente, de onde sao retiradas apenas as informacgoes
desejadas. Com isso algumas observagoes ficam indisponiveis na variavel resposta e nas

variaveis regressoras.

4.1.1 Distribuicao Truncada

Sao ditas distribui¢oes truncadas as partes de uma distribuicao nao truncada que esta
acima ou abaixo de um determinado valor. Temos a seguir a distribui¢do normal truncada.

Dado que x segue uma distribuicdo normal com média u e varidncia o2, entdo

Pz > a) = 1-@(“‘“) _ 11— ®(a),
o
onde o = (a — pu)/o e F(.) é a f.d.a. (Fungdo de Distribui¢do Acumulada) da normal

padrao. A densidade de uma distribui¢do normal truncada ¢ dada por
f(.CE) (27T0'2)_1/2 exp_(x—H)Q/(QUQ) %f(%)

el >0 = T ps = T T 1oT@

onde f(.) é a f.d.p.(Fungao de Distribuicao de Probabilidade) da normal padrao.

4.2 Censura

A censura ocorre quando para certas observagoes da amostra os dados sobre a varidvel
resposta nao se encontram disponiveis em sua totalidade, por estarem limitadas, mas
diferentemente do truncamento, temos os dados sobre as variaveis regressoras disponiveis. A
censura € essencialmente um defeito na coleta da amostra, seja ela pela falta de informacéao
ou por nao ser possivel medir as observagoes por algum tipo de limitacao. Entao os valores

contidos nessa area de limitacao sao reportados todos com o mesmo valor.
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4.2.1 Distribuicao Censurada

Assim como para a distribuicdo truncada, as distribui¢des censuradas sao derivadas
de distribui¢oes conhecidas e sem censura. Quando temos uma distribuicao censurada a
esquerda em um certo valor 'c’; ou seja, as observagdes menores ou iguais ao valor limite ¢

sao substituidas por ¢, e assim a varidavel resposta "completa'é apresentada como:

¢, sey' <c
Yi =
Yi, sey;>c
Seja Y* uma variavel continua com f.d.p. f(.) e f.d.a. F(.). Teremos para as varidveis
censuradas,

Fly) = FE[E@)Pi=1,.. n.,

onde ¢ é uma constante e

I 1, sey; >c
0, sey’ <c
1=1,...,n. Para o caso da distribuicdo normal censurada basta tomar f = ¢ e F' = .

4.3 Modelo Tobit

Nesse trabalho abordaremos o Modelo Tobit. O nome faz referéncia a Tobin(1958),
artigo pelo qual esse modelo foi popularizado, Trata-se de um modelo de regressao onde
sao estimadas as relagoes de uma variavel dependente limitada. Por se tratarem de dados
censurados temos algumas observacoes que sao parcialmente observadas, ou seja, nao estao
representadas com seu valor real e sim com o valor da censura. O modelo de regressao

Tobit é comparavel ao modelo classico,
yi = 20+ & (4.1)

Suponha um limite inferior no valor 0, ou seja censura a esquerda. A variavel latente

y; serd observada da seguinte maneira

0, sey;<0
Y =
yi, sey; >0,

onde y ~ F(yf|x;,0) com fungao de densidade f(y|y;|z;,0).

4.3.1 Estimacao Bayesiana

O procedimento ¢ anadlogo ao modelo linear, mas como existem particularidades
existentes no Modelo Tobit, alguns calculos precisam ser adaptados ou feitos com ajuda

computacional.
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A seguir vemos o caso da obtencao da funcao de verossimilhanga, para censura no valor

£00) = T1( (s, 0)" F(elzs, 0)1 1), (42)

i=1
onde I; = 1 quando a observagao estd com o valor exato e I; = 0 quando a observagao
estd censurada & esquerda  representa o vetor de parametros 3 e o2.

A funcao de log-verossimilhanga para a regressao censurada a esquerda é dada por:

1 _

InL=>% —= [log(%r) + Ino® + (yl ] + > In [ B 1 (4.3)

o 2
.Y >C yi<c

Podemos ver que a primeira parte da funcao é semelhante a verossimilhanca para as

observagoes que nao estao presentes na censura e a segunda se refere as probabilidades de

censura das observacoes censuradas. Esse resultado se aplica apenas a censura a esquerda.

Para a censura a direita, com censura no valor ¢ temos:

ﬁ( f(ilzi, 0) {1_ (C|$¢,9)}1_Ii), (4.4)

onde I; = 1 quando a observagao esta com o valor exato e I; = 0 quando a observagao
esta censurada a direita, A funcao de log-verossimilhanca para a regressao censurada a

esquerda é dada por:

InL= > lna¢[ ] > in [1— —:v’ﬁ)] (4.5)

1y <c yi<c o
Pela existéncia da censura nao é possivel obter a funcao de verossimilhanga na forma
completa. Para contornarmos esse problema usamos o método de aumento de dados
para fazermos a inputacao da parte negativa da funcdo. Combinando tal método com o

Amostrador de Gibbs é possivel entao termos a distribuicao a posteriori de 6.
e Distribuicao a prior:

O processo de especificacao da distribuicao a priori para o Modelo Tobit nao difere dos
métodos ja explicados no Capitulo 3, pagina 16, onde podemos encontrar a distribuicao a

a priori por meio de prioris conjugadas ou prioris nao-informativas.
e Distribuicao a posteriori

Diferentemente da distribuicao a priori, para a distribuicao a posteriori o processo
de obtencao ¢é ligeiramente diferente, pois como foi discutido anteriormente no presente
capitulo, a funcao de verossimilhanca ¢é alterada por nao apresentar uma forma completa.
Logo os métodos para a especificagdo da distribuicao a posteriori, dada por 7(0|z)

L(6;x)m(0), ndo podem ser, em um primeiro momento, empregados, pois a funcao de
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verosimilhanca é dividida em duas partes. Sendo assim nao é possivel encontrar a forma
fechada para uma distribuicao. Porém serd possivel aplicarmos os métodos ja discutidos

ao encontrarmos a fungao de verossimilhanca na forma completa.

4.3.2 Aumento de Dados (Data Augmentation) e Amostrador de Gibbs

Conhecendo a fungao de verossimilhanca e dado a distribuigdo a priori de 0 seria
possivel calcular a distribuicao a posteriori. Porém nossa fun¢ao de verossimilhancga por
estar incompleta nao pode ser calculada de uma forma direta, pois nao resultaria numa
distribuicao de forma fechada. Com isso introduzimos o método aumento de dados em
conjunto com o Amostrador de Gibbs.

O Amostrador de Gibbs é um processo de simulagoes estocasticas via cadeias de Markov,
onde a funcao geradora é formada por densidades condicionais completas, tornando possivel
gerar amostras de uma distribuicdo marginal para casos onde a geracao direta da posteriori
conjunta é complicada. Para o nosso caso queremos gerar m(6]y*) (7(8,02|y*)), o que
¢ impossibilitado pelo fato da funcdo de verossimilhanga nao se encontrar na forma
completa. Porém a distribuigao a priori dos pardmetros sao dadas, 8 ~ N(By, o) e
02 ~ GI(co/2,dy/2). Com isso é possivel gerarmos as condicionais (3|02, y*) e w(o?| 3, y*).
O algoritmo de Gibbs entdo se da por meio de seguidas geragoes dessas distribui¢oes
condicionais. A seguir temos o algoritmo de como o é feito o processo iterativo (Ganerman,
1996):

1. o processo é iniciado em j = 1. Primeiramente partimos dos valores a priori de
p0) — (5(0)’ 02(0));

2. obtém-se a partir de #U~Y um novo valor para %) = (BU) 520)) por meio das

geragoes de valores

BY ~ 7(Blo?07Y y")
0?0 ~ m(a?|BUY, y);

3. o processo entao vai de j para j + 1 volta para o passo (2) e assim por diante até

atingir a convergéncia.

Assumida uma convergéncia para uma distribuicdo que esteja aleatoriamente proxima
a distribuigao desejada 7(0|y), e, apés a convergéncia todas as geragoes de uma mesma
cadeia serao distribui¢oes convergentes a amostra de 7(f|y). Dado a convergéncia das
cadeias, a amostra desejada ¢é retirada tomando-se saltos entre os valores gerados, evitando
a dependéncia linear entre os valores gerados.

No processo de aumento de dados sao introduzidas n variaveis latentes independentes

Y, ..., Y onde em geral a distribuicao a posterior de 6 dado Y* = (Y, ..., Y,’) segue:

w(6ly; . x) o 7(60) H ) (4.6)
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O aumento de dados nos leva a Y;*s ~ N (2}, 0):

f(yflxi, 0)

Wily, x,0) ~ vl (y; > 0) + F 0]z, 0) (y;i <0)| I(y; =0) (4.7)
ou seja, yr = y; se y; > 0 e (yf|zi, v, 0) ~ ’;(?g“;_ig))[(yf < 0) se y; = 0. Observe que

se os Y;*s sao conhecidos e uma priori normal multivariada é escolhida para 6, entao a
distribuicao a posterior de 6 pode ser derivada utilizando os resultados da regressao linear
normal bayesiana (Albert and Chib, 1993). Os Y;*s sao desconhecidos mas, dado Y;, a
distribuicao de Y;* segue uma normal truncada. Com isso ja podemos fazer a ligagao com

o amostrador de Gibbs, para entdo obter a distribuicao que ird convergir para a a posterior

real de 6.
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5 Estudo de simulacoes

Tendo a finalidade de avaliar o desempenho do modelo proposto, ou seja, analisar
se para o caso de dados censurados as defini¢oes e suposi¢oes estdo sendo cumpridas
e se suas estimativas a posteriori estao seguindo o modelo original. Os procedimentos
computacionais foram desenvolvidos utilizando o software R, com a ajuda do pacote
BayesCR. Para as simulacoes foram geradas amostras de tamanho n, de um modelo linear
censurado, seguindo ([4.1)), onde ¢; ~ N(0,0% = 1), 8T = (B, f1) = (1,2) o} = (1,1),
sendo cada 2 uma observagio obtida por uma amostra de uma distribuicio U(—1,1) e

um nivel de censura fixado p.

5.1 Simulacdo 1

Nesse estudo o objetivo é analisar a taxa de acerto médio das estimativas obtidas para
o modelo. Para isso foram considerados diferentes niveis de censura para p (10%, 20%,
30%, 40%, 50%, 60% e 70%), onde para cada nivel de censura foram geradas 100 amostras

de Monte Carlo e foram calculadas suas estimativas a posteriori dos parametros.

censura Pardmetros Estimativa Desvio Padrao % valor real
10%  fo 0.9996429  0.10902382 92%
B 1.963516 0.1984743 91%
52 1.019397 0.1663651 92%
20% By 0.9835375  0.10544863 95%
B, 2.009927 0.1790368 97%
52 1.008252 0.1877581 92%
30% B 0.9861090  0.09902344 99%
e 2.003582 0.1861714 96%
52 1.086538 0.2002262 92%
40% By 0.9698883  0.11933453 92%
B 2.057882 0.2539729 92%
52 1.080632 0.2159631 92%
50% B 0.9683830  0.17419893 97%
B 2.034584 0.2824929 98%
52 1.048598 0.2499068 95%
60% B 0.9569816  0.17613150 93%
B 2.060665 0.3007020 93%
52 1.087558 0.2481077 97%
0% By 0.9683830  0.17419893 90%
B 2.034584 0.2824929 97%
52 1.048598 0.2499068 94%
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Foram calculados o valor médio das estimativas de 3 e o2, assim como a média dos
desvios padrao das estimativas. Também foi calculada a percentagem de vezes que o
intervalo de credibilidade HPD a posteriori de 95% contém o verdadeiro valor do parametro.

Os resultados estao apresentados na tabela acima.

Podemos observar na tabela que as estimativas estdo muito estaveis, ou seja, perto
dos valores reais dos parametros. Também é possivel observar que para os maiores niveis
de censura a percentagem de vezes que o intervalo de credibilidade a posteriori de 95%
contém o verdadeiro valor do parametro o aumenta, apesar de apresentar, em média,

estimativas mais distantes do valor real do parametro.

5.2 Simulacao 2

Nesta simulacao procuramos avaliar visualmente a qualidade das estimativas para dife-
rentes tamanhos de amostras (n = 50, 100 e 300), por meio das densidades a posteriori dos
parametros. As diferentes amostras possuem os mesmos valores reais para os parametros,
Bo =1, f1 =2 e o = 1. Utilizamos apenas dois niveis de censura, 30% e 50%, por serem

os niveis de censura que apresentaram os melhores resultados para a simulacao anterior.
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|
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Figura 3 — Comparacao das estimativas para [y entre os niveis de censura 30% e 50%.
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Figura 4 — Comparagao das estimativas para [3; entre os niveis de censura 30% e 50%.
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Figura 5 — Comparacao das estimativas para o2 entre os niveis de censura 30% e 50%.

Percebe-se que as estimativas foram, em geral, melhores para o nivel de 50% de censura.
Isso pode ser uma evidéncia de que o método se ajusta melhor a niveis altos de censura,
ou pode ter ocorrido apenas por causa das amostras geradas. O parametro que obteve

2

as estimativas com melhores resultados foi ¢° onde podemos observar que o valor da

estimativa, para 30% e 50%, se encontra mais préximo do valor real.
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6 Aplicacoes em dados reais

Esse capitulo abordara a aplicagdo da metodologia discutida nos Capitulos 3 e 4.
Os dados escolhidos para a aplicacao foram retirados de estudos ja realizados, e serao
revisitados com uma metodologia diferente.

Foi especificada a mesma distribuicao a priori para as aplicagoes subsequentes, onde
foi utilizada a priori obtida na fungao Bayes.CR, onde é assumido que 3 ~ N,(bg, Sg), em
que by € o vetor p x 1 de hiperparametros fixados e S é uma matriz definida positiva
conhecida, de ordem p x p. Também é suposto que o o pardmetro de escala o2 segue
uma distribuicdo gama inversa, isto é, 072 ~ Gamma(a/2,b/2). Para o nosso caso em

especifico os valores utilizados foram, bf = 0,, Sg = 10, a =2 e b =0.2.

6.1 Relacoes Extraconjugais

O primeiro conjunto de dados foi retirado do estudo feito por Fair (1978) onde foram
utilizados dados de uma pesquisa feita em 1969 pela Psychology Today (PT), que publicou
um questionario sobre sexo em Julho de 1969, onde os leitores, tanto homens quanto
mulheres, foram convidados a enviar suas resposta. Cerca de 20.000 respostas foram
recebidas. Somente 601 delas eram utilizaveis, e com uma grande quantidade de respostas
0 (450 observagoes, que representa quase 75% das respostas). Nesse estudo as respostas
iguais a 0 foram consideradas como respostas censuradas. Apesar de ser impossivel
ter valores negativos de relagoes extraconjugais a censura foi utilizada porque devido as
combinagoes das estimativas dos parametros seria explicavel termos valores negativos, o que
indicaria ser altamente improvavel esses individuos com valores negativos terem relagoes
extraconjugais. A varidvel resposta (Y) representa o niimero de casos extraconjugais no
ultimo ano. No conjunto de dados original existem 8 variaveis, mas para esse estudo serao

utilizadas somente 4 variaveis no modelo além da variavel resposta. Sao elas:
e Y numero de casos extraconjugais no ano anterior.
e X;: anos de casamento.
e X,: idade.
e X;: religiosidade (escala de 1 (ateu) a 5 (fraquenta regularmente)).

e X,: avaliagdo do casamento (escala de 1(muito infeliz) a 5 (muito feliz))
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Tabela 2 — Inferéncias bayesianas para o modelo.

Parametros Estimativa EP Intervalo HPD 95%

Bo 9.11380  2.69002  3.86954  14.39072
e -0.16355  0.08035 -0.32462 -0.01749
By 0.55159  0.14319  0.26250  0.81876
By -1.76029  0.42126  -2.57106  -0.92805
By 231521 0.42414 -3.08964 -1.50341
52 72.67587  10.29531 54.77223  93.09366

A tabela [2l mostra as inferéncias bayesianas para o modelo proposto. E observado que
nenhum coeficiente aparenta ser nao significante para o modelo. Podemos analisar isso
pelo intervalo HPD e ver que o 0 nao esté incluso em nenhum dos intervalos.

Note que apenas a estimativa do coeficiente Bg obteve valor positivo. Com isso temos um
indicativo que conjugues de idade mais avancadas tendem a ter mais casos extraconjugais.
Analisando as estimativas para os outros coeficiente observamos que o que mais influencia
negativamente (ter menos casos extraconjugais) na quantidade de relagoes extraconjugais
é a variavel avaliagdo do casamento; ou seja, quanto mais alta for a avaliacdo menor é a
variavel resposta, seguida pela variavel religiosidade; conjugues que sao praticantes da
sua respectiva religiao tendem a ter menos casos do que os nao praticantes ou ateus. A
variavel anos de casamento apesar de possuir uma estimativa negativa influencia muito
pouco o modelo, sendo possivel observar pelo intervalo HPD que ela estd muito préxima

do 0, ou seja, beirando ser nao significante para o mesmo.
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Figura 6 — Gréfico dos residuos studantizados e da distancia de Kullback-Leibler

Acima podemos ver os graficos das medidas de diagndstico para o modelo. O primeiro
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grafico mostra os residuos das observagoes continuas dos dados. A primeira vista parece
estar errado, pois os residuos estao distribuidos apenas na parte positiva, mas é algo
esperado; uma vez que mais de 75% das observacoes sao censuradas a média é arrastada
para perto do valor da censura; com isso os valores esperados acabam sendo subestimados.
Para o gréafico da distancia de Kullback-Leibler existe uma tinica observacao que ultrapassa
o limite estabelecido para o modelo. A observacao em questao é a 568 do banco de dados.
O individuo tem 52 anos, 7 anos de casamento, 4 na escala de religiosidade, 5 na escala de
avaliagdo do casamento e teve 12 casos extraconjugais no ano anterior, com isso podemos
explicar a distorcao dessa observagao no conjunto de dados, pois ele teve um alto niimero
de casos extraconjugais mesmo tendo avaliado o casamento em 5 "muito feliz'e tendo
religiosidade 4, que representam variaveis com coeficientes negativos. Ou seja, quanto
maior avaliado esperamos um menor valor para a variavel resposta. Mesmo com essa

observagao discrepante é possivel dizer que o modelo esta adequado.
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Figura 7 — Grafico para p(y < Oly)

Como esperado, vemos na figura [7| que as probabilidades a posteriori das observagoes
censuradas (do modelo apds o aumento de dados) sejam menores que o valor da censura,

sao em geral altas, sendo que a maioria estd no intervalo entre 0.8 e 1.
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Tabela 3 — Comparacao das estimativas dos pardmetros Inferéncia Classica e Bayesiana

Pardmetros Classico Bayesiano
Estimativa Erro Padrao | Estimativa FErro Padrao
Bo 9.08 2.66 9.11 2.69
B -0.16 0.08 -0.16 0.08
By 0.54 0.13 0.55 0.14
By -1.72 0.41 -1.76 0.42
By -2.26 0.41 -2.32 0.42
& 8.27 0.55 8.50 0.34

Na tabela [3| vemos as estimativas de diferentes metodologias para o mesmo banco de
dados. O caso classico foi analisado por Bolfarine et. al (2013) e na comparagdo vemos
que os resultados obtidos nesse capitulo estao bem préximos, quanto para a estimativa
pontual e para o seu respectivo erro padrao. Por isso podemos dizer que os resultados
obtidos foram iguais, ou muito semelhantes. Entao nao perdemos nada no nosso modelo

ao usarmos a metodologia bayesiana para o Modelo Tobit nesse caso.

6.2 Horas trabalhadas por mulheres casadas

O segundo conjunto de dados é uma replicagdo parcial da andlise feita por Mroz
(1987), onde foi estudado um modelo para a oferta de trabalho feminino para mulheres
casadas. Os dados apesar de serem facilmente encontrados, estdo na maioria das vezes
incompletos. A sub-amostra utilizada por Mroz para a analise foi retirada do Panel Study
of Income Dynamics de 1975, da Universidade de Michigan. Este conjunto de dados contém
753 observagoes (sendo 44% delas observagoes consideradas censuradas) e 22 varidveis.
Assim como a primeira aplicacdo apesar de ser impossivel termos valores negativos de
horas trabalhadas a censura foi utilizada porque devido as combinagoes das estimativas
dos parametros seria explicavel termos valores negativos, o que indicaria ser altamente
improvavel essas mulheres terem trabalhado no ano da pesquisa. Para essa replicacao iram

ser usadas apenas 6 variaveis fora a variavel resposta. Sao elas:

e Y horas trabalhadas / 100.

e X;: quantidade de filhos com menos de 6 anos.

e X,: quantidade de filhos com idade entre 7 e 18 anos.
e X3: idade.

e X,: anos de educagao.

e Xj5: anos de experiéncia no mercado de trabalho.
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Tabela 5 — Inferéncias bayesianas para o modelo reduzido.

Parametros Estimativa EP Intervalo HPD 95%

Bo 13.32222  3.82884  5.77715  20.82381
By -9.23227  1.12609 -11.69604 -7.20392
By -0.60861  0.06863 -0.73390  -0.46690
By 0.74470  0.20271  0.35428  1.13687
Bs 0.80813  0.06445 0.69139  0.94322
52 131.12270  9.84459 112.57073 150.95659

e X (renda familiar - saldrio da mulher x horas trabalhadas) / 1000.

No banco de dados original a variavel resposta (horas trabalhadas) se encontrava inteira,
mas para o nosso estudo a dividimos por 100, pois assim é justificavel o uso de censura para
quando a varidvel resposta for igual a 0. Temos em Bolfarine et. al (2013), no Capitulo 2,
outra andlise para esse mesmo conjunto de dados onde foi utilizado o Modelo Tobit com
excesso de zeros porque nao é viavel, para o caso desse banco de dados, considerar censura

no valor 0, pois a média esta muito distante desse valor.

Tabela 4 — Inferéncias bayesianas para o modelo.

Parametros Estimativa EP Intervalo HPD 95%

Bo 13.61992  4.49438  4.91237  22.86926
B 9.33866  1.11457 -11.55169 -7.23985
By 0.17912  0.39950 -0.94832  0.59585
By 10.59604  0.07464 -0.74274  -0.44702
B4 0.86099  0.22232  0.39822  1.27455
Bs 0.77419  0.06927  0.62907  0.89985
Be -0.08376  0.04500 -0.16596  0.00694
52 131.30415 9.81127 113.05615 151.17816

Na tabela [ estao apresentados as inferéncias obtidas para o modelo. Ao observarmos
o intervalo HPD é possivel notar que dois coeficientes nao sao significantes, sao eles 35 e
Be, que representam as respectivas variaveis; quantidade de filhos com idade entre 7 e 18
anos e a renda familiar menos o produto do salario da mulher com as horas trabalhadas,
dividido por 1000. Com isso iremos remodelar os dados retirando essas duas variaveis
do modelo, e entao sera feita a comparacao entre os modelos para sabermos se, de fato,
ocorre uma melhora ao retirarmos tais variaveis.

Na tabela [5| podemos ver que as estimativas pontuais para as varidaveis em comum
entre o modelo completo e modelo reduzido estao bem préximas, com todas permanecendo

significantes para o modelo.
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Tabela 6 — Medidas para comparacao dos modelos

LPML DIC
Modelo Completo | -1862.256 | 3724.532
Modelo Reduzido | -1862.204 | 3724.154
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Figura 8 — Graficos dos residuos studantizados para a parte continua do modelo completo
e do modelo reduzido, respectivamente
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Figura 10 — Graficos da distancia de Kullback-Leibler do modelo completo e do modelo
reduzido, respectivamente

Nas figuras 8], [L0] [9 tabela [6] os modelos sdo comparados. Podemos analisar que no
grafico dos residuos studantizados para as observacoes continuas nao acontece uma grande
mudancga em como as observacoes estao organizadas. O tinico acontecimento perceptivel é
a aparicao de 2 novas observacoes na area fora dos limites. Porém no modelo completo
elas ja se encontravam bem préximas do limite. Na figura [9] podemos ver que, assim como
na aplicacao anterior, acontece o esperado; as probabilidades de censura das observacoes
censuradas estao agrupadas no intervalo 0.8 a 1. Na figura [10] é possivel observar que a
unica observagao considerada influente para o modelo completo continuou sendo influente
e passou a ter um valor maior. Isso pode ser explicado ao checarmos essa observacao;
essa mulher teve na variavel resposta um valor de 38.33, 4 filhos, sendo 2 menores de 6
anos e outros dois maiores, 38 anos, 15 anos de educagao, 17 anos de experiéncia e 18.43
da variavel zg. Como podemos ver ela pode ser uma observacao discrepante por ter um
alto valor da variavel resposta, bem acima da média, mesmo possuindo 2 filhos menores
de 6 anos, o que diminuiria bastante o valor esperado de uma observagao, apesar dessa
observagcao.

Para concluirmos qual modelo é o melhor para o caso em questao existem os métodos de
comparagao de modelos discutidos no Capitulo 3. Na tabela [6] podemos ver que o modelo
reduzido tem o menor valor absoluto para ambos os métodos. Por fim, podemos dizer que
para o caso em questao, o modelo que melhor explica a variavel resposta (quantidade de
horas trabalhadas)/100 é o modelo reduzido, com as varidveis X; quantidade de filhos com
menos de 6 anos, X3 idade, X, anos de educacao e X5 anos de experiéncia de trabalho.

Porém por ser uma diferenca minima podemos dizer que os dois modelos estao adequados
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para explicar as observacgoes.
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7 Conclusao

O trabalho abordado retrata o uso da estatistica Bayesiana para o Modelo Tobit, mas
para tal aplicacao foram definidos previamente o necessario para conseguir colocar em
pratica o que foi pretendido. Em seguida foram feitas simulagoes para avaliar se, de fato,
a aplicagdo do método como estava sendo feito era vidvel. Apos realizada as simulagoes o
resultado obtido foi satisfatério e prosseguimos para a aplicagao em dados reais.

Ao escolhermos os conjuntos de dados que sao usados no trabalho, optamos por
escolher dados que ja foram usados para estudos anteriores na area de regressao de dados
censurados, mas com a abordagem frequenstita, sendo possivel assim uma comparagao
dos resultados, para, por fim, analisarmos o desempenho do método abordado no trabalho
frente a métodos que ja sao utilizados na literatura.

Para o primeiro conjunto de dados estudado fizemos a comparagao com os resultados
obtidos na andlise feita em Bolfarine et. al (2013) e o resultado obtido foi bastante
animador, pois pela comparacao podemos notar que tanto as estimativas quanto seus
respectivos erros padrao estao préximos, dando mais indicios de que a abordagem bayesiana
do Modelo Tobit é factivel.

Na andlise do segundo conjunto de dados, foi dado um peso maior para a parte de
comparacao de modelos e andlise de pontos de influéncia, pois foram rodados dois modelos

para o mesmo problema e prosseguimos com a comparagao de modelos, por meio das
medidas de comparacao LPLM e DIC.
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APENDICE A - Residuos do modelo tobit

No Capitulo 6 foram apresentados os graficos dos residuos studantizados apenas para
a parte continua (observagoes sem a presenca de censura) dos bancos de dados. Isso foi
utilizado porque nao ha muito valor em analisarmos os residuos da parte censurada do
modelo, devido a presenca de censura essas observagoes nao admitem valores menores que o
valor da censura, fazendo com que a E(y;|y) ao calcularmos o residuo seja igual a 0 quando
o valor esperado é negativo (veja na tabela|l1]e . Por isso foi feito, como alternativa de
analisarmos a parte censurada do modelo, a probabilidade da i-ésima observacao censurada

ser menor que 0, apés realizado o processo de aumento de dados.
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ANEXO A - R Script

#H#ad#HH###E PACOTES #H###########HH#
library (MCMCpack)

library(BayesCR)

require (HDInterval)

library (AER)

library(truncnorm)

library(foreign)

#HudH#HH#aHE EXEMPLO ##########A#

cens <- read.table("https://www.ime.usp.br/~giapaula/censo.dat", quote="\"")

colnames(cens) <- c("UF","Anos","Renda")

mod = 1m(Renda ~ Anos, data = cens)

summary (mod)

dim(mod$beta)

dim(posterior)

posterior <- MCMCregress(Renda~Anos,data=cens,burnin = 1000,
mcmc = 10000,thin = 1,c0 =0.0001,d0 = .0001)

# RESIDUOS #

anos = cens$Anos

estim = posterior[1:10000,]

vetor<-matrix(0,nrow=27,ncol=10000)

vetor2<-matrix(0,nrow=27,ncol=10000)

for(i in 1:27){
vetor[i,]<-posterior[,1]+cens$Anos[i]*posterior[,2]
vetor2[i,]<-posterior[,3] + (posterior[,1]+cens$Anos[i]*posterior[,2])~2

}

var<-apply(vetor2,1,mean)-(apply(vetor,1,mean)) 2
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resid<-(cens$Renda-apply(vetor,1,mean))/sqrt(var)

# CPO #
vetor<-matrix(0,nrow=27,ncol=10000)
for(i in 1:27){
vetor[i,]<-1/(dnorm(cens$Rendali] ,posterior[,1]+cens$Anos[i]

xposterior[,2],sqrt(posterior[,3])))

1pml <- sum(log((apply(vetor,1,mean))”(-1)))

cpoi = apply(vetor,1,mean)”(-1)

# KULLBACK-LEIBLER #

vetor<-matrix(0,nrow=27,ncol=10000)

for(i in 1:27){
vetor[i,]<-log(dnorm(cens$Rendali] ,posterior[,1]+cens$Anos[i]
xposterior[,2],sqrt(posterior[,3])))

}

kli = apply(vetor,1,mean)

KL = -log(cpoi) + kli

###### SIMULACAQ ######

ST1 <- 1ist()
for (i in 1:100) {

x <- runif(100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(100,0,1)
xi <- cbind(1,x)

siml =y

siml[siml < quantile(siml, .1)] = quantile(siml, .1)
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ccl <-y
ccllccl > quantile(y, .1)] =0
ccllccl I=0] =1

ST1[[i]] = Bayes.CR(ccl, xi, siml, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",

hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains 2,

chain = "TRUE",spacing = 1)
+

ST2 <- 1list()

for(i in 1:100){

x <- runif(100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim2 =y

sim2[sim2 < quantile(sim2, .2)] = quantile(sim2, .2)

cc2 <-y
cc2[cc2 > quantile(y, .2)] =0
cc2[cc2 1= 0] =1

ST2[[i]] = Bayes.CR(cc2, xi, sim2, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
2,

hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains
chain = "TRUE",spacing = 1)
}

ST3 <- 1list()

for(i in 1:100){

X <- runif(100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim3 =y

sim3[sim3 < quantile(sim3, .3)] = quantile(sim3, .3)

ccd <-y
cc3[cc3 > quantile(y, .3)] =0
cc3[ce3 1=0] =1
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ST3[[i]] = Bayes.CR(cc3, xi, sim3, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains = 2,

chain = "TRUE",spacing = 1)

}

ST4 <-1list()

for(i in 1:100){

x <- runif(100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim4 =y
sim4[sim4 < quantile(sim4, .4)] = quantile(sim4, .4)

ccd <-y
ccd[ccd > quantile(y, .4)] =0
ccdlccd 1=0] =1

ST4[[i]] = Bayes.CR(cc4, x, sim4, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
NULL, n.thin = 10, burnin 100, n.iter = 1000, n.chains = 2,

hyper
chain = "TRUE",spacing = 1)
}

ST5 <- list()

for(i in 1:100) {

X <- runif (100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

simb =y

simb[simb < quantile(simb, .5)] = quantile(simb, .5)

ccd <~y
ccb[lcch > quantile(y, .5)] =0
ccblcch 1= 0] =1

ST5[[i]] = Bayes.CR(ccbh, x, simb, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",

hyper = NULL, n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains = 2,
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chain = "TRUE",spacing = 1)
+

ST6 <- list()

for(i in 1:100) {

x <- runif (100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim6 =y

sim6[sim6 < quantile(sim6, .6)] = quantile(sim6, .6)

ccb <- y
cc6lcc6 > quantile(y, .6)] = 0
cc6lcec 1= 0] =1

ST6[[i]] = Bayes.CR(cc6, x, sim6, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains = 2,

chain = "TRUE",spacing = 1)

}

ST7 <- list()

for(i in 1:100) {

x <- runif (100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim7 =y

sim7 [sim7 < quantile(sim7, .5)] = quantile(sim7, .5)

cc?7 <-y
cc7[cc7 > quantile(cc7, .5)] =0
ccTlcc?7 '=0] =1

ST7[[i]] = Bayes.CR(cc7, x, sim7, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 1000, n.chains = 2,

chain = "TRUE",spacing = 1)

}
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saveRDS(ST1,"ST1.rds")
saveRDS(ST2,"ST2.rds")
saveRDS(ST3,"ST3.rds")
saveRDS(ST4,"ST4.rds")
saveRDS(ST5,"ST5.rds")
saveRDS(ST6,"ST6.rds")
saveRDS (ST7,"ST7.rds")

ST1 <- readRDS("ST1.
ST2 <- readRDS("ST2.
ST3 <- readRDS("ST3.
ST4 <- readRDS("ST4.
ST5 <- readRDS("ST5.
ST6 <- readRDS("ST6.
ST7 <- readRDS("ST7.

rds")
rds")
rds")
rds")
rds")
rds")
rds")

# MEDIAS ESTIMADAS
beta0l = matrix()
betall = matrix()
sigmal = matrix()
covb01 = matrix()
covbll = matrix()

covsl = matrix()

for(i in 1:100){

betal1[il<-mean(ST1[[i]]$betal,1])
betall[il<-mean(ST1[[i]l]l$betal,2])
sigmal[i]<-mean(ST1[[i]]$sigma2)

if

((hdi(ST1[[i]l]$betal,1], credMass
(1 <= hdi(ST1[[i]l]$betal,1], credMass
{covb01[i] = 1} else {

covbO1[i] = 0

if

.95)[1] <= 1) &&
.95) [2]))
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((hdi(ST1[[il]$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&
(2 <= hdi(ST1[[il]l$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb11[i] = 1} else {

covbl1[i] = 0
}
if
((hdi(ST1[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST1[[1]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covs1[i] = 1} else {

covsl[i] = 0

mbetall = mean(betall)
sdbetall = sd(betall)
mbeta0l = mean(betal1)
sdbeta0l = sd(betal1)

msigmal = mean(sigmal)

sdsigl = sd(sigmal)
beta02 = matrix()
betal2 = matrix()
sigma2 = matrix()
covb02 = matrix()
covbl2 = matrix()

covs2 = matrix()

for(i in 1:100){
betal02[i]<-mean(ST2[[i]]$betal,1])
betal2[il<-mean(ST2[[i]]$betal,2])
sigma2[i]<-mean(ST2[[i]]$sigma2)
if
((hdi(ST2[[il1$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST2[[i]]$betal,1], credMass = .95)[2]))
{covb02[i] = 1} else {
covb02[i] = 0O
}
if
((hdi(ST2[[il1$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&
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(2 <= hdi(ST2[[i]]$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb12[i] = 1} else {

covb12[i] = 0
}
if
((hdi(ST2[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST2[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covs2[i] = 1} else {

covs2[i] =0

}

mbetal2 = mean(betal2)
sdbetal2 = sd(betal2)
mbetal02 = mean(betal2)
sdbeta02 = sd(betal2)

msigma2 = mean(sigma?2)

sdsig2 = sd(sigma2)
betal03 = matrix()
betal3 = matrix()
sigma3 = matrix()
covb03 = matrix()
covbl3 = matrix()

covs3 = matrix()

for(i in 1:100){
beta03[i]<-mean(ST3[[i]]$betal,1])
beta13[i]<-mean(ST3[[i]]$betal,2])
sigma3[i]<-mean(ST3[[i]]$sigma2)
if

((hdi(ST3[[i]]$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&

(1 <= hdi(ST3[[il]$betal,1], credMass = .95)[2]))
{covb03[i] = 1} else {
covb03[i] = 0
}
if

((hdi(ST3[[i]]$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&

(2 <= hdi(ST3[[i]]$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb13[i] = 1} else {



covb13[i] = 0
}
if
((hdi(ST3[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST3[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covs3[i] = 1} else {

covs3[i] = 0

}

mbetal3 = mean(betal3)
sdbetal3 = sd(betall)
mbeta03 = mean(betal3)
sdbetal03 = sd(betal3)
msigma3 = mean(sigma3)
sdsig3 = sd(sigma3)

beta04 = matrix()
betald = matrix()
sigma4 = matrix()
covb04 = matrix()

covbl4d = matrix()

covs4d = matrix()

for(i in 1:100){

betalO4 [i]<-mean(ST4[[i]]$betal,1])
betald[i]<-mean(ST4[[i]]$betal,2])
sigma4[i]<-mean(ST4[[i]]$sigma2)
if
((hdi(ST4[[i]]$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST4[[i]l]$betal,1], credMass = .95)[2]))
{covb04[i] = 1} else {

covb04[i] = 0O
}
if
((hdi(ST4[[il]l$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&
(2 <= hdi(ST4[[i]]$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb14[i] = 1} else {

covb14[i] = 0
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b
if

((hdi(ST4[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&

(1 <= hdi(ST4[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covsd[i] = 1} else {
covs4[i] = 0
}
}
mbetald = mean(betald)
sdbetald = sd(betald)
mbeta04 = mean(beta04)
sdbeta04 = sd(betad4)
msigmad4 = mean(sigma4)

sdsig4 = sd(sigma4)

beta05= matrix()

betalb = matrix()
sigmab = matrix()
covb05 = matrix()
covbl5 = matrix()

covsh = matrix()

for(i in 1:100){
beta05[i]<-mean(ST7[[i]]$betal,1])
betal5[il<-mean(ST7[[i]]$betal,2])
sigmab[i]<-mean(ST7[[i]]$sigma2)
if

((hdi(ST5[[1i]]$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST5[[i]]$betal,1], credMass = .95)[2]))

{covb05[i] = 1} else {
covbO5([i] = 0

}

if

((hdi(ST5[[i]]1$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&
(2 <= hdi(ST5[[i]]$betal,2], credMass = .95)[2]))

{covb15[i] = 1} else {
covbl5[i] = 0

if
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((hdi(ST5[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST5[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covsb[i] = 1} else {

covs5[i] = 0

}

mbetal5 = mean(betalb)
sdbetal5 = sd(betalb)
mbeta05 = mean(betal5)
sdbeta05 = sd(beta0l5)
msigmab = mean(sigmab)

sdsigh = sd(sigmab)

beta06 = matrix()
betal6 = matrix()
sigma6 = matrix()
covb06 = matrix()
covbl6 = matrix()

covs6 = matrix()

for(i in 1:100){

beta06[i]<-mean(ST6[[i]]$betal,1])
betal6[i]<-mean(ST6[[i]]$betal,2])
sigma6[i]<-mean(ST6[[1i]]$sigma2)
if
((hdi(ST6[[i]]$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST6[[ill$betal,1], credMass = .95)[2]))
{covb06[i] = 1} else {

covbO6[i] = 0O
}
if
((hdi(ST6[[il1$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&
(2 <= hdi(ST6[[i]]$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb16[i] = 1} else {

covbl6[i] = 0O
}
if
((hdi(ST6[[1]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
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(1 <= hdi(ST6[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covs6[i] = 1} else {

covs6[i] = 0

}

mbetal6 = mean(betal6)
sdbetal6 = sd(betal6)
mbeta06 = mean(betal6)
sdbetal06 = sd(betal6)

msigma6 = mean(sigma6)

sdsigb = sd(sigma6)
betal07 = matrix()
betal7? = matrix()
sigma7 = matrix()
covb07 = matrix()
covbl7 = matrix()

covs? = matrix()

for(i in 1:100){
beta07 [i]<-mean(ST7[[i]]$betal,1])
betal7 [i]<-mean(ST7[[i]]$betal,2])
sigma7[i]<-mean(ST7[[i]]$sigma2)
if

((hdi(ST7[[i]]$betal,1], credMass = .95)[1] <= 1) &&

(1 <= hdi(ST7[[i]]$betal,1], credMass = .95)[2]))
{covb07[i] = 1} else {
covb07[i] = 0O
}
if

((hdi(ST7[[1i]]$betal,2], credMass = .95)[1] <= 2) &&

(2 <= hdi(ST7[[i]1$betal,2], credMass = .95)[2]))
{covb17[i] = 1} else {

covb17[i] = 0
}
if
((hdi(ST7[[i]]$sigma2, credMass = .95)[1] <= 1) &&
(1 <= hdi(ST7[[i]]$sigma2, credMass = .95)[2]))
{covs7[i] = 1} else {
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covs7[i]l] =0

}

mbetal7 = mean(betal?)
sdbetal7? = sd(betal?)
mbetal7 = mean(betal7)
sdbetal07 = sd(betal7)
msigma7 = mean(sigma?7)
sdsig7 = sd(sigma7)

# TABELA - VALORES PARAMETROS #

betas0 = c(mbetall,mbetal02, mbeta03, mbetalO4, mbeta05, mbetal06, mbetal7)
varbeta0 = c(sdbetall,sdbetal2,sdbetal3,sdbetad4,sdbetal5,sdbetal6,sdbetal7)
betasl = c(mbetall,mbetal?, mbetal3, mbetal4d, mbetal5, mbetal6, mbetal?)
varbetal = c(sdbetall,sdbetal?,sdbetal3,sdbetald,sdbetal5,sdbetal6,sdbetal?)
sigmas = c(msigmal,msigma2, msigma3, msigma4, msigmab5, msigma6, msigma7)

varsigma = c(sdsigl,sdsig2,sdsig3,sdsig4,sdsigh,sdsig6,sdsig?)

sum(covb01)
sum(covbil)

sum(covsl)

sum(covb02)
sum(covb12)

sum(covs?2)

sum(covb03)
sum(covb13)

sum(covs3)

sum(covb04)
sum(covbl4)

sum(covs4)

sum(covb05)
sum(covb1b)

sum(covsb)
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sum(covb06)
sum(covb16)

sum(covs6)

sum(covb07)
sum(covbl7)

sum(covs7)

# GRAFICOS #

plot(c(10,20,30,40,50,60,70) ,betasO, type = ’1’,ylim=c(0.5, 1.5), main
ylab = "MC Média", xlab = "Porcentagem de Censura" )
abline(h=1,1ty=2, col="blue")

plot(c(10,20,30,40,50,60,70) ,betasl, type = ’1’,ylim=c(1.5, 2.5), main
,ylab = "MC Média", xlab = "Porcentagem de Censura" )
abline(h=2,1ty=2, col="blue")

plot(c(10,20,30,40,50,60,70),sigmas, type = ’1’,ylim=c(0.5, 1.5), main

,ylab = "MC Média", xlab = "Porcentagem de Censura" )
abline(h=1,1ty=2, col="blue")

####### GRAFICOS SIMULACAO 2 #######

X <- runif(100,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim =y

sim[sim < quantile(sim, .3)] quantile(sim, .3)

cc <-y
cclcc > quantile(y, .3)] =0

cclcc 1=0] =1

CT1 = Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",

"Beta 0",

"Beta 1"

"Beta 1"
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hyper NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",spacing = 1)

saveRDS(CT1,"CT1.rds")

x <- runif (100,min = -1, max 1)
y = 1 + 2%x + rnorm(100,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim =y

sim[sim < quantile(sim, .6)] = quantile(sim, .6)
cc <-y

cclcc > quantile(y, .6)] =0

cclcc 1=0] =1

CT2 = Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL, n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",spacing = 1)

saveRDS(CT2, "CT2.rds")

x <- runif(50,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(50,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim = y

sim[sim < quantile(sim, .3)] = quantile(sim, .3)

cc <-y
cclcc > quantile(y, .3)] =0
cclcc 1=0] =1

cTl = Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
"TRUE",spacing = 1)

saveRDS(cT1,"ccTl.rds")

hyper

chain

x <- runif(50,min = -1, max = 1)
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y = 1 + 2%x + rnorm(50,0,1)
xi <- cbind(1,x)

sim =y

sim[sim < quantile(sim, .6)] = quantile(sim, .6)

cc <-y
cclcc > quantile(y, .6)] =0
cclcc I=0] =1

cT2 = Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
"TRUE",spacing = 1)

saveRDS(cT2,"ccT2.rds")

hyper

chain

x <- runif(300,min = -1, max 1)
y = 1 + 2xx + rnorm(300,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim =y

sim[sim < quantile(sim, .3)] = quantile(sim, .3)
cc <-y

cclcc > quantile(y, .3)] =0

cclecc 1=0] =1

TT1 Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",spacing = 1)

saveRDS(TT1,"TT1.rds")

x <- runif(300,min = -1, max = 1)
y = 1 + 2*%x + rnorm(300,0,1)

xi <- cbind(1,x)

sim = y

sim[sim < quantile(sim, .6)] quantile(sim, .6)

cc <-y
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cclcc > quantile(y, .6)] =0
cclcc 1=0] =1

TT2 = Bayes.CR(cc, xi, sim, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",spacing = 1)

saveRDS(TT2,"TT2.rds")

dl = density(CT1$betal,1])
d2 = density(cT1$betal,1])
d3 = density(TT1$betal,1])

plot(range(d1$x, d2$x, d3$x), range(di$y, d28y, d33y), type = "n",
xlab = "Beta 0",ylab = "FDP")
lines(dl, col = "#0038c6",type = "1")
lines(d2, col "#c68e00" ,type = "1")
lines(d3, col = "#002e20",type = "1")
# create value labels
cyl.f <- factor(levels= c(50,100,300),
labels = ¢("n = 50", "n = 100", "n = 300"))
# add legend via mouse click
legend(locator(1l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)

dl = density(CT1$betal,2])
d2 = density(cT1$betal,2])
d3 = density(TT1$betal,2])

plot(range(di$x, d2$x, d3$x), range(di$y, d28y, d3$y), type = "n",

xlab = "Beta 1",ylab = "FDP")

lines(dl, col = "#0038c6",type = "1")

lines(d2, col = "#c68e00",type = "1")

lines(d3, col = "#002e20",type = "1")

# adicionando legenda pelo clique #

legend(locator(1l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)
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dl = density(CT1$sigma?2)
d2 = density(cT1$sigma2)
d3 = density(TT1$sigma2)

plot(range(di$x, d2$x, d3%$x), range(di$y, d2%y, d3$y), type = "n",

xlab = "Varidncia",ylab = "FDP")

lines(dl, col "#0038c6" ,type = "1")

lines(d2, col = "#c68e00",type = "1")

lines(d3, col = "#002e20",type = "1")

legend(locator(1l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)

dl = density(CT2%betal,1])
d2 = density(cT2$betal,1])
d3 = density(TT2$betal,1])

plot(range(di$x, d2$x, d3%$x), range(di$y, d2%y, d3$y), type = "n",

xlab = "Beta 0",ylab = "FDP")

lines(dl, col = "#0038c6",type = "1")

lines(d2, col = "#c68e00",type = "1")

lines(d3, col = "#002e20",type = "1")

legend(locator(1l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)

dl = density(CT28%betal,2])
d2 = density(cT2$betal,2])
d3 = density(TT2$betal,2])

plot(range(di$x, d2$x, d3$x), range(di$y, d28y, d33y), type = "n",

xlab = "Beta 1",ylab = "FDP")

lines(dl, col = "#0038c6",type = "1")

lines(d2, col = "#c68e00",type = "1")

lines(d3, col = "#002e20",type = "1")

legend(locator(1l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)

d1
d2

density(CT2$sigma?2)

density(cT2$sigma?2)



69

d3 = density(TT2$sigma2)

plot(range(di1$x, d2$x, d3$x), range(di$y, d28y, d33y), type = "n",

xlab = "Variédncia",ylab = "FDP")

lines(dl, col "#0038c6" ,,type = "1")

lines(d2, col = "#c68e00",type = "1")

lines(d3, col "#002e20" ,type = "1")

legend(locator(l), levels(cyl.f), fill=c("#c68e00","#0038c6","#002e20"),
,bty="n",cex=0.7,pt.cex=0.7)

##### DADOS REAIS #####

# DADOS AFFAIR #
data("Affairs")

aff <- Affairs[,c(3,4,6,9)]

y <- Affairs[,1]
x <- cbind(1,aff)

cc <-y
cclc(1:451)] <- 1
cc[c(452:601)] <- 0

mod = Bayes.CR(cc, x, y, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",criteria = "TRUE",spacing = 1)

summary (mod)

# DADOS MROZ #
mroz = read.dta("C:\\Users\\aluno\\Documents\\My SAS Files 1.0\\mroz.dta")
mroz = read.dta("C:\\Users\\matheus.porto\\Documents\\TCC\\mroz.dta")

y <- mroz[,2]/100
x <-cbind(1,mroz[,c(3:6,19,20)])

cc <-y
cclc(429:753)] <- 1
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cclc(1:428)] <- 0

modl = Bayes.CR(cc, x, y, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
hyper = NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
chain = "TRUE",criteria = "TRUE",spacing = 1)

x0 <-x[,c(1,2,4,5,6)]

mod0 = Bayes.CR(cc, x0, y, cens=1, dist="Normal", prior = "Hierar",
NULL,n.thin = 10, burnin = 100, n.iter = 8000, n.chains = 2,
"TRUE",criteria = "TRUE",spacing = 1)

hyper

chain

######## ESTATISTICAS AFFAIR ########
# RESIDUOS #

teste<-matrix(0,nrow=601,ncol=1580)

teste2<-matrix(0,nrow=601,ncol=1580)

for(i in 1:601){
teste[i,]<-mod$betal,1]+x[1i,2] *mod$betal,2]+x[i,3]*mod$betal,3]+x[i,4]
*mod$betal,4]+x[1i,5] *mod$betal,5]
teste2[i,]<-mod$sigma2 +
(mod$betal,1]+x[1i,2] *mod$betal,2]+x[i,3] *mod$betal,3]+x[i,4]*mod$betal
,41+x[i,5] *mod$betal,5]) "2

esp = apply(teste,1,mean)
esplesp<0] = 0
esp2 = apply(teste2,1,mean)

var<-apply(teste2,1,mean)-(esp)~2
resid<-(y-esp)/sqrt(var)

# CPO #
teste<-matrix(0,nrow=601,ncol=1580)
for(i in 1:451){

teste[i,]<-1/(pnorm(0,mod$betal,1]*x[i,1]+x[i,2]*mod$betal,2]+x[i,3]
xmod$betal,3]+x[i,4]*mod$betal,4]+x[i,5]*mod$betal,5],sqrt(mod$sigma?2)
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))

for(i in 1:150){
teste[451+i,]<-1/(dnorm(y[451+i] ,mod$betal,1]+x[451+i,2] *mod$betal,2]
+x [451+i,3] *mod$betal,3]+x[451+1,4] *mod$betal,4]+x[451+i,5]
*mod$betal,5] ,sqrt(mod$sigma2)))

}
lpml = sum(log((apply(teste,l,mean))~(-1)))
cpoi = apply(teste,l,mean)”(-1)

# KULLBACK-LEIBLER #

teste<-matrix(0,nrow=601,ncol=1580)

for(i in 1:451){
teste[i,]<-log(pnorm(0,mod$betal,1]*x[i,1]+x[1i,2]*mod$betal,2]+x[1,3]
xmod$betal,3]+x[i,4]*mod$betal,4]+x[i,5] *mod$betal,5],
sqrt (mod$sigma2)))

for(i in 1:150){
teste[451+i,]<-log(dnorm(y[451+i] ,mod$betal, 1]+x[451+i,2]*mod$betal,?2]
+x[451+1i,3] *mod$betal,3]+x[451+1i,4]*mod$betal,4]+x[451+i,5]
*mod$betal,5],sqrt(mod$sigma2)))

kli = apply(teste,l,mean)
KL = -log(cpoi) + kli

# DIC #

vetor<-matrix(0,nrow=601,ncol=1580)

vetor2 <- matrix(0,nrow=601,ncol=1)

for(i in 1:451){
vetor[i,]<- -2%log(pnorm(0,mod$betal,1]*x[i,1]+x[i,2]*mod$betal,2]
+x[i,3]*mod$betal,3]+x[i,4] *mod$betal,4]+x[i,5]*mod$betal,5],
sqrt (mod$sigma2)))
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for(i in 1:150){
vetor[451+i,]<- -2xlog(dnorm(y[451+i] ,mod$betal,1]+x[451+1i,2]
*mod$betal,2] +x[451+i,3] *mod$betal,3]+x[451+i,4] *mod$betal,4]
+x[451+i,5] *mod$betal,5],sqrt(mod$sigma?)))

for(i in 1:451){
vetor2[i,]<- -2xlog(pnorm(0,9.10380+x[i,2]*(-.16411)+x[i,3]*.55324
+x[1,4]*(-1.75351)+x[1i,5]*(-2.31507) ,sqrt(72.84652)))

for(i in 1:150){
vetor2[451+i,]<- -2*%log(dnorm(y[451+i],9.10380+x[451+1i,2]*(-.16411)
+x[451+1,3] *.55324+x [451+1,4]*(-1.75351) +x [451+i,5]*(-2.31507),
sqrt (72.84652)))

pd <- mean(apply(vetor,2,sum)) - sum(vetor2)

dic <- sum(vetor2) + 2*pd

# GRAFICOS #

vetor <-matrix(0,nrow=451,ncol=1580)

for(i in 1:451){
vetor[i,]<-pnorm(0,mod$betal,1]*x[i,1]+x[i,2]*mod$betal,2]+x[i,3]
*mod$betal,3]+x[i,4]*mod$betal,4]+x[i,5]*mod$betal,5],sqrt(mod$sigma2))

graf = apply(vetor,1,mean)

plot(graf, xlab = "Observagdes censuradas", ylab = "Probabilidades",
ylim = c(0,1) )

points(graf,pch = 19)

resid = resid[c(452:601)]

plot(resid, xlab="Observagdes",

ylab="Residuos Bayesianos Studantizados",ylim=c(-3,4))
abline(h=c(-2,2),1lwd=1, 1ty=2, col = "red")
points(resid,pch = 19)
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pp = c(which(resid>2))
points(pp,resid[resid>2] ,pch = 19,col="red")

plot(KL,type = ’h’, xlab = "Indice",
ylab = "Distéancia K-L",ylim = ¢(0,0.3) )
abline(h=(-1og(0.8%2)-1log(2x.2))/2,1lwd=1, 1lty=2, col = "red")

#### MROZ ####
# RESIDUOS #

teste<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

teste2<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 1:753){
teste[i,]<-modi$betal,1]+x[i,2]*mod1$betal,2]+x[i,3]*modi$betal, 3]
+x[1i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5] *modi$betal,5]+x[i,6]*modi$betal,b]
+x[i,7]*mod1$betal,7]

}

for(i in 1:753){
teste2[i,]<-mod1$sigma?2
+(mod1$betal,1]+x[i,2] *xmod1$betal,2]+x[1i,3]*mod1$betal,3]+x[1i,4]
*xmod1$betal,4]+x[i,5]*mod1$betal,5]+x[i,6]*modi$betal,6]+x[i,7]
xmod1$betal,7]) "2

esp = apply(teste,1,mean)
esplesp<0] = 0
esp2 = apply(teste2,1,mean)

var<-apply(teste2,1,mean)-(esp) "2
resid<-(y-esp)/sqrt(var)

# CPO #
teste<-matrix (0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 429:753){
teste[i,]<-1/(pnorm(0,mod1$betal,1]+x[i,2]*mod1$betal,2]+x[i,3]
xmod1$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5] *modi$betal,5]+x[i,6]
*mod1$betal,6]+x[1i,7]*mod1$betal,7],sqrt(modi$sigma2)))
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for(i in 1:428){
teste[i,]<-1/(dnorm(y[i] ,mod1$betal,1]+x[i,2]*mod1$betal,2]+x[i,3]
*modi$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[1i,5]*mod1$betal,5]+x[i,6]
*mod1$betal,6]+x[i,7]*mod1i$betal,7],sqrt(modi$sigma2)))

}
lpml = sum(log((apply(teste,l,mean))~(-1)))
cpoi = apply(teste,1l,mean)”(-1)

# KULLBACK-LEIBLER #

teste<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 429:753){
teste[i,]<-log(pnorm(0,modi$betal,1]+x[i,2] *mod1$betal,2]+x[i,3]
*mod1$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5] *mod1$betal,5]+x[i,6]
xmod1$betal,6]+x[i,7]*mod1$betal,7],sqrt(modi$sigma2)))

for(i in 1:428){
teste[i,]<-log(dnorm(y[i] ,mod1$betal,1]+x[i,2]*modi$betal,2]+x[1i,3]
*modi$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5]*mod1$betal,5]+x[1i,6]
*mod1$betal,6]+x[i,7]*mod1$betal,7],sqrt(modi$sigma2)))

kli = apply(teste,1,mean)
KL = -log(cpoi) + kli

# DIC #

vetor<-matrix(0,nrow=753,nco0l=1580)

vetor2 <- matrix(0,nrow=753,ncol=1)

for(i in 429:753){
vetor[i,]<- -2%log(pnorm(0,modi$betal,1]+x[i,2]*mod1$betal,2]+x[i,3]
*mod1$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5] *mod1$betal,5]+x[i,6]
xmod1$betal,6]+x[i,7]*mod1$betal,7],sqrt(modi$sigma2)))

for(i in 1:428)1
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vetor[i,]<- -2%log(dnorm(y[i] ,mod1$betal,1]+x[i,2]*mod1$betal,?2]
+x[i,3]*mod1$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5]*mod1$betal,5]
+x[1,6]*mod1$betal,6]+x[i,7]*mod1$betal,7],sqrt (mod1$sigma2)))

for(i in 429:753){
vetor2[i,]<- -2*10g(pnorm(0,9.10380+X[i,2]*(-.16411)+X[i,3]*.55324
+X[i,4]*(—1.75351)+X[i,5]*(—2.31507),Sqrt(72.84652)))

for(i in 1:428){
vetor2[451+i,]<- -2*xlog(dnorm(y[451+i],9.10380+x[451+1,2]*(-.16411)
+x[451+1,3]*.55324+x[451+i,4]*(-1.75351)+x[451+i,5]*(-2.31507),
sqrt (72.84652)))

pd <- mean(apply(vetor,2,sum)) - sum(vetor2)
dic <- sum(vetor2) + 2*pd

# GRAFICOS #

vetor <-matrix(0,nrow=325,ncol=1580)

for(i in 1:325){
vetor[i,]<-pnorm(0,modi$betal,1]+x[i,2]*modl$betal,2]+x[1i,3]
xmod1$betal,3]+x[i,4]*mod1$betal,4]+x[i,5] *mod1$betal,5]+x[i,6]
*mod1$betal,6]+x[1i,7]*mod1$betal,7],sqrt(modi$sigma?2))

graf = apply(vetor,1,mean)

plot(graf, xlab = "Observagdes censuradas", ylab = "Probabilidades",
ylim = c(0,1) )
points(graf,pch

19)

resid = resid[c(1:428)]

plot(resid, xlab="Observagdes",

ylab="Residuos Bayesianos Studantizados",ylim=c(-3,4))
abline(h=c(-2,2),1lwd=1, 1ty=2, col = "red")
points(resid,pch = 19)

pp = c(which(resid>2))
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points(pp,resid[resid>2] ,pch = 19,col="red")

plot(KL,type = ’h’, xlab = "indice", ylab = "Dist&ncia K-L",
ylim = ¢(0,0.5) )
abline(h=(-1og(0.8%2)-log(2%.2))/2,1lwd=1, 1lty=2, col = "red")

#### MROZ REDUZIDO ####
# RESIDUOS #

teste<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

teste2<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 1:753){
teste[i,]<-mod0$betal,1]+x0[i, 2] *mod0$betal,2]+x0[1i,3]*mod0$betal,3]
+x0[1i,4]*mod0O$betal,4]+x0[i,5] *modO$betal,5]

}

for(i in 1:753){
teste2[i,]<-mod1$sigma2 + (modO$betal,1]+x0[i,2]*mod0OSbetal,2]+x0[1i,3]*mod0O$betal,3]+:
*modO$betal,4]+x0[i,5] *modO$betal,5]) "2

esp = apply(teste,1,mean)
esplesp<0] = 0
esp2 = apply(teste2,1,mean)

var<-apply(teste2,1,mean)-(esp)~2
resid<-(y-esp)/sqrt(var)

# CPO #
teste<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 429:753){
teste[i,]1<-1/(pnorm(0,modO$betal,1]+x0[i,2]*mod0$betal,2]+x0[1,3]
*modO$betal,3]+x0[i,4] *mod0$betal,4]+x0[1i,5]*modO$betal,5],
sqrt (mod1$sigma2)))

for(i in 1:428)1
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teste[i,]<-1/(dnorm(y[i] ,modO$betal,1]+x0[i,2]*modO$betal,2]+x0[1i,3]
*modO$betal,3]+x0[i,4]*mod0$betal,4]+x0[i,5]*mod0$betal,5],
sqrt (mod1$sigma2)))

}
lpml = sum(log((apply(teste,l,mean))~(-1)))
cpoi = apply(teste,1l,mean)”(-1)

# KULLBACK-LEIBLER #

teste<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

for(i in 429:753)1{
teste[i,]<-log(pnorm(0,modO$betal,1]+x0[i,2]*modO$betal,2]+x0[1,3]
*xmod0$betal,3]+x0[1i,4] *modO$betal,4]+x0[i,5] *modO$betal,5],
sqrt (mod1$sigma2)))

for(i in 1:428){
teste[i,]<-log(dnorm(y[i] ,modO$betal,1]+x0[1i,2]*modO$betal,?2]
+x0[1i,3]*mod0$betal,3]+x0[i,4]*mod0$betal,4]+x0[i,5]*mod0$betal,s],
sqrt (mod1$sigma2)))

kli = apply(teste,1,mean)
KL = -log(cpoi) + kli

# DIC #

vetor<-matrix(0,nrow=753,ncol=1580)

vetor2 <- matrix(0,nrow=753,ncol=1)

for(i in 429:753){
vetor[i,]<- -2xlog(pnorm(0,mod0$betal,1]+x0[i,2]*mod0$betal,2]
+x0[1i,3]*mod0$betal,3]+x0[1i,4]*mod0$betal,4]+x0[i,5]*modO$betal,5],
sqrt (mod1$sigma2)))

for(i in 1:428){
vetor[i,]<- -2%log(dnorm(y[i] ,modO$betal,1]+x0[i,2]*modO$betal,?2]
+x0[1i,3]*mod0$betal,3]+x0[1i,4]*mod0O$betal,4]+x0[i,5] *mod0$betal,5],
sqrt (mod1$sigma2)))
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for(i in 429:753){
vetor2[i,]<- -2xlog(pnorm(0,9.10380+x[i,2]*(-.16411)+x[i,3]*.556324
+x[1,4]*(-1.75351)+x[1i,5]*(-2.31507) ,sqrt(72.84652)))

for(i in 1:428){
vetor2[451+i,]<- -2*%log(dnorm(y[451+i],9.10380+x[451+i,2]*(-.16411)
+x[451+1,3] *.55324+x [451+1,4]*(-1.75351)+x[451+1i,5] *(-2.31507) ,
sqrt(72.84652)))

pd <- mean(apply(vetor,2,sum)) - sum(vetor2)
dic <- sum(vetor2) + 2*pd

# GRAFICOS #

vetor <-matrix(0,nrow=325,ncol=1580)

for(i in 1:325){
vetor[i,]<-pnorm(0,modO$betal,1]+x0[1i,2]*modO$betal,2]+x0[i,3]
*modO$betal,3]+x0[1i,4] *mod0$betal,4]+x0[1i,5] *modO$betal,5],
sqrt (mod1$sigma?2))

graf = apply(vetor,1,mean)

plot(graf, xlab = "Observagdes censuradas", ylab = "Probabilidades",
ylim = c(0,1) )

points(graf,pch = 19)

plot(resid, xlab="Observagdes",

ylab="Residuos Bayesianos Studantizados",ylim=c(-3,4))
abline(h=c(-2,2),1lwd=1, 1ty=2, col = "red")
points(resid,pch = 19)

pp = c(which(resid>2))

points(pp,resid[resid>2],pch = 19,col="red")

plot (KL,type = ’h’, xlab = "Indice", ylab = "Distancia K-L",
ylim = ¢(0,0.5) )



79

abline(h=(-1log(0.8%2)-log(2*.2))/2,1wd=1, 1lty=2, col = "red")
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