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Resumo

E comum o interesse em comparar duas populacdes em diversas areas. O teste mais usado
é o teste t (classico), que precisa de suposi¢ao de normalidade para ser aplicado. Mas
nem sempre isso é possivel, e nesse caso o certo é recorrer a outras altertivas de teste.
Este trabalho visa mostrar a aplicacao do Teste de Significancia Genuinamente Bayesiano
(FBST). A metodologia foi desenvolvida com base na visao Bayesiana, utilizandos as
distribuig¢oes Poisson, Bernoulli, Exponencial, Gama, Normal e Weibull. Este trabalho
contém um capitulo com exemplos e outro com simulagoes, calculando o valor-e e valor-p
de diferentes testes. Por fim, o presente trabalho disponibiliza rotinas no Software R que

permitem a realizacao de tais procedimentos.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, FBST, valor-e, valor-p, priori, posteriori.






Abstract

The interest in differentiating in several areas is common. The most commonly used test is
the t (classical) test, which requires the assumption of normality to be applied. But this is
not always possible, and in this case the right thing is to go back to other test alternatives.
This work aims to show an application of the Full Bayesian Significance Test (FBST).The
metodology was developed within a bayesian context, using the distributions Poisson,
Bernoulli, Exponential, Gamma, Normal and Weibull. This work contains a chapter with
examples and another one with simulations, calculation of value and value of different
tests. Finally, the present work provides routines in Software R (R CORE TEAM, 2017)

that allow the accomplishment of such procedures.

Keywords: Bayesian Inference, FBST, e-value, p-value, priori, posteriori.






Lista de ilustracoes

[Figura 1 — Regiao Tangente e e-valor| . . . . . . . ... ... ... ... .. .... 33
[Figura 2 — Densidades Marginais a Posterioride 6, e 65 . . . . . . . . .. .. ... 37
[Figura 3 — Densidades Marginais a Posterioride 6, e 6o . . . . . . . ... ... .. 41
[Figura 4 — Densidades Marginais a Posterioride 6, e 6o . . . . . . . . . .. . ... 45
[Figura 5 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 1: 6, =5eby=0]. ... . . . 69
[Figura 6 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 2:01=10e 6 =12/. . . . . . . ... 69
[Figura 7 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 3:60, =50ebl, =00[. . . . . . . . .. 70
[Figura 8 — Valores-p do teste t e valores-e do FBS'T para os testes de comparacao de [
| duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 (em vermelho) |
| e Cenario 3(em azul)l . . . . . . . ... 71
[Figura 9 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBS'T para os testes de |
| comparagao de duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 |
| (em vermelho) e Cenario 3(em azul)|. . . . . . .. ... ... ... ... 71
[Figura 10 — Valor-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 1:60,=0,5e0,=0,6 . ... ... .. ... ... ... 74
[Figura 11 — Valor-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 2:01=0,4e6,=0,6] .. ... . .. ... 74
[Figura 12 — Valor-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 3:0,=0,1eb0,=0,4] .. .. ... ... ... 75
[Figura 13 — Valores-p do teste Qui-Quadrado e valores-e do FBS'T' para os testes de |
| comparagao de duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 |
| (em vermelho) e Cenario 3(em azul)|. . . . . . . . ... ... ... ... 76
[Figura 14 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 1:60,=10e 6, =15. . . . . . . . . 78
[Figura 15 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario [
| 2:01=20e6=35. . . . ... 78
[Figura 16 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 3:0,=100e 6, =200[ . . ... .. .. ... 79
[Figura 17 — Valores-p do teste t e valores-e do FBS'T para os testes de comparacao de |
| duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 (em vermelho) |
| e Cenario 3(em azul)| . . . . . ... ... 80




[Figura 18 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBST' para os testes de

| comparagao de duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2

| (em vermelho) e Cenario 3(em azul)|. . . . . . ... ... ... ... .. 82
[Figura 19 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
[ l:a;=b,a9=>5,0o=3ePo=2.5| ... ... ... ... ... ... 82
[Figura 20 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
| 2001 =12, a5 =10, 51 =be fo =5 . . . . . ..o 83
[Figura 21 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populacoes. Cenario |
[ 3:a; =30, a0 =40, 5, =10e fo=15|. . . . . . . ... ... ... .. 83
[Figura 22 — Valores-p do teste t e valores-e do F'BS'I' para os testes de comparacao de |
| duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 (em vermelho) |
| e Cenario 3(em azul)| . . . . . ... ... oo 85
[Figura 23 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBS'I' para os testes de |
| comparagao de duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenario 2 |
| (em vermelho) e Cenario 3(em azul)|. . . . . . ... ... ... ... .. 86




Lista de tabelas

(Tabela 1 — Distribuicao de Poisson: Média, Desvio-Padrao e Somatoriof . . . . . . 37
[Tabela 2 — Distribuicao de Poisson: Meédia, Desvio-Padrao e Somatoriof . . . . . . 38
[Tabela 3 — Distribuicao de Bernoulli: Média, Desvio-Padrao e Somatoriof . . . . . 41
[Tabela 4 — Distribuicao de Bernoulli: Média, Desvio-Padrao e Somatoriol . . . . . 42

[Tabela 5 — Distribuicao Exponencial: Amostra, Méedia, Desvio-Padrao e Somatorio| 44

[Tabela 6 — Distribuicao Exponencial: Amostra, Média, Desvio-Padrao e Somatorio| 46

(Tabela 7 — Distribuicao Normal: Amostra, Média, Desvio-Padrao|. . . . . . . . .. 50
[Tabela 8 — Distribuicao Normal: Amostra, Média, Desvio-Padrao|. . . . . . . . .. 51
[Tabela 9 — Distribuicao Normal: Amostra, Media, Desvio-Padrao|. . . . . . . . .. 52
[labela 10 — Distribuicao Gama: Amostra, Média, Desvio-Padraol . . . . . .. . .. 56
[Tabela 11 — Distribuicao Gama: Amostra, Media, Desvio-Padrao] . . . . . . . . .. o7
[Tabela 12 — Distribuicao Gama: Amostra, Media, Desvio-Padrao] . . . . . . . . .. 58
[labela 13 — Distribuicao Weibull: Amostra, Média, Desvio-Padrao| . . . . . . . .. 62
[Tabela 14 — Distribuicao Weibull: Amostra, Media, Desvio-Padrao] . . . . . . . .. 63
[Tabela 15 — Distribuicao Weibull: Amostra, Media, Desvio-Padrao] . . . . . . . .. 65
[Tabela 16 — Simulacao para amostras com distribuicao de Poisson|. . . . . . . . .. 68
[Tabela 17 — Simulacao para amostras com distribuicao de Bernoullif . . . . . . . .. 73
[Tabela 18 — Simulacao para amostras com distribuicao Exponencial . . . . . . . . . 7

[ITabela 19 — Simulacao para amostras com distribuicao Gamal . . . . . . . .. . .. 81







Sumario

................................ 19
1 TESTES PARAMETRICOS E NAQ PARAMETRICOS| . ... ... 21
M1 TesteZl ... . . . . . . . 21
1.2 Teste de variancias(Teste F)[ . . . . ... ... ... ... ... .... 22
1.3 leste . . . . . . . . . . . 23
(1.3.1 Variancias iguais e desconhecidas|. . . . . . . . . . . .. ... 23
1.3.2 Variancias diferentes e desconhecidasl . . . . . . . . . ... ... ... .. 24
(1.4 Teste Qui-Quadrado de Homogeneidade| . . . . . . . . ... ... .. 25
(1.5 Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney . . . . . . . . . ... ... ... .. 26
2 INFERENCIA BAYESIANAI. . . . . . . oo e e e 29
(2.1 Teoremade Bayes| . . . . . ... ... ... ... ... ... . 29
2.2 Distribuicoes a Priori|. . . . . . . . . ... 0oL 30
2.3 Estimacao pontual . . . . . . ... ... 31
(2.4 Estimacao Intervalar . . . . . . . .. ..o 32
2.0  FEBSTI. . . . . 33
13 TESTES PARA COMPARACAQO DE DUAS POPULAC@ES INDE- |
| PENDENTESI . ... ... . e e e e e e e 35
(3.1 Distribuicoes Discretas|. . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 35
BII — Poisson| . . . . . . .. 35
[3.1.1.1 Exemplo: Comparacdo de duas Populacoes Independentes com Distribuicao de |
[ Poisson| . . . . . . . oL 37
B12 — Bernoulll . ... ... ... . ... 39
[3.1.2.1 Exemplo: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao de |
| Bernoulli (Comparacao de duas proporcdes) . . . . . . . . . ... ... ... 40
(3.2 Distribuicoes Continuas| . . . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 43
[3.2.1 Exponencial . . . . . . ... 43
[3.2.1.1 Exemplo: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao Expo- |
[ nenciall . . . . . . L L 44
3.2.2 Normall . . . . . . . . 46
[3.2.2.1 Exemplo 1. Comparacao de médias de duas Populacées Independentes com |
| Distribuicdo Normal (Variancias desconhecidas e desiguais) . . . . . . . . . .. 50
[3.2.2.2 Exemplo 2: Comparacao de Variancias de duas Populacoes Independentes com |

| Distribuicio Normal (Médias desconhecidas e desiguais)| . . . . . . . . . . .. 51




[3.2.2.3 Exemplo 3: Comparacao de Distribuicoes de duas Populacoes Independentes com |

| Distribuicao Normalf . . . . . . . . . . ..o oo 52
323  Gamal . . . ... 53
13.2.3.1 Exemplo 1: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao Gamal 55
[3.2.3.2 Exemplo 2: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao Gama| 57
[3.2.3.3 Exemplo 3: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao Gamal 58
3.2.4 Weibulll . . . . . . 59
3.2.4.1 Exemplo 1: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao |
[ Weibulll . . . . . . o 62
[3.2.4.2 Exemplo 2: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao |
[ Weibulll . . . . . . o 63
13.2.4.3 Exemplo 3: Comparacao de duas Populacoes Independentes com Distribuicao |
[ Weibulll . . . . . o o 64
la SIMULACOES| . . . . . . . e e 67
41 — Poisson|. . . . .. ... 67
4.2 Bernoullil . . . . . . ... 72
(4.3 Exponencial . . . . . . ... 76
M4 Gamal. . . . . . ... 80




19

Introducao

Sao comuns estudos cujo interesse é comparar dois grupos de tratamentos nao
pareados. Existem na literatura varios testes de significancia estatisticos para esse fim.
Dentre os mais conhecidos da literatura classica podemos citar o teste t de Student, que é
comumente conhecido como um teste para comparacao de duas médias [Bussab e Morettin,
2013].

O teste t de Student é recomendado quando as observagdes dos grupos seguem
uma distribuigdo Normal e/ou quando a amostra observada (de varidveis quantitativas)
¢ grande o suficiente para que se tenha o resultado assintotico assegurado pelo Teorema
Central do Limite. No entanto, na pratica pode nao ser possivel garantir nenhuma das
duas condigoes citadas. Na area de saide, por exemplo, muitos estudos sao realizados
com amostras de tamanho reduzido e nem sempre é possivel supor que as observagoes
seguem uma distribuicdo normal. Como exemplos podemos citar estudos cuja resposta é
uma variavel quantitativa de contagem ou um escore em um intervalo limitado. Nestas

situagoes a distribuicao dos dados nao é, de fato, normal.

Ainda, a adocao de um teste ndo paramétrico neste caso resultaria em perda de
informagao por simplificar a escala da varidvel em estudo (redugdo da escala quantitativa
para a ordinal). A consequéncia disto é uma possivel perda de poder do teste estatistico,
pois, em geral, os testes estatisticos paramétricos sao mais poderosos do que testes
nao paramétricos (Conover, 1999). De fato, optar por um teste mais poderoso pode ser
definitivo no resultado de um estudo, principalmente quando o mesmo apresenta uma

amostra reduzida.

Neste contexto a proposta deste trabalho foi apresentar testes paramétricos bayesi-
anos para comparacao de duas populagoes nao pareadas que nao dependam da suposicao
de normalidade dos dados. Os testes serao realizados dentro de um contexto bayesiano por
meio do Teste de SignificAncia Genuinamente Bayesiano (FBST - Full Bayesian Significance
Test), proposto inicialmente por Pereira e Stern (1999). Todos os célculos e simulagdes

realizados neste trabalho foram feitos por meio do software livre R (R Core Team, 2017).
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1 Testes Paramétricos e Nao Paramétricos

Neste Capitulo, serdo apresentados alguns dos testes mais usados para comparagao
de duas populag¢oes independentes. Os mais comuns no caso paramétrico sao teste 7
e teste t . Muitas pessoas se confundem em achar que um teste ndo paramétrico é
quando nao se usa a distribuicao normal, porém esse pensamento ¢é errado. Testes nao
paramétricos sao usados quando nao é necessario utilizar uma distribuicao a priori para
calculo da estatistica do teste. Serao apresentados os seguintes testes nao paramétricos:
Qui-Quadrado e Wilcoxon-Mann-Whitney. Por um lado, os testes nao paramétricos sao
bons principalmente por justamente nao precisarem de distribui¢oes de probabilidade,
mas por outro lado sempre ha perda de informagao, pois os testes sdo baseados em ranks

(posigoes). Primeiro comegaremos com testes paramétricos.

1.1 Teste Z

O objetivo do teste Z é verificar se as médias (u; e pg) de duas populagoes
independentes sao iguais. Seja Xi, Xs, ..., X,,, uma amostra aleatéria simples de uma
Variavel Aleatéria X com distribuicio Normal e varidncia conhecida 7. Seja Y1, Y, ..., Yy,
uma amostra aleatéria simples de uma Variavel Aleatéria Y com distribuicdo Normal e

varidncia conhecida 3. Entao tem-se que X ~ N(uy,02) e Y ~ N(ug,03).

Passos para a realizacao do teste:

e Definir se a hipotese é bilateral, unilateral a esquerda ou unilateral a direita.

Hipoteses do teste bilateral:
Ho @ pn = o
Hy o # po

Hipoteses do teste unilateral & direita:
Ho @ pn = o
Hy:pg > po

Hipoteses do teste unilateral a esquerdas:
Ho @ pn = po
Hy:pn < po
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e Calcular a estatistica Z sob Hy:

X-Y
Zops = (2)2 ~ Z(0,1), (1.1)

onde X = TL%Z?:HXZ- eY = %Z?;Y}.

e Calculo do p-valor:
Se o teste ¢é bilateral, valor — p = 2P(Z > | Zyps|)
Se o teste é unilateral a direita, valor — p = P(Z > Zys)
Se o teste é unilateral a esquerda, valor — p = P(Z < Zys)
onde Z ~ N(0,1).

Assim, considerando um nivel de significincia «, a hipdtese nula (Hy) é rejeitada

se valor —p < a.

1.2 Teste de variancias(Teste F)

O objetivo do teste F é verrificar se as variancias ( 0% e 03) de duas populagoes inde-
pendentes sao iguais. Considere duas populacoes independentes, e ambas com distribuicao
Normal. Seja X7, Xo, ..., X}, uma amostra aleatéria simples de uma distribuicao Normal
com variancia desconhecida o?. Seja Y7, Y5, ..., Y,, uma amostra aleatéria simples de uma
distribui¢do Normal com varidncia desconhecida 2. Entao tem-se que X ~ N(uy,0%) e
Y ~ N(uz,03). Considere que s? é a varidncia amostral da populacdo 1 e s3 a variancia

amostral da populacao 2.

Para realizar o teste, deve-se seguir os seguintes passos:

e Definir se a hipotese é bilateral, unilateral a esquerda ou unilateral a direita.

Hipoteses do teste bilateral:
HO .01 = 09

H110'17£0'2

Hipdteses do teste unilateral a direita:
HO .01 — 09

H,:01 > 09

Hipdteses do teste unilateral & esquerda:
HO .01 = 02
H 01 <09
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e Calcular a estatistica F sob H:

onde s = L™ (X; - X)?2, X =LYM X, , s = (7127171) > (Y —Y)?,

(n1—1) ny

Y =502
e Caculo do valor — p:

Para o teste bilateral, valor — p = 2minP{P[F > Fys|, P[F < Fys}.
Para o teste unilateral a direita, valor —p = P[F > F,].
Para o teste unilateral a esquerda, valor —p = P[F < F.

onde F'~ F(,, _1p,—1)-

Em todos os casos, rejeita-se a hipétese nula se valor —p < a.

O teste de variancias serda importante no teste t apresentado a seguir, pois é

necessario saber se as variancias sao iguais ou diferentes.

1.3 Teste t

O teste t é usado para verificar se as médias (11 e uz) de duas populagoes indepen-
dentes sao iguais. Existem dois casos: caso em que as variancias sao iguais e desconhecidas
e 0 caso em que as variancias sao diferentes e desconhecidas. Estes dois casos serao vistos

a seguir.

1.3.1 Variancias iguais e desconhecidas

Seja X1, Xo, ..., X,,, uma amostra aleatéria simples de uma distribuicao Normal
com variancia o} desconhecida. Seja Y7, Y5, ..., Y,, uma amostra aleatéria simples de uma
distribuigdo Normal com varidncia o3 desconhecida. Entao tem-se que X ~ N(uy,0%)
e Y ~ N(uz,03). Suponha que as variancias das duas populagoes sdo iguais (embora

desconhecidas): 0% = 02 = o2.

Para realizar o teste, deve-se seguir os seguintes passos:

e Definir se a hipodtese é bilateral, unilateral a esquerda ou unilateral a direita.

Hipoteses do teste bilateral:
Ho @y = po
Hy o # po
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Hipoteses do teste unilateral a direita:
Hoy : pin = iz
H, M1 > o

Hipoteses do teste unilateral 4 esquerda:
Ho : py = po
Hy g < o

e Calcular a estatistica T sob Hy:

Tobs = " t(n1+n2—2)7 (13)

ni—1)s2+(ne—1)s2 == n Eva n
onde s, = W et ) X = Lym X eV =Ly
e (Calculo do walor — p:

Se o teste é bilateral, valor —p = 2P(T > |Ts])

Se o teste é unilateral a direita, valor — p = P(T > Tys)

Se o teste é unilateral a esquerda, valor — p = P(T < Typs).

Assim, considerando um nivel de significincia «, a hip6tese nula (Hy) é rejeitada

se valor — p < a.

No software R, a hipdtese bilateral com a= 0,05 é dada por:
t.test(z, y , alternative = "two.sided’, paired = F,

conf.level = 0.95, var.equal = TRUE )

1.3.2 Variancias diferentes e desconhecidas

Seja X1, Xo, ..., X,,, uma amostra aleatéria simples de uma distribicao Normal
com variancia o7 desconhecida. Seja Y7, Y, ..., Y,, uma amostra aleatéria simples de uma
distribui¢do Normal com varidncia o2 desconhecida. Entao tem-se que X ~ N(uy,0%) e
Y ~ N(uz,03). Agora considere que as varidncias das duas populagoes sao diferentes:

o? + o3,

Para realizar o teste, deve-se seguir os seguintes passos:

e Definir se a hipdtese é bilateral, unilateral a esquerda ou unilateral a direita.

Hipoteses do teste bilateral:
Hy:pn = po
Hy i # po
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Hipoteses do teste unilateral a direita:
Ho:py = po
H, : M1 > o

Hipdteses do teste unilateral & esquerda:
Ho @ pn = o
Hy:py <o

e Calcular a estatistica T sob Hy:

Tobs = 2 > ~ tuy (14>
51 + 872
ni no
2.3
=D+ (ne—1)s2 1 «—ny T 1 w—ne B ny ' ng
ondesp—\/ -  X=2h XieY =232 Yjev= NT T
(%), (3)
ny—1 + nog—1

e (Calculo do valor — p:
Se o teste ¢ bilateral, valor —p = 2P(T > |Tys|)
Se o teste é unilateral a direita, valor —p = P(T > Typs)

Se o teste é unilateral a esquerda, valor — p = P(T < Tps).

Assim, considerando um nivel de significincia «, a hip6tese nula (Hy) é rejeitada

se valor — p < a.

No software R, a hipdtese bilateral com a= 0,05 é dada por:
t.test(z, y , alternative = "two.sided", paired = F,
conf.level = 0.95, var.equal = FALSE )

1.4 Teste Qui-Quadrado de Homogeneidade

O Teste Qui-Quadrado de Homogeneidade serve para testar se diferentes populagoes
tem a mesma proporc¢ao de individuos com caracteristicas em comum. Para este trabalho,
serd considerado apenas o caso com duas populagoes (X e Y'). O teste trata das proporgoes
das populagoes. Para o teste com 2 populacoes, espera-se que a propor¢ao esperada seja na
razao 1:1. Para a realizagdo do teste, primeiramente é construida a tabela de frequéncias

observadas.

Tabela de frequéncias observadas :

Populacao | Categoria 1 | Categoria 2 | Total
X On Eqp ni
Y Oo1 Es T2
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Passos para a realizacao do teste:

e Considerar a hipotese:
HO . PX = PY
H1 . PX 7£ PY

e Calcular a estatistica y? sob Hy:

2 2 Oz - Ez 2
Xzbs = Z Z M ~ X%g.l.? (15)

i=1j=1 Eij

onde O;; ¢ a frequéncia observada e F;; ¢ a frequéncia esperada, definida por:

(total da linha i)(total da coluna j)
total geral ‘

iy

e (Calculo do p-valor:

P-valor = P(x? > x2,), onde x* ~ x{,

Assim, considerando um nivel de significAncia «, a hip6tese nula (Hy) é rejeitada

se valor —p < a.

1.5 Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney

Considere X7, Xo, ..., X,,, Varidveis Aleatérias mutuamente independentes de uma
populacao com distribuicao F,. Considere também Y7, Y5, ..., Y,, mutuamente independen-
tes uma populacao com distribuicao Fj,. Considere também que X’s e Y's sao mutuamente

independentes (populacgdes nao pareadas).

A hipétese nula do teste de Wilcoxon-Mann-Whitney afirma que a varidvel X e a

variavel Y tém a mesma distribuicao de probabilidade, mas a distribuicdo comum nao é
especificada [Hollander,Wolfe & Chicken, 2014], ou seja:

Hy: F, #F,
H, :F, #+F,

A estatistica U para a populacado Y sera:

7’LQ(’I’L2 + ].)

Uy= Ry + =2

(1.6)

onde R, ¢ a soma dos postos do grupo Y. O mesmo deve ser feito para a populacao
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Quando nao existem empates, a estatistica do teste de Wilcoxon-Mann-Whitney é

dada por:

Uobs = min(Uy, Uy) (1.7)

e Regra de decisao: se Uy for menor que o valor critico d (do teste de Mann-Whitney)

rejeita-se a hipotese nula.

No caso de empates, a estatistica do teste de Wilcoxon-Mann-Whitney sem correcao

de continuidade é dada por:

|Ux_%|

nins ((n1+n2)3—n1—n2 o El t?—ti)
(n1+n2)(n1+n2—1) 12 i=1 12

e a estatistica do teste com correcao de continuidade ¢ dada por:

U:

~ N(0,1), (1.8)

U, — mm2| — 0.5
nin ((n1+n2)3—n1 —ng l t?—ti)
(n1+n2)(n1+n2—1) 12 i=1 12

onde 1 é o nimero de empates (empates dos postos) e t; é o nimero de elementos no

U= ~ N(0,1), (1.9)

j-ésimo empate.

e (Calculo do valor — p:
Se o teste ¢é bilateral, valor —p = 2P(Z > |U|);
Se o teste é unilateral a direita, valor —p = P(Z > U);
Se o teste é unilateral a esquerda, valor —p = P(Z < U);
onde Z ~ N(0,1).

Assim, considerando um nivel de significancia «, a hip6tese nula (Hy) é rejeitada

se valor —p < a.
Procedimento no software R:

wilcox.test(x,y, paired=FALSE, correct=TRUE, exact= TRUE) para o teste com
correcao de continuidade e exato. Caso nao seja com correcao usa-se correct=FALSFE e

Caso nao seja o teste exato usa-se eract=FALSE.
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2 Inferéncia Bayesiana

Enquanto que na abordagem cléssica, o parametro (ou vetor) 0, § € O, é tratado
como um parametro fixo, na abordagem bayesiana, 6 é uma variavel aleatéria. Na aborda-
gem bayesiana, o desconhecido é incerto, e tudo pode ser quantificado por meio de calculo

de probabilidades, com o objetivo de minimizar a incerteza.

A intensidade da incerteza a respeito de # pode assumir diferentes graus. No
paradigma Bayesiano, esses diferentes graus de incerteza sdo representados através de
modelos probabilisticos para 6 , P(#) [Ehlers, 2007], chamados de distribuigoes a priori,

que serao tratadas com mais detalhes adiante.

2.1 Teorema de Bayes

Em teoria das probabilidades e estatistica, o teorema de Bayes (alternativamente,
a lei de Bayes ou a regra de Bayes) descreve a probabilidade de um evento, baseado em
um conhecimento a priori que pode estar relacionado ao evento. O teorema mostra como
alterar as probabilidades a priori tendo em vista novas evidéncias para obter probabilidades
a posteriori [Bussab & Morettin, 2010].

Sejam A e B dois eventos contidos no espago amostral ). A probabilidade de
um evento A ocorrer, dado que um outro evento B ocorreu, é chamada probabilidade

condicional do evento A dado B. A probabilidade condicional é obtida por:

pAB) = £ (];4(;;9) _r (B]L/(%D (4). (2.1)

dado que P(B) > 0.

A identidade acima é fundamental para a abordagem bayesiana. Considere # uma
quantidade de interesse desconhecida. P(6) é a tnica informagao sobre 6. Seja X uma
variavel aleatéria que tem associacao com 6, sendo essa relacao denotada por p(x|6). Com
a distribuigao & priori p(f) e com a distribuicao amostral p(z|f), a posteriori é definida

como

_p(zl0)  p(x]@)p(0)  p(x|0)p(0)
PO =00y = by [p(6.a)de

(2.2)

Tem-se que p(x|f) (ou 1(#;x)) é a verossimilhanga dos possiveis valores de 6. Note
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que p(x) nao depende de 6, entao o teorema de Bayes pode ser escrito como:

p(0lz) oc 1(6; x)p(6). (2.3)

Em outras palavras, a posteriori de # pode ser escrita como
posteriori o< verossimilhancga x priori.

Como visto acima, o principio da abordagem bayesiana diz que para achar a
distribuicao a posteriori de @, é preciso de distruibui¢ao & priori dessa variavel, e de uma

verossimihanga que aumente as informacgoes sobre 6.

2.2 Distribuicoes a Priori

A utilizacao de informacao a priori em inferéncia bayesiana requer a especificagao
de uma distribuicao a priori para a quantidade de interesse 6. Esta distribuicdo deve
representar (probabilisticamente) o conhecimento que se tem sobre 6 antes da realizagao
do experimento [Ehlers, 2007].

A distruibuigoes a priori é na maioria dos casos subjetiva, ou seja, depende do
problema a ser tratado. A partir da Priori escolhida, na maioria dos casos fica facil

identificar a posteriori adequada. Definicao:

e Priori conjugada: Se F' = {p(z|f),0 € O} ¢ uma classe de distribui¢des amostrais
entdo uma classe de distribui¢oes P é conjugada a F se V p(x|f) € F e p(f) € P =
p(z|0) € P.

Em alguns casos, nao é facil identificar uma distribuicao a priori, ou seja, nao se
tem total informacao sobre o problema. Isso contraria o principio bayesiano, que diz que
para chegar na posteriori, é preciso ter uma priori. Nesses casos de "nao informacao”, a
primeira coisa que se pode fazer é usar a priori com distribuicao uniforme, ou seja, todos
os valores de # tem a mesma probabilidade de ocorrer. Mas esta técnica traz um problema:

se 0 € (—o0,00), P(f) é impropria, ou seja,

/p(e)de = . (2.4)

Para resolver este problema, pode ser usada a priori nao informativa proposta por

Jeffreys em 1961. Primeiro, vamos definir a medida de informacao de Fisher.
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e Medida da informacao de Fisher: Considere uma tnica observacao X com
fungao de (densidade) de probabilidade p(x|f). A medida de informagao esperada de

Fisher de 6 através de X é definida como

0*logp(x0)
I0)=FE|—-—2. 2.
0 -5 (- 25)
A medida de informacao observada de Fisher é definida como
2] 0
J(0) = _GLWU. (2.6)

06?

A partir dai pode-se definir a priori ndo informativa de Jeffreys.

e Priori nao informativa de Jeffreys: Seja uma observacao X com funcao de
(densidade) de probabilidade p(z|f). A priori ndo informativa de Jeffreys tem funcao
de densidade dada por

p(0) o \/I(6). (2.7)

Uma observacao importante é que a priori de Jeffreys viola o principio da verossi-
milhanca, pois a informagao de Fisher depende da distribui¢cao amostral. O ponto positivo

é que o parametro # pode pertencer a um espaco ilimitado.

2.3 Estimacao pontual

O principal objetivo da inferéncia bayesiana é achar a posteriori, pois ela contém
toda a informacgao probabilistica sobre o pardmetro de interesse 6. O caso mais simples é
a estimacao pontual de 6 para o qual se resume a distribui¢cdo a posteriori através de ¢

(valor estimado).

Uma diferenca (em relagao a estimagao) entre a Estatistica Classica e a Bayesiana é
que na estimagao classica  (fixo) é estimado por maxima verossimilhanca. J& na estimagao

bayesiana, adota-se o conceito de Fung¢ao Perda como auxilio na escolha do estimador de 6.

e Funcgao Perda: O risco de uma regra de decisdo, denotado por R(J), é a perda
esperada a posteriori, i.e., R(0) = Ey,[L(6, 6)].

Os tipos de perda sao:
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1. Perda quadratica: definida como L(a,f) = (a — 6)2. O estimador de Bayes para o

parametro ¢ ¢ a média da distruibuicao a posteriori.

0= E(6,]X) = /@0}9(0|$)d9

2. Perda absoluta: definida como L(a,0) = |a — 0]. L(a,0) = 1 se |a — 0| > e e
L(a,0) = 0se |a — 0] < e. O estimador de Bayes para o pardmetro 6 é a mediana

da distruibuicao a posteriori.

3. Perda Tudo ou Nada: o estimador de bayes para o parametro ¢ é a moda a

posteriori e pode ser obtido resolvendo a equacgao

Ip(0]x)
00

= 0. (2.8)

2.4 Estimacao Intervalar

Na abordagem cldssica, se o intervalo de confianca for de 95%, a interpretacao sera:
a cada 100 amostras, em 95 delas o verdadeiro valor de 6 estara contido no intervalo. Na
abordagem bayesiana, também com 95% de confianga (ou credibilidade) a interpretagao

sera: a probabilidade de 6 estar contido no intervalo é de 95%.

e Intervalo de Credibilidade: C é um intervalo de credibilidade de 100 (1- o) %,
ou nivel de credibilidade 1 - o, para  se P(A € C) > 1 - .

Quanto menor for o tamanho do intervalo mais concentrada é a distribuicao do
parametro, ou seja o tamanho do intervalo informa sobre a dispersao de 6. Além disso,
a exigéncia de que a probabilidade acima possa ser maior do que o nivel de confianca é

essencialmente técnica para os casos em que # nao é absolutamente continua.

E possivel construir uma infinidade de intervalos usando a defini¢do acima mas o
interesse esta apenas naquele com o menor comprimento possivel. Pode-se mostrar que
intervalos de comprimento minimo sdo obtidos tomando-se os valores de 6 com maior

densidade a posteriori, e esta ideia é expressa matematicamente na definicdo de intervalo
HPD [Ehlers, 2007]:

e Intervalo HPD: Um intervalo de credibilidade C de 100 (1- o) % para 6 é de
méxima densidade a posteriori (MDP ou HPD em inglés) se C = 60 € ©: p(0/z) >
k(«) onde k() é a maior constante tal que P(0 € C) > 1 - a.
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A partir desta defini¢do, todos os pontos dentro do intervalo HPD terao densidade

maior do que qualquer ponto fora do intervalo.

2.5 FBST

O FBST (Full Bayesian Significance Test) é um teste Genuinamente Bayesiano que

leva em consideragao o e-valor, onde o e-valor é a evidéncia de Hy (Hipétese Nula).

Este teste depende apenas da distribuicao a posteriori e por este motivo é consi-
derado um teste genuinamente bayesiano. O objetivo do teste é testar hipdteses precisas
baseadas no calculo da probabilidade a posteriori da regiao HPD, que é tangente ao

conjunto que define a hipotese nula.

Seja h(6|X) a posteriori de 6 . O conjunto tangente a hip6tese nula ¢ definido por:

T(x) = {0 € ©: h(0]X) > h(6"| X)), (2.9)

onde 0* = argmax h(0|X), isto é, h(6*|X) é o valor maximo de h(6|X) sob Hy.
[USCH

O e-valor ¢ definido por :

e —wvalor =1—P(0 € T(z)|X) (2.10)

O e-valor é a area da posteriori no conjunto do espaco paramétrico de 6 que consiste
nos pontos com densidade menor do que no ponto maximo da densidade a posteriori sob
Hy.

A Figura abaixo mostra a Regiao Tangente e o e-valor para o teste das hipoteses

Hoi@zgoVSHlie%goi

T(x)=10c@: h(@]X)> k(6| X)] 6

Figura 1 — Regiao Tangente e e-valor
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3 Testes para comparacao de duas popula-

coes independentes

Neste capitulo, sera apresentado o teste FBST para comparacao de duas populagoes

independentes utilizando diversas distribuicoes.

3.1 Distribuicoes Discretas

3.1.1 Poisson

A distribuicao de Poisson é uma distribuicao de probabilidade discreta que con-
tabiliza a probabilidade da ocorréncia de eventos em determinados periodos de tempo,

sendo cada evento independente do anterior.

Se X tem distribuicao de Poisson, isto é, X ~ Poisson(), a fun¢ao de probabilidade
de X é dada por

P(X =2) = , (3.1)

x=0,1,2,... ¢ 6 > 0.

A média e a Varidncia da distribuicao de Poisson sdo dadas, respectivamente, por:

Var(X) =40.

Seja X7, ..., X,;, uma amostra aleatdria da Populagao 1. X7, ..., X,y id Poisson(6;).
Seja Y7, ..., Y, uma amostra aleatéria da Populacao 2. Y7, ..., Yo i Poisson(fs). Considere

que as amostras sao independentes.

O interesse é comparar os dois grupos testando a hipétese de que os parametros de
ambas populac¢oes sdo iguais, ou seja:
Hy: 0, =6,
{ Hy:0,#0,
E importante notar que a hipdtese acima equivale a testar se as duas populacoes
tém médias iguais.

A fungao de verossimilhanca é dada por:
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ni 6—919:{% n2 6—02937'

L(61;6:) = ]I

=1

.Tl' j=1 y]'
B ef(n191+n202)012:?:11 Zi 622321 Yj (3 2)
(IT2, xil)(H?il yj!) . '

Considerando, a Priori, que 0, ~ Gama(ay,by) e que 0 ~ Gama(az, be), a1, by, as, be

conhecidos e positivos, a posteriori é dada por:
"oopidar—1 Eng yj+az—1 _
71.(917 €2|X, Y) x 012:;1 03 j=1 e~ (1014120210101 +b262) (33)

Isso implica que:

ni
01|X ~ Gama (le +a,ng + bl> ,

=1

n2
05|Y ~ Gama (Z Y; +az,ng + b2> )

=1

com #;|X independente de 05|Y. Sob Hy:6; = 0s, a posteriori sob Hy é dada por:
77'0((917 02|X, Y) ~ 052:}:11 ziJrZ?il yj+a1+a272)€,91(n1+n2+b1+52). (34)

Desta maneira, o valor de 6; que maximiza my(61,602|X,Y) é dado por:

E?:ll x; + Z?il Yj +a; + ag — 2

07 =
! ny +ng + by + by

(3.5)

Com todas as informagoes acima, o maximo da posteriori sob a hipotese nula é

dado por

W*(61,92|X,Y) = 7T0(0¥,0§|X,Y>

Assim, a regiao tangente do teste FBST é dada por:

T(X,Y)={0=(61,05) € R} : w(61,0:]X,Y) > 7" (61, 65| X, Y)},

e a evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y)
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3.1.1.1 Exemplo: Comparacdo de duas Populacoes Independentes com Distribuicdo de Poisson

Considere uma amostra de tamanho 10 que, dado 6;, segue uma Poisson(6;).
X|0, ~ Poisson(6;). Considere uma amostra de tamanho 20 que, dado 6,, segue uma

Poisson(0s). Y |0y ~ Poisson(6s).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias, desvios-padrao e somatério

de cada populagao:

Tabela 1 — Distribuicao de Poisson: Média, Desvio-Padrao e Somatoério

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao | X
Populagao 1 | 10 0,8 0,7888106 8
Populacao 2 | 20 1 1,025978 20

Considere, a priori que 0; ~ Gama(0,001;0,001) e que 03 ~ Gama(0,001;0,001).
Ou seja, a; = as = by = by = 0,001. Entao :

6:|X ~ Gama(8,001; 10,001)
e

02| X ~ Gama(20,001; 20, 001).

A figura abaixo apresenta as densidades marginais a posteriori de 6; e 6s:

20

* Pop1
* Pop?2

(8 X, Y)
1.0
I

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 2 — Densidades Marginais a Posteriori de 6, e 6
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Para comparar as duas populacoes, as hipdteses a serem consideradas sao:

H()Z@l:(gz
H1:91%92

A posteriori conjunta de 6 = (6, 6,) é dado por:

8,001—1 20,001—-1 —
7_(_(91’ @2|X,Y) o 91 62 e (10,0016’1+20,00192).

Sob Hy, a posteriori é dada por:

70(61, 92|X, Y) o< 9%8’002_26—91(30,002)‘

Logo, o valor de 8; que maximiza a fomula acima é dada por:

. 28,002 -2

1= 30,002 = 0,8666756.

Portanto, o maximo da posteriori sob Hy é dado por :

7T*(91, 92’X,Y) = Wo(ei, QZ‘X,Y) = 2, 116474.

A regiao tangente do teste teste FBST é dado por:

T(X,Y)={0 = (01,05) € R% : w(61,62|X,Y) > 2,116474}.

O walor-e do teste FBST é dado por:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,78154.

Nao existem evidéncias para rejeitar a hipotese nula de que os parametros das duas

populagoes sao iguais valor — e > 0,05).

Considere agora outro exemplo de duas populacoes com distribuicao de Poisson:

Tabela 2 — Distribuicao de Poisson: Média, Desvio-Padrao e Somatorio

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao | X
Populacao 1 | 20 | 9,20 3,18880 184
Populagao 2 | 30 | 13,13 4,24860 394

Neste caso, o valor — e do teste FBST ¢é dado por:

valor —e=1—-P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,00027,
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Distribuicoes Discretas

3.1.
mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipétese nula de que os parametros das

duas populagbes sao iguais (valor — e < 0,05).

3.1.2 Bernoulli

A distribuicao de Bernoulli é uma distribuicao de probabilidade discreta que assume

apenas os valores {0, 1}. Recebe valor 1 se acontece sucesso com probabilidade 6 e recebe

valor 0 se acontece fracasso com probabilidade 1 - 6.
Se X tem distribui¢ao de Bernoulli, isto é, X ~ Bernoulli(f), a funcao de proba-

bilidade de X ¢ dada por:
(3.6)

x=0,1e 0 € (0,1).
A média e a variancia da distribuicao de Bernoulli sao dadas, respectivamente, por:

Var(X) =6(1—46).

Seja X1, ..., X,,; uma amostra aleatéria da Populacao 1. X, ..., X, i Bernoulli(6,).
Seja Y7, ..., Y,» uma amostra aleatéria da Populacao 2. Y7, ..., Y, b Bernoulli(6,). Consi-

dere que as amostras sao independentes.
O interesse é comparar os dois grupos testando a hipdtese de que os parametros de

ambas populacoes sao iguais, ou seja:

{H()I@l:é)g

Hl : 91 7é 92
E importante notar que a hipdtese acima equivale a testar se as duas popula¢oes

tém proporcoes iguais.
A fungao de verossimilhanca é dada por:

L(0::0,) = TL07( -0 T 6% (1~ )\
i=1 =1
2521 i (1— 92)"2_221 Y, (3.7)

(912:1':15’31'(1 _ el)mf o Tig;
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Considerando, a priori, que ¢, ~ Beta(ay,by) e que 05 ~ Beta(az, bs) (a; > 0 e
b; > 0), a posteriori é dada por:

" zida;— n "2 yidtas— o\ i
W(Q1,92|X,Y) x 01231:11 Tita1 1(1 . 91)”1_Ei:11 mi+b1—102223:1 yj+az 1(1 B 82)7;,2 Zjil yj+ba—1

(3.8)

Isso implica que:

ni ni
91|X ~ Beta <Zl’z + ay,ny — Zl’z + b1> s
i=1

i=1

j=1

no n2
92|Y ~ Beta (Z yj + ag, Mg — Zyﬂ + bg) y
j=1

com 0|X independente de 05|Y. Sob Hy:6; = 0,, a posteriori sob Hy é dada por:

71'0(91’ QQ‘X’ Y) ~ 052:21 ziJrZ?il yj+a1+az—2) (1 - 91)”1+”2+bl+b2_2?:11 Ii_z;il y;i—2 (39)
Desta maneira, o valor de 6; que maximiza (61, 602|X,Y) é dado por:

St w4 Z?il y; +ay+ax —2

0] =
! n1+n2+b1—|—b2+a1+a2—4

(3.10)

Com todas as informagoes acima, o maximo da posteriori sob a hipdtese nula ¢é
dado por:

7T*<917 62’X7 Y) = 7-‘-0(93 9;‘X7 Y)

A regiao tangente do teste FBST é :

T(X,Y)={0 = (61,05) € R} : w(61,0:]X,Y) > (61, 65| X, Y)}.

e a evidéncia da hipdtese nula sera:

valor-e=1— P(0 € T(X,Y)|X,Y).

3.1.2.1 Exemplo: Comparacdo de duas Populacdes Independentes com Distribuicdo de Ber-
noulli (Comparacdo de duas proporcdes)

Considere uma amostra de tamanho 30 que, dado 6y, segue uma Bernoulli(6;).

X6y ~ Bernoulli(f;). Considere uma amostra de tamanho 20 que, dado 6, segue uma
Bernoulli(6s). Y0y ~ Bernoulli(6y).
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Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias, desvios-padrao e somatério

de cada populagao:

Tabela 3 — Distribuicao de Bernoulli: Média, Desvio-Padrao e Somatério

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao | X
Populacao 1 | 30 | 0,5 0,5085476 15
Populacao 2 | 20 | 0,35 0,4893605 7

A proporcao estimada de sucessos para a populacao 1 é de 0.5 e de 0.35 para a

populacao 2.

Considere, a priori que 0; ~ Beta(1,1) e que 0 ~ Beta(1,1). Ou seja, a; = a =
by = by = 1. Entao :

01| X ~ Beta(16,16)
e

05| X ~ Beta(8,14).

A figura abaixo apresenta as densidades marginais a posteriori de 6; e 5:

u‘J —
* Pop1
< - * Pop?2
> e -
£
AR
E
. | T T T
0.2 04 06 0.8

Figura 3 — Densidades Marginais a Posteriori de 6, e 6

Para comparar as duas populagoes, as hipoteses a serem consideradas sao:

H0291:92
H1:017é6’2
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A posteriori conjunta de 6 = (6, 6,) é dado por:

7T(017 02|X,Y) X 6%5(1 — Ql)ISQ;(l — 02)13.

Sob Hy, a posteriori é dada por:

71'0(01, (92|X,Y) XX 0%2(1 — 91)28,
logo, o valor de #; que maximiza a fémula acima é dada por:

22

oF = ==
L7 50

=0, 44.

Portanto, o maximo da posteriori sob H, é dado por :

7T*(91, 62’X,Y) = 7'('0(9;7 QS‘X, Y) = 9, 974227.

A regiao tangente do teste teste FBST é dado por:

T(X,Y) = {0 = (61,0) € B> : 7(6,,0,|X,Y) > 9,974227},

e o valor — e do teste FBST ¢é dado por:

valor —e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0, 556906,

levando a concluir que nao existem evidéncias para rejeitar a hipotese nula de que

as propor¢oes das duas populagoes sao iguais (valor — e > 0,05).

Considere agora outro exemplo de duas populagoes com distribuicdo de Bernoulli:

Tabela 4 — Distribuicao de Bernoulli: Média, Desvio-Padrao e Somatério

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao | X
Populacao 1 | 35| 0,49 0,50709 17
Populacao 2 | 30 0,8 1,80803 24

O walor-e do teste FBST é dado por:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,02493,

mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipdtese nula de que as proporcoes das

duas populagoes sao iguais (valor — e < 0,05).
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3.2 Distribuicoes Continuas

3.2.1 Exponencial

A distribuicdo Exponencial representa o tempo de ocorréncia entre dois eventos,
com média é, onde 6 é a taxa. Se X tem distribuigdo Exponencial, isto é, X ~ Exp(f), a

funcao densidade de probabilidade de X é dada por:

f(x) =6, (3.11)
z>0ef>0.

A média e a variancia da distribuicdo Exponencial sao dadas, respectivamente, por:

E(X):;
VaT(X):el2

Seja X1, ..., X,;; uma amostra aleatéria da Populagao 1. Xq, ..., X, i Exp(6,),
onde n; é o tamanho da amostra da populacao 1. Seja Y7, ..., Y2 uma amostra aleatoria
da Populacao 2. Y7, ..., Yo S Exp(0s), onde ny é o tamanho da amostra da populagao 2.

Considere que as amostras sao independentes.

O interesse é comparar os dois grupos testando a hipdtese de que os parametros de

ambas populacoes sao iguais, ou seja:

H0:91:92
H1:017é6’2

E importante notar que a hipétese acima equivale a testar se as duas populagoes

tém taxas iguais.

A funcao de verossimilhanca é dada por:

ni n2
L(Gl, 92) = H (9?6701“ H 626792‘%
i=1 j=1
n1

— gt X w2 X5ty (3.12)

Considerando, a Priori, que 6, ~ Gama(ay,by) e que O ~ Gama(az, be), ai, by, as, b

conhecidos e positivos, a posteriori é dada por:

(01, 02X, Y) oc 1007 witb) gnataz—1 023072, withe) (3.13)

Isso implica que:
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ni
91|X ~ Gama <n1 + al,in + bl> s

=1

na
05|Y ~ Gama (ng + ao, Zyj + b2> ,

j=1
com 0;|X independente de 05|Y. Sob Hy:6; = 05, a posteriori sob Hy é dada por:
70(01, 021X, Y) €§n1+n2+a1+a2—2)6—91(Z?:ll zity 22, yj+bitba) (3.14)
Desta maneira, o valor de ¢, que maximiza (6, 602|X,Y) é dado por:

n1+n2+a1+a2—2

0r = )
! it xi+ 2?21 Yj + b1 + by

(3.15)

Com todas as informagoes acima, o maximo da posteriori sob a hipdtese nula é

dado por:

7T*<917 62’X7 Y) = 7TO(GT7 9;‘X7 Y)

A regiao tangente do teste FBST é :

T(X,Y)={0=(61,05) € R} : w(61,0:]X,Y) > 7(61, 65| X, Y)},

e a evidéncia da hipotese nula sera:

valor —e=1—-P0 € T(X,Y)|X,Y).

3.2.1.1 Exemplo: Comparacdo de duas Populacdes Independentes com Distribuicdo Exponen-

cial

Considere uma amostra de tamanho 100 que, dado 6, segue uma FExp(6;). X|0; ~

Poisson(fy). Considere uma amostra de tamanho 150 que, dado 6y, segue uma Exp(fs).
Y0y ~ Poisson(6s).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias, desvios-padrao e somatorio

de cada populagao:

Tabela 5 — Distribuicao Exponencial: Amostra, Média, Desvio-Padrao e Somatorio

Populacao n Média Desvio-Padrao )y
Populacao 1 | 100 | 0,1908998 0,170785 19,08998
Populacao 2 | 150 | 0,12162929 0,112129 18,24439
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Considere, a priori que 6; ~ Gama(0,001;0,001) e que 03 ~ Gama(0,001;0,001).
Ou seja, a; = as = by = by = 0,001. Entao :

01| X ~ Gama(100,001;19,09098)
e

02| X ~ Gama(150,001;18,24539).

A figura abaixo apresenta as densidades marginais a posteriori de 6; e 65:

=
T * Pop 1
g_ * Pop?2
T @
< 9]
T = |
"E’ L]
[ |
o
=
o I I I I I
4 8] 8 10 12

Figura 4 — Densidades Marginais a Posteriori de 6 e 65

Para comparar as duas populacoes, as hipdteses a serem consideradas sao:

H0:01:6’2
H12¢917§92

A posteriori conjunta de 6 = (61, 65) é dado por:
7T(91, 92|}(7 Y) x 9%00’001_19%507001_16_(19’0909891+18’2453902).

Sob Hy, a posteriori é dada por:

250,002—2 —01(37.336¢
70(01, 02X, Y) o 45000220167 5365,

Logo, o valor de #; que maximiza a férmula acima é dada por:
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250,002 — 2

0F = = 6, 642369.
! 37, 33637 ’

Portanto, o maximo da posteriori sob Hy é dado por :

(61, 02X, Y) = 70(67, 03X, Y) = 0,0008614538.

A regiao tangente do teste teste FBST é dado por:

T(X,Y) = {0 = (61,0) € B> : w(6,0,]X,Y) > 0,0008614538}.

O walor — e do teste FBST é dado por:

valor-e=1—P(# € T(X,Y)|X,Y) = 0,00193,

mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipdtese nula (valor — e < 0,05). Portanto as

duas Populagbes tém pardmetros (e consequentemente médias) diferentes.

Considere agora outro exemplo de duas populagoes com distribuicao Exponencial:

Tabela 6 — Distribuicao Exponencial: Amostra, Média, Desvio-Padrao e Somatorio

Populacao n Média | Desvio-Padrao by
Populagao 1 | 100 | 0,04649 0,05234 4,64894
Populagao 2 | 100 | 0,04226 0,04758 4,22631

O valor — e do teste FBST é dado por:

valor-e=1— P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,63600,

mostrando que nao existem evidéncias para rejeitar a hipétese nula (valor — e > 0,05).

Portanto as duas populagoes tém pardmetros (e consequentemente médias) iguais.

3.2.2 Normal

Também conhecida como Gaussiana, a distribuicdo Normal é a distribui¢dao continua
mais importante. E importante, por exemplo, no Teorema Central do Limite, que garante
que dados que nao seguem distribuicao Normal passem a ter a mesma. Se X tem distribuicao
Normal, isto é, X ~ N(f,0?), a fungao densidade de probabilidade de X ¢ dada por:

1 —(z=0)°

flz) = Wi 2 (3.16)
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A média e a varidncia da distribuicdo Normal sdo dadas, respectivamente, por:

E(X) =46,
Var(X) = o
Seja X1, ..., X,1 uma amostra aleatéria da Populacao 1. Xy, ..., X, ud N(6y,0%).

Seja Y1, ..., Y2 uma amostra aleatéria da Populagao 2. Y7, ..., Yo N (05, 032). Considere

que as amostras sao independentes.

A funcao de verossimilhanca é dada por:

n1 1 —ef 4201207 ny 1 2 +203y;-63
L(b1;65;01502) = ][]

e 20’% H e 20’%
i=14/2mo} j=1/2m03

1 ny —Z:L:ll 22420, 22:;11 ;=102
= e 297
\/ 2702
N 3/ D
X | —] e 273 . (3.17)

\/ 2702

Considerando, a priori, que ¢; ~ N(cy,dy), s ~ N(ca,d3), 01 ~ Gama(ay,by) e
oy ~ Gama(ag, by), ay, by, as, ba,c1,¢2,d1,dy conhecidos e positivos, 0y, 0, 07 e o2 indepen-

dentes, a posteriori é dada por:

1 ni — E?:ll z?+201 Z:L:ll :vifnlef
m(01; 00501509/ X,Y) = e 2]
\/2mo?
(01 —cq1)2 al
% 1 6%161) bl (O_ )al—le—blo'l
vV 27Td1 F((Il)
1 ng — ;il y?+292 Z;lil yj—nQGS
2
X e 202
2no3
1 —(03—c2)? gz
X e 2 2 (g,)%2 b0 3.18
vV 27Td2 F(ag) ( ) ( )

Assim, o log(m) é:
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lOg(’]T) _ —n1l09(27r<7%) - 2?211 Q?ZQ + 291 E?:ll T; — 7116%) B log(Qﬂ'dl))

2 2072 2

2 202 2

(—mlog(%ra%) B (— SRy 2023052y — nﬁ%) B log(27rd2)>

+ aslog(be) — log(I'(az)) + (az — 1)log(o2) — b202> . (3.19)

Considere que o interesse seja comparar a média das duas populagoes. Entao as

hipéteses sao:

H() 91 = 92
Hy : 0, # 0,
Sob Hy, a posteriori é dada por:

1 ni — Z:L:ll z?+291 22:;11 zi7n19§
. . _ 2
7T0(91,0'1,0'2’X,Y) = 72 (& 1
\/2moy
1 —(01-cp)® B
2d;

vV 27Td1 c F(al)
1 no 2"2 yJ +264 Z 2y ;=262
" () ) 2

\/ 2703

« ;6*(053262)2 ﬁ(o?)(m_le—bgcfz' (320)
vV 27Td2 F(ag)

(O_ )alflefblcrl

E o log(m) é

nllog 210?) L2+ 200 XM T — ng6? log(2mdy)
log(me) = —

207 2

_ ( (01 — 1) + ailog(br) — log(I'(a1)) + (a1 — 1)log(o1) — b101>
( 2

n2log 27103) ( s 1yj +201 372y — m@%) B log(27rd2)>

203

_ (912;262) + azlog(bz) — log(I'(az)) + (az — 1)log(02) — b202> . (3.21)

Os valores de (67,07, 03%) que maximizam my(61; 02; 01;02|X,Y) ndo podem ser
obtidos analiticamente. Para encontrar tais valores, serao utilizados métodos numéricos,

em particular o de Newton-Raphson.
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O méaximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

W*(9170270—170—2‘X7Y) == 7-‘_0(9;7 ;7UT7U§|X7Y>'

A regiao tangente do teste FBST é :

T(X, Y) = {9 = (91,92,0’1,0’2) € Ri : 7T(91,92,0'1,0’2‘X,Y) > 7T*(61,92,0'1,0'2|X,Y)},

e a evidéncia da hipotese nula sera:

valor—e=1—-PO e T(X,Y)X,Y).

Se o interesse for comparar as variancias, entao as hipoteses sao:

H()IO'l:O'Q
H120'17é0'2

Os valores de (67,05,07) que maximizam my(6;;0s;01;02|X,Y) ndo podem ser
obtidos analiticamente. Para encontrar tais valores, serao utilizados métodos numeéricos,

em particular o de Newton-Raphson.

O méximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

7.‘—*(017 02; 01, 0-2|X7 Y) = 7TO(QT7 0;’ O-T7 O-§|X7 Y)

A regiao tangente do teste FBST ¢é :

T(X, Y) = {9 = (01,920'1,0'2> c Ri : 7T(01,02,0'1,0’2|X,Y) > 7T*(01,9270'1,0'2|X,Y)},

e a evidéncia da hipotese nula sera:

valor—e=1—-PO € T(X,Y)X,Y).

Se o interesse for comparar se as duas populac¢oes tem distribuigoes iguais, entao
as hipoteses sao:

H0291:9260'1:O'2
Hy: 0, # 05 0u 01 # 09

Os valores de (67, 07) que maximizam my(61; 02; 01; 02X, Y) ndo podem ser obtidos
analiticamente. Para encontrar tais valores, serao utilizados métodos numéricos, em

particular o de Newton-Raphson.
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O maximo da posteriori sob a Hipdtese Nula é dado por:

T (01, 0,01, 02| X, Y) = mo(67, 03, 07, 03| X, Y).

A regiao tangente do teste FBST é :

T(X,Y)={0=(61,04,01,02) € Ri (01,02,01,00|X,Y) > 7(01,02,01,02|X,Y)},

e a evidéncia da hipdtese nula sera:

valor —e=1—-PO € T(X,Y)|X,Y).

3.2.2.1 Exemplo 1: Comparacdo de médias de duas Populacoes Independentes com Distribui-

cdo Normal (Variancias desconhecidas e desiguais)

Considere uma amostra de tamanho 50 que dado 6, e o1, segue uma N(0,0%) e

considere uma amostra de tamanho 50 que dado 6 e 03, segue uma N(6y, 03).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populagao:

Tabela 7 — Distribuicdo Normal: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n Média | Desvio-Padrao
Populacao 1 | 50 | 49,2775 12,23769
Populacao 2 | 50 | 39,33771 11,21789

Considere, a priori, que 6; ~ N(c1,dy) , 05 ~ N(cg,ds), 01 ~ Gama(ay,by) e
oy ~ Gama(ay, by). Considere que ¢; = ¢o = 0, que a3 = az = by = by = 0,001 e
dy = dy = 100,

Se o interesse é comparar as médias das duas populacoes, entao as hipdteses sao:

Hy: 0, =0,

{ Hy:0,#0,

O log(mo(0y; 015 09|X,Y)) é dado pela equagao (3.21). O valor de (07, oF, 0%) que
maximiza log(m(6; 01; 02X, Y)) ndo pode ser obtido analiticamente, apenas por métodos
numéricos. Para tal amostra tem-se que (67,07, 03) = (41,95002;14,01714;11,29495).

O maximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(m*(01,01,02]X,Y)) = log(me (67, 07,05|X,Y)) = —439, 09.
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A regiao tangente & hip6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de (64, 01, 02)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log(n; (65, 07, 05|X,Y)) = —439,09, ou seja :

T(X, Y) = {Q = (01,92701,02> € Ri : lOg(’ﬂ'(@l,‘gg,O'l,O'Q‘X,Y)) > —439,09}

A evidéncia da hipdtese nula sera:

valor —e=1— P € T(X,Y)|X,Y) = 0, 006.

Pode-se concluir que ha evidéncias para rejeitar a hipétese nula de médias iguais,

pois valor —e < 0,05 .

3.2.2.2 Exemplo 2: Comparacdo de Variancias de duas Populacoes Independentes com Distri-

buicdo Normal (Médias desconhecidas e desiguais)

Considere uma amostra de tamanho 30 que dado 6; e o1, segue uma N(6;,07).

Considere uma amostra de tamanho 20 que dado 6, e oy, segue uma N(6s, 03).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:

Tabela 8 — Distribuicado Normal: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n Média | Desvio-Padrao
Populagao 1 | 30 | 75,98169 44,309
Populagao 2 | 20 | 87,94711 60,99031

Considere, a priori, que 61 ~ N(c1,dy) , 05 ~ N(ca,ds), 01 ~ Gamal(ay,by) e
o9 ~ Gama(ag,by). Considere que ¢; = ¢ = 0, que a3 = ay = by = by = 0,001 e
dy = dy = 100.
Se o interesse é comparar as variancias das duas populacoes, entdao as hipdteses sdo:
Hy:01=09
{ Hy: 01 # 0y
O valor de (07,03, 07) que maximiza log(mo(01; 62;01|X,Y)) ndo pode ser obtido
analiticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (07,65, 07) =

(75,99606;87,95016;50,52041).

O méaximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

lOg(’/T)'< (91, 92, 0'1’X, Y)) = lOg(W[)(HT, 9;, O'T'X, Y)) = —300, 5549.

A regido tangente a hip6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de (01, 6, 01,)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log(m (65,05, 07|X,Y)) = —300, 5549, ou seja :
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T(X,Y)={0=(61,62,01,00) € Ri tlog(m (01,62, 01,02|X,Y)) > =300, 5549}

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor —e=1—-PO € T(X,Y)|X,Y) = 0, 68722.

Pode-se concluir que ha evidéncias para aceitar a hipdtese nula de variancias iguais,
pois valor-e > 0,05 .

3.2.2.3 Exemplo 3: Comparacao de Distribuicdes de duas Populacdes Independentes com

Distribuicao Normal

Considere uma amostra de tamanho x que dado 6; e oy, segue uma N(6,0?).

Considere uma amostra de tamanho y que dado 6y e 02, segue uma N(6y, 03).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populagao:

Tabela 9 — Distribuicao Normal: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao n Média | Desvio-Padrao
Populagao 1 | 100 | 65,54786 38,35228
Populagao 2 | 150 | 72,71036 46,36476

Considere, a priori, que 0; ~ N(ci,dy) , 03 ~ N(ca,d3), o1 ~ Gama(ay,by) e
oy ~ Gama(ag,by). Considere que ¢; = ¢ = 0, que a3 = ay = by = by = 0,001 e
dl = d2 = 100

Se o interesse for comparar se as duas populacgoes tem distribuicoes iguais, entao

as hipoteses sao:

H0291:92€0'1202
Hy: 0y # 65 0u o0, # 09

O valor de (0],07) que maximiza log(my(01;01]|X,Y)) ndo pode ser obtido ana-
liticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (0],07) =
(60,21002;44,12739).

O méaximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(m*(61,01|1X,Y)) = log(me (07, 07]1X,Y)) = —1367,071.

A regido tangente a hipdtese nula do teste FBST é dado pelos valores de (61, 07)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log (7 (67, 07]1X,Y)) = —1367,071, ou seja :
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T(X,Y) ={0 = (61,62,01,02) € Ri tlog(m (61,62, 01,02|X,Y)) > —1367,071}.

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) =0, 13618.

Pode-se concluir que nao hé evidéncias para rejeitar a hipétese nula de distribuigoes

iguais, pois valor-e > 0,05 .

3.2.3 Gama

A distribuicdo Gama é uma das mais gerais, ja que varias distribuigoes sao casos
particulares da Gama. Como exemplo tém-se a distribuicao Exponecial, Qui-Quadrado,
entre outras. A principal aplicacao é direcionada a area de analise do tempo de vida de
produtos. Se X tem distribuicdo Gama, isto é, X ~ Gama(a,3), a fun¢ao densidade de
probabilidade de X é dada por:

f(z) = ogemiese (3.22)

x>0, a8 >0.

A média e a varidncia da distribuicdo Gama sdo dadas, respectivamente, por:

Var(X) = iz

Seja X7, ..., X,,1 uma amostra aleatoria da Populagao 1. X1, ..., X, i Gamal(ay, Br).
Seja Y71, ..., Yo uma amostra aleatoria da Populacao 2. Y7, ..., Y9 “ Gama(as, f2). Consi-

dere que as amostras sao independentes.

A funcao de verossimilhanca é dada por:

L(ay; og; B1; B2) = () e T A () e
i— 2

na no ag—1 ;
(H yj> e P Lty (3.23)



54 Capitulo 8. Testes para comparac¢io de duas populagées independentes

Considerando, a Priori, que ay ~ Gama(ay,by), 51 ~ Gama(cy,dy), ag ~ Gama(az, be)
e fo ~ Gama(cy, dy), ai,as, by, by, c1, Co, dy, dy conhecidos e positivos, aq, f1, ag e B2 inde-

pendentes, a Posteriori é dada por:

aq n /m a;—1 n ba1
7T(OZ1§61§CV2§52|X,Y) — ( 1 ) (sz> e—(ﬁlzi:llwi) L m—lg=bia

I'(ax) i1 T(ay)
as—1
a7 -1 - B2 \" (3 - Y2y
X ci—1, (d151)< 2 > ) 522 2195
T(cy) ! T(as) Eyﬂ
X bgz angl —(b2a2) dSQ 52 1o—d2B2 (3_24)
I'(az) ['(c2)

E o log(m) é

tog(m) = mlog <F’E;1)>+<O‘l—1)ilog(xz ﬁlzl’z—klog <Flzl) ai- 1e—blal>
=1

det oy Bag no
+ log (1‘(;) e 1, d151> + nglog F(Z[g)) + (ap — 1) Zlog(yj) — ngyj

=1

by 1 - dy e1
+ lo a2 te b2°‘2> +lo ( e dﬁ?). 3.25
g (F(ag) 2 g F(Cg) 2 ( )

Considere que o interesse seja comparar se as duas populac¢oes tem distribuigoes
iguais. Entao as hipoteses sao:

Hyp:oa1 =09 € 1 =5
H1110417£0420U51 #52

Sob Hy, a posteriori é dada por:

nl i bal al— — (0%
mo(ou; Bis az; fo| X, Y) = (F(:h ) (Hﬂsl> ”“)F(;l)all Lembren
a1—1
y Fd 511 1,— (d161) < ) (H y]) 6_61 E;Zﬂlj
(c1)
b3? 1 - ds? -~

>< Oéa2 (bgal) 2 Co— 16 dgﬁl 326
Das) ™ (e (3:26)

E o log(m) é:
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ni

o1 ni al
log(mo) = mlog ( 4 ) + (1 = 1) Y log(w:) = S Y_ai+ log ( a oz‘fl_le_bla1>
i=1 i=1

['(an) - I'(a1)
¥ zOg< it fl—le—dlﬁl>+n2mg< s >+<a1—1>§log<yj>—ﬁ1§jyj
['(cr) I'(ar) j=1 i=1
+ log( b’ a“2leb2°‘1> —|—log< d 01€d261>. (3.27)
[(ag) [(cp)"™

Os valores de (o, 87) que maximizam my(ay; 515 az; f2]|X, Y) ndo podem ser obtidos
analiticamente. Para encontrar tais valores, serdo utilizados métodos numéricos, em

particular o de Newton-Raphson.

O maximo da posteriori sob a hipotese nula é dado por:

77*(0417 /Bla g, 52|Xa Y) = 7T0(O‘>1ka 61‘7 a;v 5;|X7 Y)

A regiao tangente do teste FBST ¢é :

T<X7 Y) = {041751,042;52 S Ri : 7(041751,042752|X7Y> > W*(Oéhﬁl;a%ﬁﬂXaY)}a

e a evidéncia da hipotese nula sera:

valor—e=1—-PO € T(X,Y)X,Y).

Se o interesse for comparar apenas as médias das duas populacoes, entao as hipdteses

sao:

.o Qg
HQl'ﬁl%ﬁz

Note que Hig C Hs, isto é, se Hyy é verdadeira entao é certo que Hyy também

L0 a2
{Hgo'ﬁl_ﬁz

serd verdadeira. Assim, valor — e(Hyg) < valor — e(Hay).

3.2.3.1 Exemplo 1: Comparacao de duas Populacdes Independentes com Distribuicao Gama

Considere uma amostra de tamanho 40 que dado al e f;, segue uma Gama(ay, 51).

Considere uma amostra de tamanho 50 que dado as e (5, segue uma Gama(ag, 32).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:

Considere, a priori, que oy ~ Gama(ay, by) , 1 ~ Gama(cy, dy), as ~ Gama(az, b)

e Py ~ Gama(cs, ds). Considere que a; = ay = by = by = ¢y = o = dy = dy = 0,001 .
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Tabela 10 — Distribuicdo Gama: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n Média | Desvio-Padrao
Populacao 1 | 40 | 2,171312 1,014826
Populacao 2 | 50 | 1,45235 0,7611533

Se o interesse for comparar se as duas populagoes tem distribui¢oes iguais, entao

as hipoteses sao:

Hyp:oq = g 651:52
H1110417£0420U517£52

O valor de (af, 1) que maximiza log(my(a1; £1]X,Y)) ndo pode ser obtido anali-
ticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (af, o, 57) = (
2,903157;1,483311).

O maéaximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(x*(ar, 1|X, Y)) = log(mo(a, B|X, Y)) = —156, 2066.

A regiao tangente a hipétese nula do teste FBST é dado pelos valores de (aq, 51)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log(wj(af, 511X, Y)) = —156, 2066, ou seja :

T(Xa Y) = {9 = (011,052,51,52) € Ri : log(ﬂ(alaa27ﬁl>ﬁ2|X7Y)) > _15672066}7

e a evidéncia da hipdtese nula sera:

valor —e=1—- P € T(X,Y)|X,Y) = 0,00002,

mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipotese Nula de Distribuigoes Iguais, pois
valor —e < 0,05 .

Para a mesma amostra, se o interesse for comparar apenas as médias das duas

populagoes, entao as hipdteses sao:

PG R
{H20'51_52
.o ol
H21'B17£/32

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,00004,

mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipdtese nula de médias iguais, pois
valor — e < 0,05.
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Neste exemplo, a média das duas populagoes sao diferentes. Consequentemente, as

distribui¢oes também sao diferentes.

3.2.3.2 Exemplo 2: Comparacao de duas Populacdes Independentes com Distribuicao Gama

Considere uma amostra de tamanho 50 que dado a1 e 1, segue uma Gama(ay, 531).

Considere uma amostra de tamanho 50 que dado oy e (55, segue uma Gama(ag, 32).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:

Tabela 11 — Distribuicao Gama: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao
Populacao 1 | 50 | 2,71414 1,26853
Populacao 2 | 50 | 3,41003 1,24565

Considere, a Priori, que a1 ~ Gama(ay,by) , 51 ~ Gamal(cy,dy), ag ~ Gama(az, by)

e fo ~ Gama(cy, ds). Considere que a; = as = by = by = ¢y =g =dy = dy = 0,001 .

Se o interesse for comparar se as duas populagoes tem ditribuigoes iguais, entao as

hipoteses sao:

Hyp: o = g 651:52
H1130617é0420U517é52

O valor de (af, f7) que maximiza log(my(a1; £1]/X,Y)) ndo pode ser obtido anali-
ticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (af, as, 57) = (
5,02666;1,63494).

O méaximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(m*(an, 11X,Y)) = log(mo(af, 871X, Y)) = —194,773.

A regido tangente a hipé6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de («q, 51)
cujo logaritmo da posteriori é maior que log(mg (a7, 57|1X,Y)) = —194, 773, ou seja :
T(X, Y) = {9 = (Oél, o, 51, /82) € Ri : lOg(’iT(Oél, g, 51, 52‘X,Y)) > —194, 773}

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,03258,

mostrando fortes evidéncias para rejeitar a hipétese Nula de Distribuicoes Iguais,

pois valor —e < 0,05 .
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Para a mesma amostra, se o interesse for comparar apenas as médias das duas

populagoes, entao as hipdteses sao:

[N pp—
{H20'f31_52
. a1 a1
H21'517£ﬁ2

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,16532,
levando a concluir que nao hé evidéncias para rejeitar a hipotese nula de médias
iguais, pois valor —e > 0,05.

Neste exemplo, mesmo apresentando médias iguais, as distribui¢oes das duas

populagoes sao diferentes.

3.2.3.3 Exemplo 3: Comparacao de duas Populacdes Independentes com Distribuicdo Gama

Considere uma amostra de tamanho 70 que dado al e f;, segue uma Gama(ay, 51).

Considere uma amostra de tamanho 0 que dado asy e 35, segue uma Gama(as, B2).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:

Tabela 12 — Distribuicdo Gama: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacdao | n | Média | Desvio-Padrao
Populagao 1 | 70 | 5,25341 0,72363
Populacao 2 | 80 | 5,04939 0,71640

Considere, a priori, que oy ~ Gama(ay,by) , 1 ~ Gama(cy, dy), as ~ Gama(as, by)

e o ~ Gama(cs, ds). Considere que a; = as =by = by = ¢y = co = dy = dy = 0,001 .

Se o interesse for comparar se as duas populac¢oes tem ditribuigoes iguais, entao as

hipoteses sao:

Hyp: o = 651:52
H11¢0417é042016517é52

O valor de (af, f7) que maximiza log(my(aq; 51X, Y)) ndo pode ser obtido anali-
ticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (af, o, 57) = (
46,44231;9,02484).

O maximo da posteriori sob a Hipdtese Nula é dado por:

log(r*(ar, A1]X, Y)) = log(mo(a, B|X, Y)) = —205, 428,
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A regido tangente a hip6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de (aq, 51)

cujo logaritmo da posteriori ¢ maior que log(mg(af, 571X, Y)) = —205,428, ou seja :

T(X, Y) = {(9 = (al,a2,61,62) € Ri : log(ﬂ(al, ag,ﬁl,ﬁg‘X,Y)) > —205,428}

A evidéncia da hipdtese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0, 58296,
levando a concluir que nao hé evidéncias para rejeitar a hipétese Nula de Distribui-
¢oes Iguais, pois valor —e > 0,05 .

Para a mesma amostra, se o interesse for comparar apenas as médias das duas

populagoes, entao as hipdteses sao:

RS Rp— >}
{Hm‘ 1 B2
.o al
H21~ﬁ17é/32

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1— P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0, 58576,
levando a concluir que nao hé evidéncias para rejeitar a hipotese nula de médias
iguais, pois valor —e > 0,05.

Neste exemplo, as distribui¢oes das duas populagoes nao sao diferentes. Consequen-

temente, as médias também nao sdo diferentes.

3.2.4 Weibull

A distribuicao Weibull é usada para estimar o tempo de vida de produtos industriais.
A distribuicao apresenta uma propriedade basica: a sua funcao de taxa de falha é crescente,
decrescente ou constante. Se X tem distribuigdo Weibull, isto é, X ~ Weibull(a, ), a

funcao densidade de probabilidade de X ¢é dada por:

flz) = ;xo‘le(g)a, (3.28)

x>0, a,8>0.

A média e a varidncia da distribuicdo Weibull sao dadas, respectivamente, por:

E(X) = 8T (1+;>,
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Seja X1, ..., X,,; uma amostra aleatoria da Populacao 1. X1, ..., X,;1 i Weibull(ay, B1).

Seja Y7, ..., Yy,2 uma amostra aleatéria da Populacao 2. Y7, ..., Y0 i Weibull(ag, Bs). Con-

sidere que as amostras sao independentes.

A funcao de verossimilhanca é dada por:

ni

o —(Ziyeq (¥
L(oa; o B1562) = [ all(w a1~ (5 H o (y;)* e (3,

=1 M1 j=1

_ (aa11> <sz> e 501 Zz 1%
1 i=1
Qo n2 n2 az—l1 é no ya2
() [Ty;|] =777, (3.29)
2 j=1

Considerando, a priori, que a1 ~ Gamal(ay,by), 81 ~ Gama(cy,dy), ag ~ Gama(az, b)

X

e fo ~ Gama(cy,dy), ai,as, by, by, c1, Co, dy, dy conhecidos e positivos, aq, f1, ag e B2 inde-

pendentes, a Posteriori é dada por:

o\ N s
1 7, — —
m(an; Bis o Bo|X,Y) = ( ) (H%) e AT a1 lebin
i=1

B Fa)
a7 1, —(d1p) [ @2 B ! e

X e — Yj I
T(c)™ ( 2 ) 31;11 ’
bs2 . d3? _

% as (b2a2) 72 B lo—d2B2 3.30
I(as) 2 ['(c2) 330

E o log(m) é

n1 1 ni bal
ogt) = idoq () + (01 = D3 loate) - 53+ 1og (s et

i=1 1 =1
dCl a2 ng 1 na
+ lOg ( 1 0116d151> + n log <a> —|— o — ]. lOg y ~ S ya2
F(Cl) 1 2 622 ( 2 )le ( ]) 522; J
+ log 0" a1 bao + log Ay (3.31)
F(ag) 2 F(Cg) 2 . .

Considere as seguintes hipdteses:

{ Hyoy:ap=0a2 € p1 =5

H1110417£(120U517é52
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Note que a hipdtese acima equivale a testar se as duas populagoes tém médias
iguais.

Sob Hy, a posteriori é dada por:

ni /n a;—1 1 n1 o1 pag
aq AT 2 @ by ~1 —b
mo(ou; Bis ag; fo| X, Y) = ( a1> (H%) e T aft T e
i=1

1 [(ar) !
a1—1

di' 1 - ap \? [ ——ar 2yt
> c1—1,—(d1f1) < . e Byt =LY

F(Cl) 1 i)q ]]i[ly]

b s .,
X afzlem(bem) 2 gea—lo—dafy, 3.32

P(ag) 1 F(Cg) 1 ( )

E o log(m) é:

ni 1 ™ pu
log(mg) = mnalog (;21> + (g — 1) Zlog(x,-) — —ar me‘l + log (F(l aj”_le_bl‘“)
1

i=1 b=l @)
A" et —ap aq S I &K
+ log cr-ledify + nslog o1 —l—(Oq-UZlOg(yj)_leyj
T'(cy) A i=1 L j=1
+ log( by’ a‘l‘Q_le_le) + lOQ( o f_le_d261> : (3.33)
F(ag) F(CQ>

Os valores de (o, 87) que maximizam my(ay; 515 ag; f2]| X, Y) ndo podem ser obtidos
analiticamente. Para encontrar tais valores, serao utilizados métodos numéricos, em

particular o de Newton-Raphson.

O maximo da posteriori sob a hipotese nula é dado por:

77*(05175170527B2‘X7Y) = WO(aT,/ff,a;ﬁﬂX,Y)-

A regiao tangente do teste FBST é :

T(X7 Y) = {a17617a27ﬁ2 S Ri : W(OKl,Bl,O&Q,,@QlX,Y) > 71'*(@1,51,042,62|X,Y)},
e a evidéncia da hipdtese nula sera:

e—valor=1—-PO cT(X,Y)X)Y).

Se o interesse for comparar apenas as médias das duas populacoes, entao as hipéteses
sao:
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H20 . E(X) = E(Y)
Hy : B(X) # E(Y)
Note que Hig C Hy, isto ¢é, se Hyy é verdadeira entao é certo que Hyy também

serd verdadeira. Assim, valor — e(Hi) < valor — e(Hayp).

3.2.4.1 Exemplo 1: Comparacao de duas PopulacGes Independentes com Distribuicdo Weibull

Considere uma amostra de tamanho 20 que dado al e i, segue uma Weibull

(a1, 1). Considere uma amostra de tamanho 30 que dado as e [, segue uma Weibull
(a2, Ba).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populagao:

Tabela 13 — Distribuicao Weibull: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n Média | Desvio-Padrao
Populagao 1 | 20 | 2,171312 1,014826
Populagao 2 | 30 | 1,45235 0,7611533

Considere, a priori, que oy ~ Gama(ay, by) , 1 ~ Gama(cy, dy), as ~ Gama(az, by)

e [y ~ Gama(cz, ds). Considere que a3 = ay =by =by = ¢y = ¢y = dy = dy = 0,001 .

Se o interesse for comparar se as duas populag¢oes tem distribuigoes iguais, entao

as hipoteses sao:

Hyp:oa1 =09 € 1 =5
Hyitoq # agou By # Bo

O valor de (a7, A7) que maximiza log(mo(a1; £1]X,Y)) ndo pode ser obtido ana-
liticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (af,7) =
(3,301929;2,669790).

O maximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

lOg(W*(a1761|X,Y)) = lOg(Tf'()(OéT, BT‘X7Y>) = _897 00753.

A regiao tangente a hipétese nula do teste FBST é dado pelos valores de (o, 51)

cujo logaritmo da posteriori ¢ maior que log(wj(af, 511X, Y)) = —89,00753, ou seja :

T(X,Y)=1{0=(a1,02,p1, ) € Ri tlog(m(an, az, Br, B2|X,Y)) > —89,00753}

A evidéncia da hipotese nula sera:
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valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) =0,0011,

levando a concluir que ha evidéncias para rejeitar a hipotese nula de distribuigoes

iguais, pois valor —e < 0,05 .

Se o interesse for comparar apenas as médias das duas populacoes, entao as hipdteses
sa0:
{ Hyy : E(X) = E(Y)
Hy : E(X) # E(Y)

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,00152,

levando a concluir que ha evidéncias para rejeitar a hipdtese nula de médias iguais,

pois valor —e < 0,05 .

Neste exemplo, a média das duas populacgoes sao diferentes. Consequentemente, as

distribui¢oes também sao diferentes.

3.2.4.2 Exemplo 2: Comparacao de duas Populacdes Independentes com Distribuicao Weibull

Considere uma amostra de tamanho 70 que dado al e (31, segue uma Weibull

(a1, B1). Considere uma amostra de tamanho 60 que dado as e (s, segue uma Weibull
(a2, Ba).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:

Tabela 14 — Distribuicao Weibull: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao
Populacao 1 | 70 | 4,83540 0,33716
Populagao 2 | 60 | 2,80913 0,40117

Considere, a priori, que oy ~ Gama(ay, by) , 1 ~ Gama(cy, dy), ag ~ Gama(az, be)

e By ~ Gama(cy, dy). Considere que a; = as = by = by =c¢1 =g =dy =dy = 0,001 .

Se o interesse for comparar se as duas populac¢oes tem distribuigoes iguais, entao

as hipoteses sao:

Hyg:op =09 e B = o
H1130617£0420U517552
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O valor de (a7, B7) que maximiza log(my(aq; £1]/X,Y)) ndo pode ser obtido ana-
liticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (aj, ) =

(4,26360:4,29704).

O maximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(m™ (o, /1|X, Y)) = log(mo(e, B7]X, X)) = —224,0449.

A regido tangente a hipé6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de (aq, £1)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log(m(af, 511X, Y)) = —224,0449, ou seja :

T(X7 Y) = {9 = (a17a2761762) < Ri : log<7r(a17a27ﬁ1762|X7Y)) > _2247 0449}

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1— P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0, 04826,

mostrando evidéncias para rejeitar a hipotese Nula de Distribuigoes Iguais, pois valor — e
< 0,05 .
Se o interesse for comparar apenas as médias das duas populacoes, entao as hipdéteses
Sa0:
{ Hyy : E(X) = E(Y)
Hy : E(X) # E(Y)

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,05344,

levando a concluir que nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese nula de médias

iguais, pois valor —e > 0,05 .

Neste exemplo, mesmo apresentando médias iguais, as distribui¢oes das duas

populagoes sao diferentes.

3.2.4.3 Exemplo 3: Comparacao de duas PopulacGes Independentes com Distribuicdo Weibull

Considere uma amostra de tamanho 50 que dado al e (31, segue uma Weibull

(a1, B1). Considere uma amostra de tamanho 50 que dado as e (s, segue uma Weibull
(a2, Ba).

Na tabela abaixo estao os tamanhos de amostra, médias e desvios-padrao de cada

populacao:
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Tabela 15 — Distribuicdo Weibull: Amostra, Média, Desvio-Padrao

Populacao | n | Média | Desvio-Padrao
Populacao 1 | 50 | 4,80791 0,38542
Populacao 2 | 50 | 4,75230 0,50069

Considere, a priori, que oy ~ Gama(ay, by) , 1 ~ Gama(cy, dy), as ~ Gama(az, b)

e Py ~ Gama(cs, ds). Considere que a3 = ay = by =by = ¢y =g = dy = dy = 0,001 .

Se o interesse for comparar se as duas populac¢oes tem distribuigoes iguais, entao

as hipoteses sao:

Hyp:og =09 € p1 =
Hyy:on # agou By # o

O valor de (of, 87) que maximiza log(my(aq; £1/X,Y)) ndo pode ser obtido ana-
liticamente, apenas por métodos numéricos. Para tal amostra tem-se que (of, 57) =
(14,24969:4,96431).

O méximo da posteriori sob a hipdtese nula é dado por:

log(ﬂ-*(glv 51‘X7Y)) = lOg(#O(OéT,BﬁX,Y)) = _877 11125.

A regido tangente a hipé6tese nula do teste FBST é dado pelos valores de («q, 51)

cujo logaritmo da posteriori é maior que log(m(af, 51|1X,Y)) = —87, 11125, ou seja :

T(Xu Y) = {Q = (a17a27ﬁ1762) S Ri : log<ﬁ(al7a27ﬁlaﬁ2|X7Y)) > _877 11125}

A evidéncia da hipotese nula sera:

valor-e=1—P(0 € T(X,Y)|X,Y) = 0,55338,
levando a concluir que nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese Nula de Distribuigoes
Iguais, pois valor —e > 0,05 .

Se o interesse for comparar apenas as médias das duas populagoes, entao as hipéteses

sao:

Hyy : B(X) # E(Y)

A evidéncia da hipdtese nula sera:

{ Hy : E(X) = E(Y)

valor-e=1— P € T(X,Y)|X,Y) = 0,9792,
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levando a concluir que nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese nula de médias iguais,

pois valor —e > 0,05 .

Neste exemplo, as distribui¢oes das duas populagdes nao sao diferentes. Consequen-

temente, as médias também nao sao diferentes.
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4 Simulacoes

Este capitulo apresenta simula¢oes de Monte Carlo ilustrando os resultados dos
testes de comparacao de duas populagoes independentes. O método consistiu em realizar
10000 vezes (nimero de réplicas de Monte Carlo) o calculo do valor-e do FBST, do valor-p
do teste t e do valor-p do teste de Wilcoxon-Mann-Whitney e computar a média desses
valores. As simulagoes consideraram diferentes distribuigdes para as populagoes (Poisson,
Bernoulli, Exponencial e Gama). No caso das populagoes gama, a distribuicao a posteriori
dos pardmetros foram obtidas via MCMC- Markov Chain Monte Carlo (Gamerman e
Lopes, 2006).

4.1 Poisson

Seja Xi, Xs,...X,,, uma amostra de uma populagao X que, dado 6;, seque uma
distribui¢ao Poisson(6;). Seja Y1,Ys, ..., Y, uma amostra de uma populagdo Y que, dado

05, segue uma distribuigdo Poisson(fs). Considere que X e Y sao independentes.

Considere os seguintes testes para comparacao das duas populagos X e Y:

e 1: FBST (e) (da hipdtese Hy : 0 = 6y vs Hy : 01 # 65);
e 2: Teste t (p) (Supondo normalidade e varidncias diferentes);
e 3: Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW).
A tabela 16 e as figuras 5, 6 e 7 apresentam os valores-p (do teste t e WMW) e o

valor-e (do FBST) do teste de comparacao de duas populagoes Poisson em trés cenarios e

diferentes tamanhos de amostra (iguais para as duas populagoes: ny = ny = n).
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Tabela 16 — Simulacdo para amostras com distribuicao de Poisson

Cenério 01=5 e 6,=06 0:=10 e 0,=12 0:=50 e 6,=60
n e p WMW e p WMW e p WMH
) 0,6251 | 0,4429 | 0,4860 | 0,5623 | 0,3912 | 0,4323 | 0,2247 | 0,1465 | 0,1781
10 0,5608 | 0,3814 | 0,4010 | 0,4476 | 0,2913 | 0,3102 | 0,0741 | 0,0416 | 0,0502
15 0,5013 | 0,3292 | 0,3423 | 0,3550 | 0,2171 | 0,2326 | 0,0243 | 0,0122 | 0,0159
20 0,4447 | 0,2838 | 0,2953 | 0,2831 | 0,1654 | 0,1775 | 0,0072 | 0,0034 | 0,0045
25 0,4003 | 0,2488 | 0,2585 | 0,2262 | 0,1263 | 0,1380 | 0,0022 | 0,0010 | 0,0015
30 0,3615 | 0,2202 | 0,2323 | 0,1839 | 0,0989 | 0,1069 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0005
35 0,3125 | 0,1842 | 0,1942 | 0,1398 | 0,0713 | 0,0787 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0002
40 0,2836 | 0,1639 | 0,1750 | 0,1140 | 0,0567 | 0,0634 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0001
45 0,2465 | 0,1388 | 0,1484 | 0,0952 | 0,0463 | 0,0512 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
50 0,2272 | 0,1252 | 0,1343 | 0,0726 | 0,0337 | 0,0389 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
55 0,2030 | 0,1095 | 0,1183 | 0,0582 | 0,0262 | 0,0302 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
60 0,1791 | 0,0935 | 0,1026 | 0,0464 | 0,0204 | 0,0237 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
65 0,1609 | 0,0823 | 0,0907 | 0,0348 | 0,0146 | 0,0176 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
70 0,1410 | 0,0706 | 0,0780 | 0,0291 | 0,0121 | 0,0143 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
75 0,1261 | 0,0628 | 0,0696 | 0,0230 | 0,0092 | 0,0112 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
80 0,1177 | 0,0574 | 0,0649 | 0,0184 | 0,0071 | 0,0087 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
85 0,1014 | 0,0495 | 0,0556 | 0,0141 | 0,0054 | 0,0067 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
90 0,0920 | 0,0436 | 0,0493 | 0,0123 | 0,0046 | 0,0060 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
95 0,0807 | 0,0373 | 0,0425 | 0,0096 | 0,0036 | 0,0044 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
100 0,0713 | 0,0320 | 0,0366 | 0,0076 | 0,0028 | 0,0036 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
105 0,0687 | 0,0310 | 0,0348 | 0,0059 | 0,0021 | 0,0027 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
110 0,0586 | 0,0258 | 0,0304 | 0,0049 | 0,0018 | 0,0022 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
115 0,0502 | 0,0218 | 0,0258 | 0,0039 | 0,0014 | 0,0018 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
120 0,0452 | 0,0198 | 0,0235 | 0,0032 | 0,0011 | 0,0014 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
125 0,0415 | 0,0176 | 0,0206 | 0,0024 | 0,0008 | 0,0011 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
130 0,0378 | 0,0158 | 0,0187 | 0,0018 | 0,0006 | 0,0008 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
135 0,0333 | 0,0137 | 0,0162 | 0,0016 | 0,0005 | 0,0007 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
140 0,0305 | 0,0124 | 0,0149 | 0,0012 | 0,0004 | 0,0006 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
145 0,0271 | 0,0112 | 0,0134 | 0,0009 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
150 0,0237 | 0,0096 | 0,0114 | 0,0008 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
155 0,0197 | 0,0076 | 0,0092 | 0,0007 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
160 0,0194 | 0,0074 | 0,0092 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
165 0,0167 | 0,0065 | 0,0079 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
170 0,0144 | 0,0054 | 0,0068 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
175 0,0122 | 0,0044 | 0,0055 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
180 0,0120 | 0,0045 | 0,0055 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
185 0,0108 | 0,0041 | 0,0052 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
190 0,0095 | 0,0035 | 0,0044 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
195 0,0085 | 0,0031 | 0,0038 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
200 0,0073 | 0,0026 | 0,0033 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
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Figura 5 — Valores-p e valor-e do teste de comparagdo de duas populagoes. Cenario 1:
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Figura 6 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populac¢oes. Cendrio 2:
91 =10¢e 92 =12
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Figura 7 — Valores-p e valor-e do teste de comparacdo de duas populagoes. Cenario 3:
01 =50e 02 =60

Para o Primeiro Cendrio (; = 5 e 3 = 6), nota-se que o valor-e é maior que valor-p
do teste T e do teste de WMW. A medida em que o tamanho da amostra aumenta, os
valores ficam bem proximos. Para o Segundo Cenério (6; = 10 e 63 = 12), nota-se que as
evidéncias contra Hy dos trés teste caem mais rapidamente que no Primeiro Cenério. Mas
valor-e ainda continua superior aos valores-p. No terceiro Cenério (¢, = 50 e 65 = 60),
tanto o valor-e como os valores-p estdo bem préximos, com um tamanho de amostra 20 ja

é possivel rejeitar a hipétese nula.

Agora serao apresentados dois graficos com o objetivo de comparar valor-p do teste
t com valor-e, e valor-p do teste de WMW com valor-e, para os 3 cenarios mostrados

anteriormente:



4.1. Poisson 71

04

0.2

00 01 02 03 04 05

Figura 8 — Valores-p do teste t e valores-e do FBST para os testes de comparacao de duas
populagoes para o Cendrio 1 (em preto), Cendrio 2 (em vermelho) e Cenério

3(em azul)
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Figura 9 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBST para os testes de comparagao
de duas populagoes para o Cenario 1 (em preto), Cenério 2 (em vermelho) e
Cenario 3(em azul)
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4.2 Bernoulli

Seja X5, Xo,...X,,, uma amostra de uma populagao X que, dado 6;, seque uma
distribui¢ao de Bernoulli(#;). Seja Y7, Y5, ..., Y, uma amostra de uma populagao Y que,

dado 6y, segue uma distribuicdo de Bernoulli(6,). Considere que X e Y sdo independentes.

Considere os seguintes testes para comparacao das duas populagos X e Y:

e 1: FBST (e);
o 2: Teste Qui-Quadrado (p).
A tabela 17 e as figuras 10, 11 e 12 apresentam o valor-p (do teste Qui-Quadrado) e

o valor-e (do FBST) do teste de comparagao de duas populagoes Bernoulli em trés cendrios

e diferentes tamanhos de amostra (iguais para as duas populagoes: n; = ny = n).



4.2. Bernoulli

Tabela 17 — Simulacdo para amostras com distribuicao de Bernoulli

Cenario | 6;=0,5 e #,=0,6 | ;=04 e 6,=0,6 | #;=0,1 e 0,=04
n e p e p e p

10 0,6311 | 0,6801 | 0,5332 | 0,5752 | 0,3403 -

20 0,6202 | 0,5925 | 0,4534 | 0,4223 | 0,1701 | 0,1621
30 0,5998 | 0,5391 | 0,3712 | 0,3144 | 0,0888 | 0,0733
40 0,5653 | 0,4845 | 0,3072 | 0,2445 | 0,0465 | 0,0344
50 0,5355 | 0,4454 | 0,2481 | 0,1856 | 0,0237 | 0,0160
60 0,5108 | 0,4130 | 0,2023 | 0,1427 | 0,0128 | 0,0080
70 0,4968 | 0,3927 | 0,1663 | 0,1123 | 0,0068 | 0,0041
80 0,4614 | 0,3565 | 0,1327 | 0,0850 | 0,0035 | 0,0020
90 0,4467 | 0,3378 | 0,1115 | 0,0693 | 0,0017 | 0,0009
100 0,4298 | 0,3208 | 0,0907 | 0,0545 | 0,0009 | 0,0005
110 0,4025 | 0,2947 | 0,0725 | 0,0414 | 0,0005 | 0,0002
120 0,3833 | 0,2759 | 0,0567 | 0,0313 | 0,0002 | 0,0001
130 0,3635 | 0,2564 | 0,0510 | 0,0279 | 0,0001 | 0,0001
140 0,3449 | 0,2402 | 0,0389 | 0,0203 | 0,0001 | 0,0000
150 0,3255 | 0,2232 | 0,0342 | 0,0178 | 0,0000 | 0,0000
160 0,3097 | 0,2088 | 0,0275 | 0,0139 | 0,0000 | 0,0000
170 0,2966 | 0,1980 | 0,0219 | 0,0108 | 0,0000 | 0,0000
180 0,2858 | 0,1882 | 0,0183 | 0,0087 | 0,0000 | 0,0000
190 0,2654 | 0,1722 | 0,0151 | 0,0073 | 0,0000 | 0,0000
200 0,2604 | 0,1679 | 0,0123 | 0,0057 | 0,0000 | 0,0000
210 0,2406 | 0,1530 | 0,0107 | 0,0048 | 0,0000 | 0,0000
220 0,2217 | 0,1378 | 0,0077 | 0,0034 | 0,0000 | 0,0000
230 0,2159 | 0,1338 | 0,0067 | 0,0028 | 0,0000 | 0,0000
240 0,2084 | 0,1277 | 0,0053 | 0,0022 | 0,0000 | 0,0000
250 0,1964 | 0,1183 | 0,0041 | 0,0016 | 0,0000 | 0,0000
260 0,1869 | 0,1116 | 0,0035 | 0,0014 | 0,0000 | 0,0000
270 0,1728 | 0,1019 | 0,0032 | 0,0013 | 0,0000 | 0,0000
280 0,1750 | 0,1034 | 0,0027 | 0,0011 | 0,0000 | 0,0000
290 0,1624 | 0,0941 | 0,0021 | 0,0008 | 0,0000 | 0,0000
300 0,1563 | 0,0904 | 0,0015 | 0,0006 | 0,0000 | 0,0000
310 0,1473 | 0,0844 | 0,0013 | 0,0005 | 0,0000 | 0,0000
320 0,1439 | 0,0814 | 0,0010 | 0,0004 | 0,0000 | 0,0000
330 0,1334 | 0,0749 | 0,0008 | 0,0003 | 0,0000 | 0,0000
340 0,1236 | 0,0679 | 0,0007 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000
350 0,1224 | 0,0679 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000
360 0,1128 | 0,0604 | 0,0006 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000
370 0,1071 | 0,0576 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
380 0,1010 | 0,0536 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
390 0,0955 | 0,0504 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
400 0,0937 | 0,0489 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
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Figura 10 — Valor-p e valor-e do teste de comparagao de duas populagoes. Cenério 1:
(91:0,5692:0,6
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Figura 11 — Valor-p e valor-e do teste de comparagao de duas populacoes. Cenério 2:
91 :0,46‘92 :0,6
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Figura 12 — Valor-p e valor-e do teste de comparagao de duas populagoes. Cenario 3:
9120,1682:0,4

Para o Primeiro Cenério (6; = 0,5 e 63 = 0,6), nota-se que o valor-e é maior que
valor-p do teste de Proporc¢oes. Como é de se esperar, a medida em que o tamanho da
amostra aumenta, valor-e e valor-p decrescem, mas aparenta decrescer paralelamente. Para
o Segundo Cenario (; = 0,4 e 3 = 0,6), nota-se que as evidéncias contra Hy dos dois
testes caem mais rapidamente que no Primeiro Cenario, ja considerando que n vai até 200.
Valor-e ainda continua superior ao valor-p, e comeca a se igualarem depois de n=150. No
terceiro Cenario (6, = 0,1 e 65 = 0,4), tanto o valor-e como o valor-p estao bem préximos,

e com um tamanho de amostra 50 ja é possivel rejeitar a hipétese nula.

Agora serao apresentados os graficos que comparam valor-p do teste Z com valor-e,

para os 3 cenarios mostrados anteriormente:
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Figura 13 — Valores-p do teste Qui-Quadrado e valores-e do FBST para os testes de
comparagao de duas populagoes para o Cendrio 1 (em preto), Cendrio 2 (em
vermelho) e Cendrio 3(em azul)

4.3 Exponencial

Seja X1, Xo,...X,,, uma amostra de uma populagao X que, dado #;, seque uma
distribui¢do Exponencial(6,). Seja Y;, Y, ..., Y, uma amostra de uma populagao Y que,

dado 6, segue uma distribui¢do Exponencial(fy). Considere que X e Y sdo independentes.

Considere os seguintes testes para comparacao das duas populagoes X e Y:

e 1: FBST (e);
e 2: Teste t (p);
e 3: Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW).
A tabela 18 e as figuras 14, 15 e 16 apresentam os valores-p (do teste t e WMW)
e o valor-e (do FBST) do teste de comparacdao de duas populagdes com distribuigao

Exponencial em trés cendrios e diferentes tamanhos de amostra (iguais para as duas

populagoes: ny = ny = n).
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7

Tabela 18 — Simulagao para amostras com distribuicao Exponencial

Cenario 0,=10 e 6,=15 0:=20 e 6,=35 0:=100 e 65,=200

n e ) WMW e P WMW e p WMH
5 0,6808 | 0,4427 | 0,5126 | 0,6321 | 0,4041 | 0,4744 | 0,5942 | 0,3710 | 0,4381
10 0,6016 | 0,3887 | 0,4339 | 0,5117 | 0,3205 | 0,3736 | 0,4246 | 0,2551 | 0,3070
15 0,5407 | 0,3468 | 0,3859 | 0,4067 | 0,2455 | 0,2965 | 0,3114 | 0,1794 | 0,2304
20 0,4833 | 0,3029 | 0,3459 | 0,3411 | 0,1993 | 0,2530 | 0,2354 | 0,1318 | 0,1793
25 0,4466 | 0,2773 | 0,3226 | 0,2750 | 0,1564 | 0,2070 | 0,1694 | 0,0901 | 0,1339
30 0,3921 | 0,2376 | 0,2870 | 0,2299 | 0,1277 | 0,1779 | 0,1246 | 0,0650 | 0,1019
35 0,3505 | 0,2078 | 0,2570 | 0,1866 | 0,0989 | 0,1462 | 0,0916 | 0,0458 | 0,0784
40 0,3205 | 0,1851 | 0,2370 | 0,1526 | 0,0782 | 0,1224 | 0,0680 | 0,0333 | 0,0601
45 0,2848 | 0,1616 | 0,2115 | 0,1291 | 0,0659 | 0,1047 | 0,0496 | 0,0232 | 0,0446
50 0,2579 | 0,1430 | 0,1934 | 0,1037 | 0,0510 | 0,0870 | 0,0380 | 0,0178 | 0,0383
55 0,2374 | 0,1314 | 0,1787 | 0,0887 | 0,0431 | 0,0755 | 0,0279 | 0,0126 | 0,0276
60 0,2135 | 0,1147 | 0,1642 | 0,0703 | 0,0328 | 0,0613 | 0,0212 | 0,0093 | 0,0225
65 0,1879 | 0,0992 | 0,1469 | 0,0589 | 0,0278 | 0,0531 | 0,0150 | 0,0064 | 0,0171
70 0,1717 | 0,0884 | 0,1344 | 0,0483 | 0,0217 | 0,0453 | 0,0108 | 0,0046 | 0,0132
75 0,1566 | 0,0801 | 0,1228 | 0,0402 | 0,0182 | 0,0376 | 0,0092 | 0,0040 | 0,0113
80 0,1373 | 0,0688 | 0,1088 | 0,0323 | 0,0141 | 0,0310 | 0,0064 | 0,0027 | 0,0085
85 0,1288 | 0,0637 | 0,1056 | 0,0266 | 0,0112 | 0,0268 | 0,0044 | 0,0018 | 0,0063
90 0,1146 | 0,0556 | 0,0938 | 0,0210 | 0,0087 | 0,0219 | 0,0034 | 0,0013 | 0,0047
95 0,1005 | 0,0479 | 0,0833 | 0,0179 | 0,0075 | 0,0194 | 0,0027 | 0,0011 | 0,0041
100 0,0917 | 0,0430 | 0,0775 | 0,0145 | 0,0059 | 0,0166 | 0,0019 | 0,0008 | 0,0033
105 0,0825 | 0,0384 | 0,0713 | 0,0128 | 0,0053 | 0,0142 | 0,0016 | 0,0006 | 0,0025
110 0,0765 | 0,0357 | 0,0672 | 0,0096 | 0,0038 | 0,0116 | 0,0009 | 0,0004 | 0,0021
115 0,0679 | 0,0309 | 0,0582 | 0,0081 | 0,0032 | 0,0099 | 0,0008 | 0,0003 | 0,0015
120 0,0604 | 0,0267 | 0,0526 | 0,0067 | 0,0026 | 0,0082 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0013
125 0,0552 | 0,0243 | 0,0489 | 0,0060 | 0,0023 | 0,0079 | 0,0004 | 0,0002 | 0,0010
130 0,0507 | 0,0223 | 0,0455 | 0,0048 | 0,0018 | 0,0065 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0008
135 0,0447 | 0,0193 | 0,0422 | 0,0037 | 0,0014 | 0,0054 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0006
140 0,0413 | 0,0176 | 0,0385 | 0,0031 | 0,0011 | 0,0048 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0005
145 0,0350 | 0,0145 | 0,0340 | 0,0024 | 0,0009 | 0,0038 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0004
150 0,0311 | 0,0126 | 0,0308 | 0,0024 | 0,0009 | 0,0036 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0004
155 0,0293 | 0,0122 | 0,0293 | 0,0016 | 0,0006 | 0,0031 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0002
160 0,0257 | 0,0104 | 0,0267 | 0,0014 | 0,0005 | 0,0025 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0002
165 0,0246 | 0,0098 | 0,0246 | 0,0011 | 0,0004 | 0,0021 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
170 0,0214 | 0,0086 | 0,0234 | 0,0011 | 0,0004 | 0,0021 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
175 0,0199 | 0,0079 | 0,0217 | 0,0008 | 0,0003 | 0,0013 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
180 0,0172 | 0,0068 | 0,0178 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0013 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
185 0,0161 | 0,0064 | 0,0173 | 0,0006 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
190 0,0143 | 0,0055 | 0,0168 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
195 0,0132 | 0,0050 | 0,0147 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
200 0,0120 | 0,0045 | 0,0134 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
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Figura 14 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populagoes. Cenéario 1:
(91 =10e 82 =15
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Figura 15 — Valores-p e valor-e do teste de comparagao de duas populacoes. Cenario 2:
01 =20e 02 =35
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Figura 16 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populagoes. Cenério 3:
81 =100 e 02 = 200

Para o Primeiro Cenério (#; = 10 e 6, = 15), nota-se que o valor-e é maior que
valor-p, como acontece com as outras distribui¢oes. Como é de se esperar, a medida em que
o tamanho da amostra aumenta, valor-e e valor-p decrescem, e parecem se igualar apenas
quando n=200. Para o Segundo Cenério (6; = 20 e 6, = 35), nota-se que as evidéncias
contra Hy dos dois testes caem mais rapidamente que no Primeiro Cenario, mas valor-e
ainda continua superior ao valor-p, e comeca a se igualarem depois de n=120. No terceiro
Cenério (1 = 100 e 6, = 200), tanto o valor-e como o valor-p estdo mais préximos, e com

um tamanho de amostra 50 ja é possivel rejeitar a hipotese nula.

Agora serao apresentados dois graficos com o objetivo de comparar valor-p do teste
t com valor-e, e valor-p do teste de WMW com valor-e, para os 3 cenarios mostrados

anteriormente:
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Figura 17 — Valores-p do teste t e valores-e do FBST para os testes de comparacao de
duas populagoes para o Cenério 1 (em preto), Cendrio 2 (em vermelho) e
Cenério 3(em azul)

4.4 Gama

Seja X1, Xy, ...X,,, uma amostra de uma populagao X que, dado «a; e f;, seque uma
distribuicdo Gama(ay,51). Seja Yy, Ys, ..., Y, uma amostra de uma populagao Y que, dado

Qs e [y, segue uma distribuicdo Gama(as,33). Considere que X e Y sdo independentes.

Considere os seguintes testes para comparacao das duas populagos X e Y:

e 1: FBST (e) da hipétese Hy:ap = ag e 1 = fo;
e 2: Teste t (p);
e 3: Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW).
A tabela 19 e as figuras 19, 20 e 21 apresentam os valores-p (do teste t e WMW)
e o valor-e (do FBST) do teste de comparacdo de duas populagdes com distribuigao

Exponencial em trés cendrios e diferentes tamanhos de amostra (iguais para as duas

populagoes: ny = ny = n).
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Tabela 19 — Simulagdo para amostras com distribuicao Gama

041:5,052:5,

= 12, Qg = 10,

o = 30, Oy = 40,

Cendrio | 5 3¢, =2.5 Bi=5eB=5 Bi=10¢ By =15

n e p WMW e P WMW e p WMW
10 0,7978 | 0,4131 | 0,4468 | 0,711 | 0,2754 | 0,2973 | 0,6571 | 0,2413 | 0,2753
15 0,7088 | 0,3475 | 0,3691 | 0,5532 | 0,2074 | 0,2181 | 0,5045 | 0,1786 | 0,2022
20 0,6485 | 0,3122 | 0,3325 | 0,4693 | 0,162 0,17 0,3831 | 0,1198 | 0,141
25 0,5753 | 0,2615 | 0,2829 | 0,3853 | 0,1288 | 0,1338 | 0,3096 | 0,0887 | 0,1048
30 0,5503 | 0,2453 | 0,2662 | 0,3175 0,09 0,0969 | 0,2337 | 0,065 | 0,0851
35 0,5016 | 0,2205 | 0,2456 | 0,2498 | 0,0641 | 0,0674 | 0,1732 | 0,0436 | 0,0556
40 0,4603 | 0,1861 | 0,2042 | 0,2057 | 0,0597 | 0,0596 | 0,1222 | 0,0251 | 0,0327
45 0,4098 | 0,1615 | 0,1823 | 0,1714 | 0,0418 | 0,0436 | 0,1001 | 0,023 | 0,0303
50 0,3891 | 0,1527 | 0,1684 | 0,1439 | 0,0313 | 0,0348 | 0,0759 | 0,0152 | 0,0217
55 0,3523 | 0,1338 | 0,1503 | 0,1158 | 0,0242 | 0,026 | 0,0582 | 0,0097 | 0,0146
60 0,3294 | 0,1113 | 0,1239 | 0,102 | 0,0203 | 0,0206 | 0,0478 | 0,0092 | 0,0132
65 0,2959 | 0,1027 | 0,1203 | 0,0816 | 0,0169 | 0,018 | 0,0342 | 0,0048 | 0,0074
70 0,2914 | 0,0953 | 0,1146 | 0,0695 | 0,0143 | 0,014 0,025 | 0,0044 | 0,0069
75 0,2442 | 0,0691 | 0,0854 | 0,0556 0,01 0,0105 | 0,0241 | 0,0043 | 0,0063
80 0,228 | 0,0645 | 0,0785 | 0,0484 | 0,0076 | 0,0078 | 0,0143 | 0,0018 | 0,0032
85 0,2056 | 0,0534 | 0,0644 | 0,0349 | 0,0046 | 0,005 | 0,0115 | 0,0015 | 0,0027
90 0,2036 | 0,0556 | 0,0665 | 0,0312 | 0,0044 | 0,0046 | 0,0078 | 0,0009 | 0,0018
95 0,1785 | 0,0491 | 0,0604 | 0,0257 | 0,0035 | 0,0038 | 0,0053 | 0,0007 | 0,0012
100 0,1748 | 0,0475 | 0,0546 | 0,0201 | 0,0025 | 0,0026 | 0,0054 | 0,0009 | 0,0015
105 0,1504 | 0,0388 | 0,0499 | 0,0153 | 0,0017 | 0,0022 | 0,004 | 0,0004 | 0,0008
110 0,1389 | 0,0354 | 0,046 | 0,0133 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0002 | 0,0005
115 0,1243 | 0,0268 | 0,0351 | 0,0129 | 0,0013 | 0,0014 | 0,0021 | 0,0003 | 0,0005
120 0,122 | 0,0299 | 0,0359 | 0,0092 | 0,001 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0004
125 0,1053 | 0,0208 | 0,029 | 0,0072 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0015 | 0,0002 | 0,0003
130 0,0993 | 0,0187 | 0,0237 | 0,0061 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0007 | 0,0001 | 0,0002
135 0,0962 | 0,0193 | 0,0262 | 0,0045 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0004 0 0,0002
140 0,088 | 0,0175 | 0,0222 | 0,003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 0 0,0001
145 0,0746 | 0,0144 | 0,0201 | 0,0025 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0006 0 0,0001
150 0,0761 | 0,0133 | 0,0197 | 0,0032 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0002
155 0,068 0,014 0,018 | 0,0014 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 0 0,0001
160 0,0591 | 0,011 | 0,0153 | 0,002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 0 0,0001
165 0,0559 | 0,0098 | 0,0133 | 0,0011 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 0 0

170 0,0508 | 0,0086 | 0,0126 | 0,0008 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 0 0

175 0,0459 | 0,0075 | 0,0113 | 0,0007 | 0,0001 | 0,0001 0 0 0

180 0,0417 | 0,0064 | 0,0099 | 0,0006 | 0,0001 | 0,0001 0 0 0

185 0,0387 | 0,0057 | 0,0074 | 0,0002 0 0 0 0 0

190 0,0365 | 0,006 | 0,0098 | 0,0002 0 0 0,0002 0 0

195 0,0299 | 0,0043 | 0,0065 | 0,0003 0 0 0 0 0

200 0,0303 | 0,0042 | 0,0061 | 0,0003 0 0 0 0 0
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Figura 18 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBST para os testes de comparagao
de duas populagoes para o Cendrio 1 (em preto), Cendrio 2 (em vermelho) e
Cenério 3(em azul)
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Figura 19 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populagoes. Cenéario 1:
ar =95, a;=5, 5 =3e B =25
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Figura 20 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populagoes. Cenério 2:
041:12,Oé2:10761:5662:5
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Figura 21 — Valores-p e valor-e do teste de comparacao de duas populagoes. Cenério 3:
(Jé1:30, 6)42:407 51:106B2:15

Para o Primeiro Cenario, nota-se que o valor-e ¢ maior que valor-p do teste T e

do teste de WMW, e é maior quando comparado as outras distribui¢coes. Para a hipdtese
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nula se rejeitada com o teste t e WMW, precisa-se de uma amostra em torno de 80,
enquanto que com o FBST, a a amostra deve ser no minimo 150. Para o Segundo Cenério,
nota-se que as evidéncias contra Hy dos trés testes caem mais rapidamente que no Primeiro
Cenario, mas valor-e ainda continua superior aos valores-p. No terceiro Cenario, valor-e
como os valores-p estao mais proximos, com um tamanho de amostra 40 ja é possivel
rejeitar a hipotese nula com o teste t e WMW, enquanto que para ser rejeitada com o

FBST, é necessaria uma amostra de tamanho 60.

Agora serao apresentados dois graficos com o objetivo de comparar valor-p do teste
t com valor-e, e valor-p do teste de WMW com valor-e, para os 3 cenarios mostrados

anteriormente:
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Figura 22 — Valores-p do teste t e valores-e do FBST para os testes de comparacao de
duas populagoes para o Cenério 1 (em preto), Cendrio 2 (em vermelho) e
Cenério 3(em azul)

Como observado no artigo original (Pereira e Stern, 1999),0 FBST apresenta maiores
valores-e (beneficio da davida). Para a distribuigao de Poisson ndo houve muita diferenga
entre teste t ¢ WMW devido ao fato da distribuigdo ser aproximadamente simétrica.
Quando o valor de 6 aumenta, o teste FBST gera resultados parecidos com o teste t.
Portanto com amostras suficientemente grandes, o teste t ja seria uma otima saida. Para a
distribuicao Bernoulli valor-e e valor-p sao parecidos. J& para a distribuicdo Exponencial
nota-se maior divergéncia entre FBST, teste t e WMW. O principal motivo é que mesmo
com altos valores de 6, a distribui¢ao nao é simétrica, fazendo com que o teste paramétrico
FBST seja mais indicado do que o teste t. Para a distribuicao Gama, valor-e é bem maior
que valor-p do teste t e WMW. Isso se explica pelo fato de que quatro parametros estao
sendo testados no FBST, enquanto que no teste t e teste de WMW isso nao é levado em

conta.
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Figura 23 — Valores-p do teste de WMW e valores-e do FBST para os testes de comparagao
de duas populagoes para o Cendrio 1 (em preto), Cendrio 2 (em vermelho) e
Cenédrio 3(em azul)
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5 Conclusoes

Atualmente é muito comum se deparar com estudos onde o principal interesse é
comparar dois grupos (ou duas populagoes) nas mais diferentes areas. O teste mais usado
para essa finalidade é o teste t, mas em alguns casos casos ele nao é recomendado, como
nos casos em que a suposicao de normalidade nao é atendida. Com isso, pode-se fazer
uso de testes nao paramétricos, mas ha perda de informacao nestes testes. Com isso, este
trabalho mostrou uma alternativa ao teste t e aos testes ndo paramétricos: o Teste de
SignificAncia Genuinamente Bayesiano (FBST - Full Bayesian Significance Test), proposto

inicialmente por Pereira e Stern (1999).

O FBST se mostrou uma o6tima alternativa aos testes tradicionais, pois o teste
é paramétrico. Um erro comum é achar que se a distribui¢do dos dados nao for normal,
qualquer outro teste utilizado que nao seja o teste t, serd um teste nao paramétrico. O
FBST é um teste paramétrico pois leva em consideracao a distribuicao dos dados, seja

qual for a distribuicgao.

Como citado por Pereira e Stern(1999), o valor-e quase sempre serda maior que o
valor-p, e isso ¢ visto claramente nas simulacées . Mas a medida em que o tamanho da
amostra aumenta, o valor-e e o valor-p se equilibram. Quanto a utilizacao do FBST, teste
t e WMW, podemos tirar algumas conclusoes: no caso da distribuicao de Poisson, quanto
maior o valor de 0, mais a distribuicao se aproxima da normalidade, e isso significa que
mesmo com amostras pequenas, o teste t ja seria uma otima alternativa. Para a distribuicao
Exponencial acontece o contrario: mesmo com tamanho de amostra suficientemente grande,
os dados nao parecem apresentar normalidade, fazendo com que o FBST seja a escolha
mais segura nesse caso. No caso da distribuicao de Bernoulli, valor-e e valor-p sao mais

equilibrados. Com a distribuicao Gama, valor-e é bem superior ao valor-p.

Como citado por Petri (2007), existe quase que uma relagdo 1:1 entre valor-e e
valor-p, como é mostrado nos graficos valor-e vs valor-p e valor-e v« WMW. Isso significa
que os pontos de corte nao devem ser os mesmos e isso depende de qual teste sera utilizado.
O critério de corte deve ser analisado para cada caso e distribuicdo. Se a relacdo entre
valor-e e valor-p estiver bem definida, é possivel saber a que valor-e corresponde um dado

valor-p.

Mas se existe uma equivaléncia entre valor-e e valor-p, por que utilizar a inferéncia
bayesiana e gastar mais tempo com o teste? A resposta é que no caso em que se tem
uma distribuicao conhecida dos dados, é possivel ter a distribuicao a posteriori, o que
é suficiente para a realizacdo do teste bayesiano. Se nao é possivel ter um desempenho

superior que aos testes frequentistas, no minimo teremos resultados comparaveis.
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ANEXO - Programacao em R

x <~ c(l, 0, 2, 1,0,0, 1,1, 0, 2)
y <~ c(1, 1, 2,0, 3,2,0,0,0,1,1,3,0,0, 2,1,0, 0,2, 1)

evalor_poisson <— function(x, y) {
nl <— length(x)
n2 <— length(y)
al <— 10 ©— -3
a2 <— 10 ©— -3
bl <— 10 — -3
b2 <— 10 ~— -3
m <— 1000000
set.seed(8)
thetal <— rgamma(m, al + sum(x), bl + nl)
set.seed(8)
theta2 <— rgamma(m, a2 + sum(y), b2 + n2)

post <— function(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2) {
dgamma(thetal , al + sum(x), bl + nl) =x
dgamma(theta2, a2 + sum(y), b2 +
n2)
theta_max <— (sum(x) + sum(y) + al + a2 — 2) / (nl + n2 4+ bl + b2)
post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)
posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)

valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

saida <— c("Populacao 1", "Populacao 2")

Media <— c(mean(x), mean(y))
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Desvio <— c(sqrt(var(x)), sqrt(var(y)))

z <— cbind(saida, Media, Desvio, valor.e)

return(z)

evalor_poisson(x, vy)

set.seed(6)

x <— rpois (20, 10)
sum(x)

set.seed(6)

y <— rpois (30, 14)
sum(y)
evalor_poisson(x, vy)

x <~ c(l, 0, 2,1, 0,0, 1,1, 0, 2)
y <~ c(1, 1, 2,0,3,2,0,0,0,61,1,3,0,0,2, 1,0, 0,2, 1)

set.seed(7)
post_popl = rgamma(100000, 8.001, 10.001)

set.seed(7)
post_pop2 = rgamma(100000, 20.001, 20.001)
plot (
density (post_popl),
main = " ",
xlab = expression(theta),
ylab = expression(pi(theta / X, Y)),
ylim = c(0, 2)
)
lines(density(post_pop2), col = "red")
legend (
"topright ',



C("POp 1||, "POp 2|I),
col = c("black", "red"),

pch = rep (20, 1)

evalor_poisson <— function(x, y) {

nl <— length(x)

n2 <— length(y)

al <— 10 = =3

a2 <— 10 ©— -3

bl <— 10 ~ -3

b2 <— 10 ~— -3

m <— 1000

thetal <— rgamma(m, al + sum(x), bl + nl)
theta2 <— rgamma(m, a2 + sum(y), b2 + n2)
post <— function(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2) {
dgamma(thetal , al + sum(x), bl + nl) =x
dgamma(theta2 , a2 + sum(y), b2 +
n2)
theta_max <— (sum(x) + sum(y) + al + a2 — 2) / (nl + n2 4+ bl + b2)
post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)
posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)

valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

return(valor.e)

n <— seq(5, 200, 5)
M <— 10000
thetal <— 5
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theta2 <— 6
nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

for (j in 1l:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric(M)

for (i in 1:M) {
x <— rpois(n[j], thetal)
y <— rpois(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_poisson(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)

cat(j / nn, "\n")

}
plot (

e[, 1],

e[, 2],

type = "1",

ylim = c(0, .7),

xlim = c(5, 200),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (

"topright ',

c("FBST", "Teste t", "WWW"),

col = c("black", "red", "blue"),
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pch = rep(20, 1),
bty — ||n||

)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(5, 200, 5) ## tamanho maximo da amostra
M <— 10000 ## numero de replicas

thetal <— 10

theta2 <— 12

nn <— length(n) ##H# numero de linhas na matriz

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

##HHE menor amotra = 5

for (j in 1:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric(M)

for (i in 1:M) {
x <— rpois(n[j], thetal)
y <— rpois(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_poisson(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")
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plot(
e[, 1],
e[, 2],
type =
ylim = c(0, .7),

xlab = "n

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type =
points(e[, 1], e[, 4], type =
legend(
"topright ',
c("FBST", "Teste t", "WWW'),
col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep(20, 1),
bty = "n"
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(5, 200, 5) ## tamanho maximo da amostra
M <— 10000 ### numero de replicas

thetal <— 50

theta2 <— 60

nn <— length(n) ### numero de linhas na matriz

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <—n

#H#H# menor amotra = 5



for (j in 1l:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric (M)

for (i in 1:M) {
x <— rpois(n[j], thetal)
y <— rpois(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_poisson(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

t
plot (

e[, 1],

e[, 2],

type = "1"

ylim = c(0, .7),

xlab = "n"

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (

"topright ",
c("FBST", "Teste t", "AMW\'),
col = c¢("black", "red", "blue"),
pch = rep (20, 2),
bty = "n"
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

dados=read .csv2(file.choose(),header = T)
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dados

attach(dados)

plot(pl,el,type = "I", ylim = c(0, .65),xlim = ¢c(0.0,.5),

xlab = "p",ylab = "e")

points(p2, e2, type = "I", col = 2)

points(p3, e3, type = "I", col = 4)

plot (\WMWL el , type = "I", ylim = ¢(0, .65),xlim = ¢(0.0,.5),
xlab = "WW' | ylab = "e")

points WMW2, e2, type = "I", col = 2)

points \WMW3, e3, type = "I", col = 4)

set.seed(7)
x <~ ¢(0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0)
y <~ c¢(1, 1, 0, 0, 1, 0, O, O, O, 1, O, O, O, O, O, 1, O, O, 1, 1)

evalor_bernoulli <— function(x, y) {
nl <— length(x)
n2 <— length(y)

al <— 1
a2 <— 1
bl <— 1
b2 <— 1

m <— 1000000

set.seed(7)

thetal <— rbeta(m, al 4 sum(x), nl — sum(x) + bl)
set.seed (7)

theta2 <— rbeta(m, a2 + sum(y), n2 — sum(y) + b2)

post <— function(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2) {
dbeta(thetal, al + sum(x), nl — sum(x) + bl) x
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dbeta(theta2 , a2 + sum(y), n2 — sum(y) + b2)

theta_max <— (sum(x) + sum(y) + al + a2 — 2) / (nl + n2 + bl + b2 + al +
a2 — 4)

post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)
posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)
valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

saida <— c("Populacao 1", "Populacao 2")
Media <— c(mean(x), mean(y))
Desvio <— c(sqrt(var(x)), sqrt(var(y)))

z <— cbhind(saida, Media, Desvio, valor.e)

return(z)

evalor_bernoulli(x, vy)

x <-c(0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,2,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0)
sum(x)

length (x)

y <~ ¢(1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1)

sum(y)

length (y)
evalor_bernoulli(x, vy)

set.seed(7)

post_popl = rbeta (100000, 16, 16)
set.seed(7)

post_pop2 = rbeta (100000, 8, 14)
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plot (
density (post_popl),
main = " ",
xlab = expression(theta),

ylab = expression(pi(theta / X, Y)),
ylim = c(0, 5)
)
lines(density(post_pop2), col = "red")
legend (
"topright ',
c("Pop 1", "Pop 2"),
col = c("black", "red"),

pch = rep (20, 1)

evalor_bernoulli <— function(x, y) {
nl <— length(x)
n2 <— length(y)

al <— 1
a2 <— 1
bl <— 1
b2 <— 1
m <— 1000

thetal <— rbeta(m, al 4 sum(x), nl — sum(x) + bl)
theta2 <— rbeta(m, a2 + sum(y), n2 — sum(y) + b2
post <— function(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2) {
dbeta(thetal, al + sum(x), nl — sum(x) + bl) =x
dbeta(theta2 , a2 + sum(y), n2 — sum(y) + b2)

}

theta_max <— (sum(x) + sum(y) + al + a2 — 2) / (nl + n2 + bl + b2 + al +
a2 — 4)

post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)

posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)
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valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

return(valor.e)

n <— seq (10, 400, 10)
M <— 10000

thetal <— 0.5

theta2 <— 0.6

nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 3)
e[, 1] <= n

for (j in 1l:nn) {
evalor <— teste <— numeric (M)
for (i in 1:M) {
x <— rbinom(n[j], 1, thetal)
y <— rbinom(n[j], 1, theta2)

evalor[i] <— evalor_bernoulli(x

teste[i] <—
prop.test(c(sum(x), sum(y)),

correct = T)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(teste)
cat(j / nn, "\n")

plot (
e[, 1],
e[, 2],
type =
ylim = c(0, .7),

xlab = "n

oY)

c(length(x),

length(y)),
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ylab = "valor—e e valor—p",
xlim = c(10, 400)

)

points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)

legend (
"topright ',

c("FBST", "Teste Prop"),
col = c("black", "red"),
pch = rep(20, 1),

bty = "n

)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(10, 400, 10)

M <— 10000 ##H+ numero de replicas
thetal <— 0.4
theta2 <— 0.6
nn <— length(n)  ### numero de linhas na matriz
e <— matrix(0, nn, 3)
e[, 1] <= n
##HE menor amostra = 10
for (j in 1:nn) {
evalor <— teste <— numeric(M)
for (i in 1:M) {
x <— rbinom(n[j], 1, thetal)
y <— rbinom(n[j], 1, theta2)
evalor[i] <— evalor_bernoulli(x, y)
teste[i] <—
prop.test(c(sum(x), sum(y)), c(length(x),

## tamanho maximo da amostra

length(y)),
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correct = T)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(teste)
cat(j / nn, "\n")

plot (
e[, 1],
e[, 2],
type =
ylim

I
(@]
—
o
~
~

xlab = "n",

ylab "valor—e e valor—p",
xlim = c(10, 400)
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
legend (
"topright ',
c("FBST", "Teste Prop"),
col = c("black", "red"),
pch = rep(20, 1),
bty = "n"
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(10, 400, 10) ## tamanho maximo da amostra
M <— 10000 ### numero de replicas

thetal <— 0.1

theta2 <— 0.4
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nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 3)
e[, 1] <= n

for (j in 1:nn) {
evalor <— teste <— numeric (M)
for (i in 1:M) {
x <— rbinom(n[j], 1, thetal)
y <— rbinom(n[j], 1, theta2)
evalor[i] <— evalor_bernoulli(x, vy)
teste[i] <—
prop.test(c(sum(x), sum(y)), c(length(x), length(y)),

correct = T)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(teste)

cat(j / nn, "\n")

plot (
e[, 1],
e[, 2],
type =
ylim = c(0, 0.7),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p",

xlim = c(10, 400)
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
legend (

"topright ',

c("FBST", "Teste Prop"),

col = c("black", "red"),

pch = rep(20, 1),

bty = "n"
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abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

dados=read .csv2(file.choose(),header = T)

dados

plot(dados$pl,dados$el,type = "I1", ylim = c(0, .67),xlim = c(0.0,.67),
Xlab — ||p||’y|ab — IIell)

points(dados$p2, dados$e2, type = "I", col = 2)

points(dados$p3, dados$e3, type = "I", col = 4)

set.seed(7)
x <— rexp (100, 5)
mean (x)

sum(x)

set.seed(7)

y <— rexp (150, 7.5)
mean(y)

sum(y)

evalor_exp <— function(x, y) {
nl <— length (x)
n2 <— length(y)
al <— 10 ©— -3
a2 <— 10 ©— -3
bl <— 10 — -3
b2 <— 10 ~ -3
m <— 1000000
set.seed(7)
thetal <— rgamma(m, nl + al, bl + sum(x))
set.seed(7)
theta2 <— rgamma(m, a2 + n2, b2 + sum(y))



106 ANEXO - Programag¢io em R

post <— function(thetal, theta2, x, al, a2, bl, b2) {

y 1
dgamma(thetal , nl + al, bl + sum(x)) =
dgamma(theta2, a2 + n2, b2 + sum(y))

}

theta_max <— (nl + n2 + al + a2 — 2) / (sum(x) + sum(y) + bl + b2)
post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)
posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)

valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

saida <— c("Populacao 1", "Populacao 2")
Media <— c(mean(x), mean(y))
Desvio <— c(sqrt(var(x)), sqrt(var(y)))

z <— cbind(saida, Media, Desvio, valor.e)

return(z)

evalor_exp(x, y)

set.seed(8)
x <— rexp (100, 20)
mean (x)

sum(x)

set.seed(8)
y <— rexp (100, 22)
mean (y)

sum(y)

evalor_exp(x, y)
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set.seed(7)
post_popl = rgamma(1000000, 100.001, 19.09098)

set.seed(7)
post_pop2 = rgamma(1000000, 150.001, 18.24539)
plot (
density (post_popl),
main = " "
xlab = expression(theta),
ylab = expression(pi(theta / X, Y)),
ylim = c(0, 1)
xlim = c(3, 13)
)
lines(density (post_pop2), col = "red")
legend (
"topright ',
c("Pop 1", "Pop 2"),
col = c("black", "red"),

pch rep (20, 1)

evalor_exp <— function(x, y) {
nl <— length(x)
n2 <— length(y)
al <— 10 © -3
a2 <— 10 ©~ -3
bl <— 10 — -3
b2 <— 10 © -3
m <— 1000
thetal <— rgamma(m, nl + al, bl + sum(x))
theta2 <— rgamma(m, a2 + n2, b2 + sum(y))

post <— function(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2) {
dgamma(thetal, nl + al, bl + sum(x)) =x
dgamma(theta2 , a2 + n2, b2 + sum(y))

}
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theta_max <— (nl + n2 + al + a2 — 2) / (sum(x) + sum(y) + bl + b2)
post_max <— post(theta_max, theta_max, x, y, al, a2, bl, b2)
posteriori <— post(thetal, theta2, x, y, al, a2, bl, b2)

valor.e <— 1 — mean(posteriori > post_max)

return(valor.e)

n <— seq(5, 200, 5)
M <— 10000

thetal <— 10

theta2 <— 15

nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

for (j in 1l:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric (M)

for (i in 1:M) {
x <— rexp(n[j], thetal)
y <— rexp(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_exp(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)

cat(j / nn, "\n")
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plot (
e[, 1],
e[, 2],
type =
ylim = c(0, .7),
xlab = "n
ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (
"topright ',
c("FBST", "Teste t", "WMW\"),
col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep(20, 1),
bty = "n"
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(5, 200, 5) ## tamanho maximo da amostra
M <— 10000 ### numero de replicas

thetal <— 20

theta2 <— 35

nn <— length(n) ##H# numero de linhas na matriz

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

##HHE menor amotra = 5
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for (j in 1:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric (M)

for (i in 1:M) {
x <— rexp(n[j], thetal)
y <— rexp(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_exp(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

}
plot (
e[, 1],
e[, 2],
type = "I"
ylim = c(0, .7),
xlab = "n"
ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (
"topright ",
c("FBST", "Teste t", "WWW'),
col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep(20, 1),
bty = "n"
)

abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)
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n <— seq(5, 200, 5) #H+ tamanho maximo da amostra
M <— 10000 ##H: numero de replicas

thetal <— 100

theta2 <— 200

nn <— length(n) ##HE numero de linhas na matriz

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

##HH# menor amotra = 5

for (j in 1:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric(M)

for (i in 1:M) {
x <— rexp(n[j], thetal)
y <— rexp(n[j], theta2)
evalor[i] <— evalor_exp(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

plot (
e[, 1],
e[, 2],
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type = "I",

ylim = c(0, .7),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p",

xlim = c(0, 200)
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (

"topright ',

c("FBST", "Teste t", "WW'),
col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep (20, 1),
bty = "n"
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

dados=read.csv2(file.choose(),header = T)
dados

plot(dados$pl,hdados$el, type = "I1", ylim = c(0, .67),xlim = c(0.0,.5),
Xlab — ||p||,y|ab — ||e||)
points(dados$p2, dados$e2, type = "I", col = 2)

points(dados$p3, dados$e3, type = "I", col = 4)

plot (dados$WMWI, dados$el, type = "I1", ylim = ¢(0, .7),xlim = ¢(0.0,.5),
xlab = "WW', ylab = "e")

points(dados$WMW2 dados$e2, type = "I", col = 2)

points(dados$WVMW3, dados$e3, type = "I", col = 4)

set.seed(8)
x <— rgamma(40, 5, 2)
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mean (x)

sd(x)

set.seed(8)

y <— rgamma(50, 4, 3)
mean (y)

sd (y)

al <— a2 <— bl <— b2 <
cl <— c2 <— dl <— d2 <— 10 = -3

post <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par[2]
betal <— par[3]
beta2 <— par[4]

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0) && (beta2 > 0))
return (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl1, dl1, log = TRUE) +
dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)
)
else

return(—Inf)

require (MCMCpack)
chute <— c(5, 4, 2, 3)

M <— 50000

theta <— MCMCmetroplR( post,
chute
X = X
y =Yy
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#exemplol

i 7
7 7 7

i i v 7 £ v i i v f
7 7 7 7 7 7 7 7 7

### hipotese: alphal=alpha2 e betal=beta2 HHHE

i i i 1 i i 1 i
7 7 7 7 7 7 7

postl <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
betal <— par[2]

if ((alphal > 0) && (betal > 0))
return(—1 = (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alphal, betal, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alphal, a2, b2, log =TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
dgamma(betal, c2, d2, log =TRUE)
)
else
return(—Inf)

## ponto que maximiza a posteriori sob HO1
max.HO01l <— optim(c(3, 3), postl, x = x, y = y)$par
max.HO01l <— c(max.HO1[1], max.HO1[1], max.HO01[2], max.H01[2])

## maximo do log a posteriori sob HO1
max. post .H01 <— post(max.HO0l, x, y)

##H+ calculo do valor—e

cont <— 0
for (i in 1:M) {
if (post(thetal[i, ], x, y) < max.post.HO01)

cont <— cont + 1
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valor.el <— cont / M

valor .el

7 7 7 7 7 7 7 7 7

alphal\betal=alpha2\beta?2

i i i i i
7 7 7 7 7

post2 <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par[2]
betal <— par[3]
beta2 <— alpha2 % betal / alphal

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0))
return(—1 * (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)
)
else

return(—Inf)

## ponto que maximiza a posteriori sob HO1

max.H01l <— optim(c(3, 3, 3), post2, x = x, y = y)$par
max . HO1

max.H01l <— c(max.H01, max.HO01[2] % max.HO1[3] / max.HO01[1])
max . HO01

## maximo do log a posteriori sob HO1
max. post.HO1l <— post(max.HO0l, x, y)

#### calculo do valor—e
cont <— 0
for (i in 1:M) {
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if (post(theta[i, ], x, y) < max.post.H01)
cont <— cont + 1

valor.e2 <— cont / M
valor .e2

/
!

: exemplo 2

set.seed(8)

x <— rgamma(50, 5, 2)
mean (x)

sd(x)

set.seed(8)
y <— rgamma(50, 10, 3)
mean (y)

sd(y)

/ /

post <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par|[2]
betal <— par[3]
beta2 <— par[4]

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0) && (beta2 > 0))

return (

sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +

sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +

dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +

dgamma(betal, cl, dl1, log = TRUE) +

dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)

else
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return(—Inf)

require (MCMCpack)
chute <— c(5, 4, 2, 3)

M <— 50000

theta <— MCMCmetroplR( post,
chute ,
X = X,
y =Y,

mcmc = M)

postl <— function(par, x, y)
alphal <— par[1]
betal <— par[2]

if ((alphal > 0) && (betal
return(—1 * (
sum(dgamma(x, alphal,

sum (dgamma(y, alphal

{

> 0))

betal ,
, beta

dgamma(alphal, al, bl, log

dgamma(alphal, a2, b2, log

(
dgamma(betal, cl, dl
(

dgamma( betal , c2, d2,

)

else

return(—Inf)

max.H01 <— optim(c(3, 3), postl, x
max.H01l <— c(max.HO1[1], max.HO1[1], max.HO01[2], max.HO01[2])

, log
log

log = TRUE)) +

1,

log = TRUE)) +
TRUE) +
TRUE) +

— TRUE) +
= TRUE)

max. post.HO01l <— post(max.H01l, x, y)

cont <— 0
for (i in 1:M) {

x, y =y)$par

if (post(theta[i, ], x, y) < max.post.HO01)
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cont <— cont + 1

valor.el <— cont / M

valor .el

i i i i v i
7 7 7 7 7 7 7

£ alphal\betal=alpha2\beta2

post2 <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par[2]
betal <— par[3]
beta2 <— alpha2 x betal / alphal

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0))
return(—=1 = (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)
)
else
return(—Inf)

## ponto que maximiza a posteriori sob HOL
max.HO01l <— optim(c(3, 3, 3), post2, x =x, y = y)$par
max . HO1

max.HO01l <— c(max.H01, max.HO01[2] % max.HO01[3] / max.HO01[1])

max . HO01

## maximo do log a posteriori sob HO1
max. post .HO1l <— post(max.H01l, x, y)

##H+ calculo do valor—e
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cont <— 0
for (i in 1:M) {
if (post(theta[i, ], x, y) < max.post.H01)
cont <— cont + 1

valor.e2 <— cont / M
valor.e2
- ./ ...... / .........
LU L exemplo 3 HHH I Y L

set.seed(7)

x <— rgamma(70, 50, 10)
mean (x)

sd(x)

set.seed(7)

y <— rgamma (80, 43, 9)
mean(y)

sd(y)

I AT
post <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par[2]
betal <— par[3]
beta2 <— par[4]

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0) && (beta2 > 0))
return (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
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dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)

)

else
return(—Inf)

require (MCMCpack)
chute <— c(5, 4, 2, 3)

##HH gerando a posteriori

M <— 50000 ###E tamanho da cadeia MQMC
theta <— MCMCmetroplR( post ,

chute ,

X = X,

y =Y,

postl <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
betal <— par[2]

if ((alphal > 0) && (betal > 0))
return(—1 % (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alphal, betal, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alphal, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl1, log = TRUE) -+
dgamma(betal, c2, d2, log = TRUE)
))
else
return(—Inf)

## ponto que maximiza a posteriori sob HO1
max.HO01l <— optim(c(3, 3), postl, x =x, y = y)$par
max.H01l <— c(max.HO1[1], max.HO1[1], max.HO01[2], max.H01[2])

## maximo do log a posteriori sob HO1
max. post .HO01l <— post(max.HO0l, x, y)

#H+ calculo do valor—e
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cont <— 0
for (i in 1:M) {
if (post(theta[i, ], x, y) < max.post.H01)
cont <— cont + 1

valor.el <— cont / M

valor.el

FHETHT TP, PP,

alphal\betal=alpha2\beta?2
TS R S R R R R R R R R YRR TRV RTRTRTRTRTATT) R R R R R TR R R R ST AT AT AT R TRV R VAT R TRV RTRTRTRTT)

post2 <— function(par, x, y) {
alphal <— par[1]
alpha2 <— par[2]
betal <— par[3]
beta2 <— alpha2 x betal / alphal

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0))
return(—1 % (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)
))
else
return(—Inf)

## ponto que maximiza a posteriori sob HOl

max.H01 <— optim(c(3, 3, 3), post2, x = x, y = y)$par
max . HO1

max.H01l <— c(max.H01, max.HO01[2] % max.HO01[3] / max.HO01[1])
max . HO1

## maximo do log a posteriori sob HO1
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max. post .HO1l <— post(max.H01l, x, y)

cont <— 0
for (i in 1:M) {
if (post(theta[i, ], x, y) < max.post.H01)
cont <— cont + 1

valor.e2 <— cont / M

valor .e2

al <— a2 <— bl <— b2 <
cl <— ¢c2 <— dl <— d2 <— 10 & -3
require (MCMCpack)

post <— function(par, x, y) {
alphal <— par|[1]
alpha2 <— par|[2]
betal <— par[3]
beta2 <— par[4]

if ((alphal > 0) && (alpha2 > 0) && (betal > 0) && (beta2 > 0))

return (

sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +

sum(dgamma(y, alpha2, beta2, log = TRUE)) +

dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alpha2, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl, log = TRUE) +
dgamma(beta2, c2, d2, log = TRUE)
)
else
return(—Inf)

postl <— function(par, x, y) {
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alphal <— par[1]
betal <— par[2]

if ((alphal > 0) && (betal > 0))
return(—1 % (
sum(dgamma(x, alphal, betal, log = TRUE)) +
sum(dgamma(y, alphal, betal, log = TRUE)) +
dgamma(alphal, al, bl, log = TRUE) +
dgamma(alphal, a2, b2, log = TRUE) +
dgamma(betal, cl, dl1, log = TRUE) +
dgamma(betal, c2, d2, log = TRUE)
)
else

return(—Inf)

e.valor.gama <— function(x, y) {
chute <— c(1, 1, 1, 1)
M <— 1000
theta <— MCMCmetroplR(
post ,
chute,
X = X,
y =Y,
mcmc = M,
logfun =T
)
max.H01l <— optim(c(1, 1), postl, x = x, y = y)S$par
max.H01l <— c(max.HO1[1], max.HO1[1], max.HO01[2], max.HO01[2])
max. post .HO1l <— post(max.H01l, x, y)

cont <— 0
for (i in 1:M) {
if (post(thetali, ], x, y) < max.post.H01)

cont <— cont + 1

valor.el <— cont / M

return(valor.el)
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n <— seq(10, 200, 5)
M <— 1000

nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

for (j in 1l:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric(M)

for (i in 1:M) {
x <— rgamma(n[j], 5, 3)
y <— rgamma(n[j], 5, 2.5)
evalor[i] <— e.valor.gama(x, vy)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

}
plot (

e[, 1],

e[, 2],

type = "1",

xlim = c(10, 200),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (

"topright ',
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c("FBST", "Teste t", "MA"),

col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep(20, 1),
bty — ||n||

)

abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(10, 200, 5)
M <— 1000

nn <— length(n)

e <— matrix(0, nn, 4)
e[, 1] <= n

for (j in 1l:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric (M)

for (i in 1:M) {
x <— rgamma(n[j], 12, 5)
y <— rgamma(n[j], 10, 5)
evalor[i] <— e.valor.gama(x, y)
testet[i] <— t.test(x, y)$p.value
npar[i] <— wilcox.test(x, y, paired = F)$p.value

e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

}

plot (
e[, 1],
e[, 2],

type =
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ylim = c(0, 0.8),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I",
points(e[, 1], e[, 4], type = "I",
legend (

"topright ',

c("FBST", "Teste t", "WWW'),

col = c("black", "red", "blue"),

pch = rep (20, 1),
bty — ||n||
)
abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

n <— seq(10, 200, 5)
M <— 1000

nn <— length(n)
e <— matrix(0, nn, 4)

e[, 1] <= n

for (j in 1:nn) {

evalor <— testet <— npar <— numeric (M)

for (i in 1:M) {
x <— rgamma(n[j], 30, 10)
y <— rgamma(n[j], 40, 15)

evalor[i] <— e.valor.gama(x, vy)

col =

col =

testet[i] <— t.test(x, y)$p.value

npar[i] <— wilcox.test(x, vy,

paired

F)$p.value
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e[j, 2] <— mean(evalor)
e[j, 3] <— mean(testet)
e[j, 4] <— mean(npar)
cat(j / nn, "\n")

}
plot (

e[, 1],

e[, 2],

type = "1",

ylim = c(0, 0.8),

xlab = "n",

ylab = "valor—e e valor—p"
)
points(e[, 1], e[, 3], type = "I", col = 2)
points(e[, 1], e[, 4], type = "I", col = 4)
legend (

"topright ',

c("FBST", "Teste t", "WW'),
col = c("black", "red", "blue"),
pch = rep(20, 1),
bty = "n"

)

abline(h = 0.05, Ity = 3)

round (e, digits = 4)

dados=read.csv2(file.choose(),header = T)
dados

plot(dados$pl,dados$el , type = "I1", ylim = c¢(0, .8),xlim = ¢c(0.0,.4),
Xlab — ||p||,y|ab — IIell)
points(dados$p2, dados$e2, type = "I", col = 2)

points(dados$p3, dados$e3, type = "I", col = 4)
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plot (dados$WMWI, dados$el , type = "
xlab = "WWW' ,ylab = "e")

points(dados$WMW2 dados$e2, type
points(dados$WMW3, dados$e3, type

ylim

col =

col =
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