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Resumo

Recentemente, modelagens baseadas na distribuicao Birnbaum-Saunders tém recebido
consideravel atenc¢ao, com diversos estudos sobre diferentes abordagens de modelos de
regressao baseados nessa distribuicao. Neste trabalho é feita uma avaliacao de trés aborda-
gens - modelo BS, BSR e log-BS. Em particular, sao realizadas simulagdes via método de
Monte Carlo a fim de avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos modelos e comparar o desempenho deles quando se assume diferentes distribuigoes
para a geracao dos dados. Além disso, duas aplica¢oes a dados reais sdo conduzidas com
o objetivo de comparar os ajustes dos trés modelos. Dessa forma, este estudo mostra
uma comparacao das trés abordagens e busca identificar aspectos em que cada uma
delas apresenta um desempenho melhor em relacao as demais. Observa-se que o modelo
BSR é o menos robusto, se feita uma comparacgao entre os trés modelos, sendo o mais
impactado pelos valores influentes em relagao a estimacao do parametro de forma. Em
relagdo a estimacao dos demais parametros, nao se observa nenhum padrao. Assim, apesar
de diversos estudos assumirem apenas a abordagem do modelo de regressao BS ou log-BS,
nao é evidente qual deles abordar, uma vez que eles mostram desempenhos semelhantes.
Além disso, apesar de estudos que abordam o modelo BSR, é mostrado que ele apresenta

resultados piores em certos aspectos, se comparado aos modelos BS e log-BS.

Palavras-chave: Distribuicao Birnbaum-Saunders, Regressao Birnbaum-Saunders, Simu-

lacao de Monte Carlo.






Abstract

Recently, modelling based on the Birnbaum-Saunders distribution has received considerable
attention, with many studies using different approaches of regression models based on this
distribution. In this work, these approaches are evaluated - BS, BSR and log-BS models.
Specifically, Monte Carlo simulations are carried out to assess the performance of the
maximum likelihood estimators. Moreover, two applications to real data sets are conducted
with the objective of comparing the adjustment of these three models. Therefore, this
study shows a comparison of these approaches and tries to identify aspects in which each of
them has a better performance if compared to the others. For both applications, regarding
the estimation of the shape parameter, the BSR model is the most affected by influential
data. Moreover, no pattern is identified regarding the estimation of the other parameters.
So, although many studies use only the BS or log-BS approaches, it is not obvious which
one should be used, once they show similar performance. Also, despite studies approaching
the BSR model, it is shown that it has worst results in certain aspects if compared to the
BS and log-BS models.

Keywords: Birnbaum-Saunders distribution, Birnbaum-Saunders Regression, Monte Carlo

simulation.
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1 Introducao

A distribui¢do normal é o modelo mais importante e mais utilizado em estatistica.
Porém, tratando-se da modelagem de dados referentes a tempo de vida ela nao é adequada.
Isso se deve ao fato de que, em geral, distribui¢oes de tempo de vida possuem assimetria a
direita e assumem apenas valores maiores que zero. Assim, em analises de tempo de vida,

distribui¢oes com suporte positivo sao utilizadas, como a distribuicdo Birnbaum-Saunders

(BS).

Motivados por problemas de fadiga em materiais de aeronaves comerciais causada
por vibragao constante, Birnbaum e Saunders (1969) derivaram a distribui¢ao Birnbaum-
Saunders, uma distribuicao de probabilidade que descreve tempos de vida associados a
materiais expostos a fadiga, a qual é produto de estresse e tensao ciclica. Na derivacao
dessa distribuicao, denotada por BS, o tempo decorrido até um dano cumulativo, produzido
pelo desenvolvimento e crescimento de uma rachadura dominante, supera um valor limiar

e produz a falha no material.

A distribui¢ao BS tem recebido significativa atengao nos ultimos tempos devido a
seus argumentos tedricos combinados com a sua relagao com a distribuicao normal. Ela
pode ser obtida por meio de duas abordagens distintas. A primeira tem origem na fisica
dos materiais, o que permite a essa distribuicdo ser interpretada como uma distribuicao
de tempo de vida. A segunda abordagem é baseada na definicao da proépria distribuigao.
Ela diz que qualquer variavel aleatéria que segue distribuicao BS é uma transformacao
de uma outra variavel aleatoria com distribui¢do normal padrao. Por meio dessa segunda
abordagem, algumas generalizagoes e extensoes dessa distribuicao podem ser obtidas, como
aquelas discutidas por Rieck e Nedelman (1991), Balakrishnan e Zhu (2014) e Leiva et
al. (2014). Algumas delas também sao atribuidas a Diaz-Garcia e Leiva-Sanchez (2005),
Balakrishnan et al. (2011), Gomez, Olivares-Pacheco e Bolfarine (2009), Vilca-Labra e
Leiva-Sénchez (2006) e Fierro et al. (2013).

O objetivo deste trabalho consiste em realizar uma avaliacao de trés abordagens
distintas de modelos de regressao baseados na distribuicdo Birnbaum-Saunders, discutidas
por Rieck e Nedelman (1991), Balakrishnan e Zhu (2014) e Leiva et al. (2014). Assim,
tem-se como objetivos especificos a realizacao de simulagoes de Monte Carlo para avaliar
o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca, além de aplicagoes a dados

reais a fim de comparar os ajustes dos trés modelos de regressao.

Neste trabalho sao avaliadas trés abordagens de modelo de regressao baseados na
distribuicao BS. Assim, primeiramente, o capitulo 2 abrange a metodologia empregada,

sendo definidos os trés modelos de regressao avaliados: BS, log-BS e BSR, além de suas
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respectivas distribui¢oes. No capitulo 3 sao apresentados os resultados de duas simulagoes
via método de Monte Carlo. A primeira tem como objetivo avaliar o desempenho dos
estimadores de maxima verossimilhanca, comparando-se o viés empirico e erro quadratico
médio deles. J& a segunda é realizada com o intuito de avaliar esses modelos quando se
assume que os dados gerados sao provenientes de outras distribuigdes assimétricas, sendo
entao utilizadas distribuigoes log-simétricas na geragao dos dados. Ja no capitulo 4 sao
realizadas duas aplicagoes a dados reais, em que o objetivo consiste em comparar os ajustes
dos modelos de regressao aqui apresentados. Por fim, algumas consideracoes finais sao

apresentadas no capitulo 5.



19

2 Metodologia

Neste capitulo é detalhada a metodologia utilizada no trabalho. Assim, é definida
a distribuicao BS classica, além de duas de suas reparametrizagoes, em que se obtém a
distribuigao log-BS e BSR. Ainda, sdo definidos os modelos de regressao BS, BSR e log-BS,
além dos residuos de Cox-Snell Generalizado e do Quantil Aleatorizado e os critérios de
selecao de modelos AIC, BIC e o Erro Quadratico Médio.

2.1 Distribuicoes BS

2.1.1 A distribuicao BS classica

A distribuigao BS classica introduzida por Birnbaum e Saunders (1969) é continua,
unimodal e com assimetria a direita, assim como a maioria das distribuigoes de tempo
de vida. Se uma variavel aleatoria T' segue uma distribuicdo BS com parametro de forma
a > 0 e de escala § > 0, utiliza-se a notagao 1" ~ BS(«, #). Por outro lado, quando se
utiliza a notagao Z ~ N(0,1), é dito que a varidvel aleatéria Z segue distribuigdo normal
padrao. As variaveis aleatérias T ~ BS(«,0) e Z ~ N(0,1) sao relacionadas por uma
funcdo mondtona. Assim, qualquer variavel aleatoria T que siga distribuicdo BS pode
ser obtida por uma transformacao de outra variavel aleatéria Z com distribuicao normal
padrao. Essa relagao da distribuicdo BS com a normal padrao é um fator que chama a

atengao para essa distribuicao. Obtém-se entao que

2
aZ aZ\?
T=0|— — 1
(2+<2>+)’

em que Z é uma variavel aleatoria que segue distribuicao normal padrao, de modo que

= ((5-7)

Seja T' ~ BS(a, 6), entdo a funcao de distribuigao acumulada (FDA) de T é dada

(5-17)

por:

F(t,a,0) = @ , (2.1)
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em que ¢ é a FDA da normal padrao e a e 6 os parametros de forma e escala, respectiva-
mente. Ainda, a fun¢ao densidade de probabilidade (FDP) de T é dada por:

fr(t;a;0) = \/;_W (exp <o;>) exp (_%iﬂ (2 + f)) ;931//22 (t+6), (2.2)

parat >0, a>0ef > 0.

Pela Equagao (2.2) pode-se verificar que se T' ~ BS(«, ), entao para todo b > 0
a variavel aleatéria Y = bT segue distribuicdo BS com parametros « e bf. Além disso, a
variavel aleatéria Y = 1/T segue a mesma distribuigdo de 7', sendo que o parametro 6
¢ substituido por 1/6. Assim, se '~ BS(«, ), entdao b1 ~ BS(«,bf) para b>0e 1/T ~
BS(a, 1/6).

Uma outra representacdao de uma variavel aleatéria que segue distribuicao BS é
relacionada a sua transformagao logaritmica. Dessa forma, se T' ~ BS(«, 0), entdao Y =
log(T) ~ BS(a,log(0)), em que log-BS(«,log(0)) representa uma distribui¢ao conhecida
como log-BS.

Dois indicadores muito tteis em analise de tempo de vida sdo as fungoes de risco e

de sobrevivéncia. Assim, essas fungoes de T' ~ BS(«, #) sdo dadas respectivamente por:

L)) e

Rr(t;o;0) =1 — Fr(t;a;0) =

fritas0) _ i (o0 (3)) exp (-5 (54 7)) Gt +0)

Rt~ o[1(5- /)

para 0 < Rr(t;a;0) < 1.

hr(t;a;0) =

, t>0,

Os coeficientes de curtose e assimetria da distribuicao BS sao dados respectivamente

por:
16a%(11a® + 6)?
CS(T) = (5a% +4)3
2 2
4
CK(T) =3+ 6a° (93 + 40)

(ba? +4)2

Ja a média de T' ~ BS(«, 0) e sua respectiva variancia sao dadas por:

E(T):9<1—|—O;2>;

Var(T) = 6%a? (1 + ioz2> .
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Na Figura 1 se encontra o grafico da FDP da distribuicdo BS para diferentes valores

do parametro de forma « e parametro de escala 6 igual a 1.

Figura 1 — Grafico da funcao densidade de probabilidade da distribui¢do Birnbaum-
Saunders para diferentes valores de av e com 0 = 1
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Como ja mencionado, a distribuicdo BS é continua, unimodal e assimétrica a direita.
Além disso, observa-se pela figura acima que, & medida que o pardmetro « tende a zero,
essa distribui¢ao tende a ser simétrica em torno de # (mediana). Por outro lado, a medida
que o parametro de forma « aumenta, a distribuicdo BS apresenta cauda mais pesada.

Dessa forma, o parametro o modifica a simetria e curtose da distribuicao BS.

2.1.2 A distribuicao log-BS

A distribuicao log-BS é um caso particular da distribuigdo seno hiperbdlica normal
(SHN), a qual foi desenvolvida por Rieck e Nedelman (1991) e pode ser definida por meio
de uma transformacao de uma distribui¢do normal padrao. Ou seja, se Y ~ SHN(«, p, o),

entao

2 Y —
7 = senh( “) ~ N(0,1),

0% o

A
Y = p+ carcosh (O;> ~ SHN(a, p,0), em que Z ~ N(0,1).

Além disso, « é parametro de forma, u de localizacao e o de escala. O primeiro e
terceiro admitem apenas valores positivos. Ja o segundo admite qualquer valor no conjunto
dos reais. Entao, Y ~ SHN(«, i, 0) e sua FDA é dada por:

9 _
Fy(y;o;p;0) = @ (asenh (y M)) :

g

A FDP de Y é dada por:
2 y—u)) 2cosh((y — p)/0)
R, _ “ h
fY(yvaaNa U) (b <asen (

g ao

)
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em que -00 < y < Q.

Rieck e Nedelman (1991) mostraram que se T ~ BS(a, ), entdao log(T) ~
SHN(a, pt,0 = 2), em que p = log(f). Assim, a distribui¢do SHN também é conhecida
como a distribuicdo log-BS. E interessante ressaltar ainda que a estimacio dos pardmetros
e geracao de nimeros aleatorios da distribuicao BS podem ser obtidos com mais eficiéncia

da distribuicao log-BS.

2.1.3 A distribuicdo BS reparametrizada pela média (BSR)

Uma reparametrziagao da distribuicao BS foi proposta por Santos-Neto et al. (2012)
e ¢ indexada pelos parametros p e 9, em que p > 0, além de ser a média, é o pardmetro de
escala e 0 > 0 o pardmetro de forma e precisao. Baseado nessa reparametrizacao, a FDP
de Y é dada por:

f(y;m):exp(a/z)\/ﬂ—l [“” m( 5 [y[5+1] Sy ]D e

4ap312. ST d+1 4| yld+1

4
Nesse caso utiliza-se a nota¢ao Y ~ BSR(p,0). A média e variancia da variavel

aleatéria Y sdo dadas por u e u?/¢, respectivamente, sendo que ¢ = [6 + 1]2/[26 + 5].

O parametro ¢ controla a simetria e curtose da distribuicao de modo que, a medida
que a FDP correspondente é mais concentrada em volta da média, a variabilidade decresce.
Além disso, o parametro p modifica a escala da distribuigao e, assim, a medida que ele

cresce, a variabilidade também cresce.

2.2 Modelagem baseada nas distribuicoes BS

Nesta secao ¢é feita a descricao de trés abordagens de modelos de regressao BS,
baseados nas distribui¢oes descritas na secao anterior. Essas trés abordagens consistem
nos modelos BS, log-BS e BSR.

2.2.1 Modelo de regressao BS

Suponha T" ~ BS(«, #), sendo « e 0 os pardmetros de forma e escala, respectivamente.
Ainda, suponha p covaridveis x = (1,21, ..., z,)’. Assumindo uma fungdo de ligagao log-

linear para o pardmetro de escala 6 em (2.1), tem-se que:

*lols5)

em que h(f) = B’z corresponde a funcao de ligacio. Quando se tem o link log § = 7',

F(t,a,0) =

sendo o modelo de regressao equivalente a 2.6. Além disso, 'z = Bo+ 121+ Faxa+...+ Bpxyp.
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A FDP correspondente é:

F(t 0, 0) = 2\/2_1#060 [(f)

e a funcao de risco é dada por:

N

+<f)] - [_2;2 <f+;_2>] @23

f(t, o, 0)

Wt 0) = TR a0

>0, a>0,0>0.

Suponha que se observe n(> p + 2) tempos de falha, denotados por (t1,ts, ..., t,)
com as covariaveis correspondendo a ¢; como x; = (1, z1;, g, ..., Tp;). Supondo o parametro
de escala 6; = exp[fy + S1x1; + Soxei + ... + By, tem-se que a fungao de verossimilhanca

é:

L= ﬁfT(ti,Oé,(gi) y (24)
i=1

em que f é a FDP da distribuicdo BS dada em (2.3). Por (2.4) obtém-se que a fungao de

log-verossimilhanca é entao dada por:

N

] 2a22( +a_2>' (2.5)

Dado By, b1, ..., Bp, 0 estimador de maxima verossimilhanca para « é dado por:

(i)

=1

log L =—nlog a+Y_log [<2¢)2 <f>

=1

Os estimadores de maxima verossimilhanca de Sy, 51, ..., 3, podem ser obtidos

utilizando um método de otimizagao nao-linear.

2.2.2 Modelo de regressdo log-BS

O segundo modelo de regressao BS ¢ baseado na transformacao logaritmica das
observagoes, podendo ser bastante ttil para dados que seguem distribuicao SHN ou suas

generalizagdes, sem que nenhuma transformacao na escala seja necessaria.

O modelo de regressao BS é dado por:

E - 02901 = eXp(:U’Z)QOZ = eXp(XlTn)SOl ) L= 17 27 ey T (26)

em que T; é a variavel resposta e 6; = exp(y;) a mediana, ambos para o caso . Além disso,

i ~ BS(a, 1) é o0 erro do modelo de regressao para i = 1,2,...,n
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Considerando o modelo anterior tal que 17,75, ..., T,, € uma amostra de tamanho
n de T ~ BS(q,0;), entao Yy = log(1y), Yo = log(T3), ..., Y, = log(T,) pode ser
considerada uma amostra de tamanho n de Y ~ log-BS(«, p1; = log(6;)). Assim, ao aplicar

o logaritmo em (2.6), obtém-se:
Y, = + € :X:n—i—ei , 1=1,2,...,n

em que Y; = log(T;) é a resposta logaritmica para o caso i e ¢; = log(y;) ~ log-BS(«, 0)
é o erro do modelo de regressao para i = 1,2,...n. Além disso, 17 e x; s40 0s mesmos ja

especificados acima em (2.6).

Uma das propriedades da distribuicao BS citadas anteriormente elenca que b1 ~
BS(a, bf) para b> 0. Assim, por meio dessa propriedade para a distribui¢ao BS, T; ~
BS(a, 6;). Além disso, n = (19,71, ..., 1) T é um vetor (p+1)x 1 de pardmetros desconhecidos

a serem estimados e x; = (1, 41, ..., T;,) contém os valores de p variaveis explicativas.

A funcdo de log-verossimilhanca de v = (a,n") é dada por:

() —03+Zlog &) — me
em que c3 é uma constante que nao depende de . Ainda,

2 7 % v Mg
&1 = —cosh (y Hi ) Eio = senh <y a ) ,
o 2 2

sendo que p; = X; 1) para i=1,2....n. As estimativas de maxima verossimilhanca sio
entao obtidas ao derivar as funcoes de log-verossimilhanca em relagao a a e n; e iguala-las
a zero. Porém, nao ha solucao analitica para isso e, portanto, métodos iterativos para a

solugao de otimizagoes nao lineares sao necessarios.

2.2.3 Modelo de regressao BSR

Pode-se definir um modelo de regressao baseado na FDP de Y e sua reparametri-

zagao por meio do componente a seguir:

h)=mi=x, 8, i=1,..n.

em que 3 = (Bo,f1,..,0,) " para p < n é vetor de pardmetros a ser estimado e x; =
(1,21, ..., Tip) Tepresenta os valores dos p regressores. Além disso, w; = h™(x; ), sendo

que a funcao de ligagdo h é monotona, positiva e diferenciavel pelo menos duas vezes.

A varidncia de Y; é uma funcao de pu;. Assim, apesar de se estar modelando pela

média, estd também modelando pela varidncia pelo simples fato de Var(Y;) = “7)2
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A fungdo de log-verossimilhanga do modelo proposto em (2.6) para A = (37,6)" ¢

dada por:
i=1
em que
6 log(16m) 1 [0+ Uy pi yild +1] 0%
m R P X [ =A S A | i _ _ _
filds 8,30) = Ll ) 2 2 2 % <[5yz + yi + O] Ap; [0 + 1]y;

Para estimar os parametros do modelo pelo método de méxima verossimilhanga
deve-se resolver [, = 0. Porém, nao ha forma fechada para essas estimativas e, portanto,
deve-se utilizar métodos iterativos para otimizacao nao linear, como os algoritmos de

Newton ou Quasi-Newton e Scoring de Fisher.

2.3 Critério de informacao de Akaike e Bayesiano

Os critérios de informacao fornecem uma base para a selecdo de um modelo
dentre uma lista de varios. A selecao de modelos utilizando os critérios de informacao foi
desenvolvida com o objetivo de resumir as evidéncias fornecidas pelos dados a favor de um

modelo.

Enquanto diversos critérios para a comparacao de modelos de regressao ja foram
desenvolvidos, neste trabalho sao utilizados o critério de informagao de Akaike (AIC) e
o Bayesiano de Schwarz (BIC), ambos alternativas muito populares quando se tem que

escolher entre modelos de regressao. Os dois critérios penalizam a adi¢ao de preditores no
modelo. O AIC é dado por:

AIC = —2log(L) + 2h ,

em que L consiste na verossimilhancga e h é o nimero de parametros no modelo.

O critério BIC difere do Akaike apenas no fato do segundo termo depender do

tamanho da amostra, sendo entdao dado por:

BIC = —2log(L) + hlog(n),

em que n o tamanho amostral.

Ambos os critérios penalizam a adicao de parametros no modelo, sendo a tnica
diferenca entre eles a intensidade dessa penalizagdo. Assim, o critério Bayesiano de Schwartz
penaliza mais modelos mais complexos se comparado ao critério AIC. O modelo com

menor valor para esses critérios deve ser selecionado.



26 Capitulo 2. Metodologia

2.4 Analise de residuos

Um dos problemas mais complexos em estatistica paramétrica é a identificagdo da
distribuicao mais adequada aos dados. Assim, alguns métodos para verificar a qualidade

do ajuste de um modelo devem ser utilizados.

Os residuos e, mais especificamente, os graficos de residuos, também desempenham
um papel fundamental na verificacdo de um modelo estatistico. Assim, eles sdo uma
ferramenta muito utilizada para verificar a qualidade do ajuste de um modelo de regressao.
Uma gama de residuos ja foi proposta devido a dificuldade de escolha de um residuo ao
se modelarem dados de sobrevivéncia - a facilidade ndo é a mesma como para modelos
lineares generalizados. Dentre eles se encontram o residuo do Quantil Aleatorizado e de

Cox-Snell, os quais sao abordados neste trabalho.

Os residuos de Cox-Snell sao um tipo de residuo normalizado utilizado em analise
de sobrevivéncia. Eles levam em consideracao a distribui¢ao e a estimacao dos parametros

do modelo de regressao. Assim, o residuo Cox-Snell Generalizado (GCS) é dado por:

ré¢S = _log(S(z)) , i=1,...,n.

em que S é a funcao de sobrevivéncia ajustada. A fungao de sobrevivéncia para o modelo

BS reparametrizado pela média é dada por:

enquanto que para o modelo BS reparametrizado pela mediana ela é dada por:

S(t;&;@)z@(—ll\/?—\/gl) ,t>0, a>0,0>0.
a 0 t

Ja a funcao de sobrevivéncia para o modelo log-BS é dado por:

J

S(y;p;0) = @ (— 5

) ,y>0, u>0,9>0,

S(y, o, p,0) :<I>(— gsenh (y—u)) ,yeR
o

(0%

Um critério de importancia para esse tipo de residuo é que, sendo o modelo
corretamente especificado, o residuo Cox-Snell generalizado sera distribuido conforme
uma distribui¢do exponencial uniaria (Exp(1)). Utilizando-se desse critério, os residuos
de Cox-Snell podem ser avaliados graficamente, ou formalmente por meio de um teste de

adequabilidade do modelo.

Ja o segundo tipo de residuo considerado é o Quantil Aleatorizado, usualmente
empregado em modelos generalizados aditivos para locacao, escala e forma. Apesar da falta

de aplicagoes relacionadas aos residuos do Quantil Aleatério, ele também foi desenvolvido
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a fim de contornar os problemas dos residuos usuais e é possivel verificar sua qualidade em
diversos artigos, como em Saulo et al. (2017). O residuo Quantil Aleatorizado é definido

por:

rf? = Y(S(x)), i=1,..,n.

em que ®~! é a funcdo inversa da FDA da normal padrio e Séa fungao de sobrevivéncia
ajustada. O residuo RQ segue distribuicdo normal padrao quando o modelo é especificado

corretamente.
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3 Simulacao de Monte Carlo

O objetivo geral deste trabalho consiste em avaliar os modelos de regressao baseados
na distribuicao BS. Para isso, sdo estudados e comparados trés diferentes modelos de
regressao para a distribuicao BS. Dessa forma, sao realizadas simulacdes de Monte Carlo
para avaliar os diferentes modelos e seus estimadores de maxima verossimilhanca, vises e

erros quadraticos médios.

O viés de um estimador H consiste na diferenga entre seu valor esperado e o valor

do parametro 6 que esta sendo estimado. Assim, ele é dado por:

viés(H,0) = E(H) — 0

Um estimador com viés igual a zero é dito nao viesado e satisfaz Ey(H) = 6 para
todo 6. Um viés pequeno reflete o desejo de, se um experimento for repetido indefinidamente,
entao a média das estimativas resultantes vai ser proxima ao verdadeiro valor do pardmetro

que esta sendo estimado.

O erro quadrético médio (EQM) ou mean squared error (MSE) consiste em um dos
critérios basicos para a avaliacdo de estimadores. Ele mede a diferenca quadratica média
entre o estimador H e o pardmetro 6, sendo uma medida de desempenho razoavel quando
se trata de um estimador pontual. O MSE possui, ao menos, duas vantagens em relacao
a outras medidas de distancia, sendo elas: ser bastante tratavel analiticamente e possuir

uma interpretagao. Dessa forma, ele é dado por:

EQM(H,0) = Ey[(H — 0)?] (3.1)

Como se pode ver por 3.1, o EQM incorpora um componente que mede a variabili-
dade do estimador (precisao) e outro que mede seu viés (exatidao). Um estimador com
boas propriedades do EQM apresenta, simultaneamente, pequena variancia e pequeno viés.
A fim de se encontrar um estimador com boas propriedades do erro quadratico médio, é

necessario obter estimadores que controlam a variancia e o viés.

Estimadores nao viesados e que apresentam erro padrao minimo sdo sempre almeja-
dos. Porém, as vezes, esses objetivos sao incompativeis. Embora estimadores nao viesados
possam ser também razoaveis, do ponto de vista do erro quadratico médio, controlar vieses

nao garante que o EQM seja também controlado.
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3.1 Simulacdo 1

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos trés modelos de regressao baseados na distribuicao Birnbaum-Saunders, sao gerados
dados de cada um desses modelos, em que se assume que as covariaveis se distribuem
conforme uma Uniforme(0,1). Isso é feito por meio de simulagdes de Monte Carlo, em
que se considera 0,2 e 1,5 como valores reais para os parametros 3y e (31, respectivamente.
Além disso, esse estudo por simulagao considera trés tamanhos de amostra distintos, sendo
eles 50, 100 e 200, além de trés valores para o parametro de forma: 0,5, 1,0 e 2,0 com 500

réplicas para cada tamanho amostral.

E utilizado o link log para os modelos reparametrizados pela média e mediana (BS
e BSR). Os resultados para as estimativas por maxima verossimilhanga estao dispostos
nas Tabelas 1 (modelo BSR), 2 (modelo log-BS) e 3 (modelo BS). Nelas estao incluidos o
viés empirico dos estimadores, além de seus respectivos erros quadraticos médios (EQM),

que estao entre parénteses.

Tabela 1 — Viés empirico e erro quadratico médio (entre parénteses) provenientes dos dados
simulados para os estimadores de méxima verossimilhanca indicados para os
parametros do modelo BSR e tamanho amostral n.

A

n o 5 0 BAI

0,5 0,0571 (0,0168) -0,0621 (0,1479) 0,0006 (0,3855)
50 1,0 0,1111 (0,0655) -0,0469 (0,0983) 0,0065 (0,2626)
2,0 0,2149 (0,2557) -0,0324 (0,0577) 0,0097 (0,1579)
0,5 0,0240 (0,0060) -0,0053 (0,0722) -0,0465 (0,1887)
100 1,0 0,0470 (0,0237) -0,0015 (0,0497) -0,0387 (0,1324)
2,0 0,0910 (0,0938) 0,0014 (0,0301) -0,0302 (0,0820)
0,5 0,0117 (0,0028) -0,0115 (0,0385) -0,0019 (0,1003)
200 1,0 0,0230 (0,0113) -0,0089 (0,0266) -0,0015 (0,0713)
2.0 0,0447 (0,0449) -0,0063 (0,0161) -0,0012 (0,0443)
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Tabela 2 — Viés empirico e erro quadratico médio (entre parénteses) provenientes dos dados
simulados para os estimadores de maxima verossimilhanca indicados para os

parametros do modelo log-BS e tamanho amostral n.

n o & ,éo A1
0,5 -0,0151 (0,0028) 0,0032 (0,0165) -0,0090 (0,0462)
50 1,0 -0,0322 (0,0114) 0,0041 (0,0550) -0,0124 (0,1529)
2,0 -0,0693 (0,0473) 0,0007 (0,1290) -0,0061 (0,3563)
0,5 -0,0076 (0,0012) 0,0032 (0,0087) -0,0043 (0,0250)
100 1,0 -0,0163 (0,0048) 0,0070 (0,0290) -0,0102 (0,0832)
2,0 -0,0351 (0,0195) 0,0131 (0,0666) -0,0208 (0,1913)
0,5 -0,0038 (0,0006) 0,0040 (0,0044) -0,0073 (0,0134)
200 1,0 -0,0081 (0,0025) 0,0066 (0,0148) -0,0129 (0,0444)
2,0 -0,0175 (0,0100) 0,0075 (0,0347) -0,0175 (0,1006)

Tabela 3 — Viés empirico e erro quadratico médio (entre parénteses) provenientes dos dados
simulados para os estimadores de maxima verossimilhanca indicados para os

pardmetros do modelo BS e tamanho amostral n.

n o & ,éo A1
0,5 -0,0149 (0,0026) 0,0033 (0,0150) -0,0081 (0,0439)
50 1,0 -0,0317 (0,0104) 0,0072 (0,0503) -0,0152 (0,1449)
2,0 -0,0685 (0,0431) 0,0126 (0,1176) -0,0225 (0,3310)
0,5 -0,0082 (0,0012) 0,0025 (0,0085) 0,0041 (0,0237)
100 1,0 -0,0174 (0,0049) 0,0054 (0,0280) 0,0057 (0,0793)
2,0 -0,0372 (0,0200) 0,0102 (0,0622) 0,0018 (0,1814)
0,5 -0,0055 (0,0006) -0,0012 (0,0052) 0,0036 (0,0147)
200 1,0 -0,0115 (0,0025) -0,0020 (0,0173) 0,0060 (0,0495)
2,0 -0,0242 (0,0103) -0,0025 (0,0385) 0,0071 (0,1124)

Por meio dos resultados dispostos nas Tabelas 1, 2 e 3, é possivel observar que, em
geral, a medida que o tamanho amostral n cresce, o viés e 0 EQM diminuem, o que é de se
esperar. Isso acontece para os trés modelos. Além disso, nota-se que, a medida que o valor
do parametro ¢, no caso do modelo BSR, e «, para os modelos BS e log-BS, aumenta, a

perfomance do estimador desse parametro piora.

Comparando-se os resultados para as trés abordagens distintas de modelos, os
resultados obtidos pelos modelos BS e log-BS para o estimador de o sao melhores que
aqueles obtidos pelo modelo BSR. Ja em relacao a Bo e Bl, é importante verificar que nem
sempre o modelo com menor viés é também aquele com menor valor para o erro quadratico
médio. Assim, por exemplo, para 5y, « = 0,5 e tamanho amostral 50, o modelo log-BS
apresenta menor viés se comparado aos demais modelos. Porém, nas mesmas circunstancias,

o modelo BS apresenta menor EQM.
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3.2 Simulacao 2

Uma segunda simulacao é realizada com o intuito de avaliar as trés abordagens de
modelos de regressao quando se assume que os dados gerados sao provenientes de outras
distribui¢oes assimétricas. Assim, distribui¢oes log-simétricas sao utilizadas na geracgao
dos dados.

A classe de distribuicoes simétricas é popular nas areas de estudo mais variadas.
Porém, sua estrutura nao permite a representacao de variaveis estritamente positivas
que seguem uma distribuicao assimétrica. Com isso, versoes logaritmicas de distribui¢oes
simétricas foram desenvolvidas. Por exemplo, se T' = exp(Y’), entdo T pertence a classe
de distribuigoes log-simétricas, podendo ser representada por 7" ~ LS(n, ¢, g). Assim,

n=exp(u) e ¢ sdo os pardmetros de escala e forma, respectivamente, para algum kernel g.

A FDP de T é dada por:
1 AR 2
f t? n, ¢ =g IOg () )
{ ) - n

em quet>0,7>0,¢>0e g leva a distribui¢des log-simétricas variadas.

As distribuigoes log-simétricas aqui utilizadas sao: log-normal, log-hiperbdlica, log-
slash e log-contaminada-normal. Essa é uma maneira de avaliar e comparar o desempenho
dos estimadores de maxima verossimilhanca quando o processo gerador dos dados nao vem
dos proprios modelos, diferentemente do que é feito na simulacao anterior. Além disso,
avalia-se a capacidade preditiva e os critérios AIC, BIC e EQM. Sao realizadas 500 réplicas
de Monte Carlo e sdo considerados os tamanhos amostrais 50, 100 e 200. Assume-se que

as covariaveis sao distribuidas conforme uma Uniforme(0,1) e o modelo é dado por:

;= 2,5 + 3$1i —|—O, 9.1'21, .

Assim, os valores dos parametros 3y, 81 e 2 sdo fixados como sendo iguais a 1,5,

3,0 e 0,9, respectivamente. Além disso, ¢ = 3.

Nas Tabelas 4, 5, 6 e 7 estao expostos os valores para os critérios AIC e BIC de
cada um dos modelos quando é utilizada uma distribuicao log-simétrica na geracao dos
dados, sendo que os valores expostos para esses critérios correspondem ao valor médio
obtido pelas réplicas de Monte Carlo. Além disso, é apresentado o viés obtido da estimacao
dos parametros dos modelos, além de seus respectivos erros quadraticos médios e esse
erro para o modelo. Os resultados para o EQM de predi¢ao de cada modelo deve ser

multiplicado por 10e8 para se obter os verdadeiros valores.
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Tabela 4 — Resultados obtidos para o viés empirico e EQM para os estimadores de maxima
verossimilhancga para os parametros de cada modelo e tamanho amostral n,

quando é utilizada a distribuicao log-normal na geracao dos dados, além do
EQM do modelo, AIC e BIC

n Distribuigcao Bo 51 Bo EQM AIC BIC
BS -0,5461 (4,0764) 0,0201 (0,1158) 0,0205 (0,1188) 0,001 458,21 465,86
50 log-BS -0,0008 (0,1136) 0,0148 (0,1123) 0,0144 (0,1166) 0,001 203,61 211,25

BSR 1,3722 (2,3550) -0,0040 (0,1122) 0,0071 (0,1196) 0,0178 453,28 460,93

BS -0,1167 (0,9517) 0,0188 (0,0675) -0,0140 (0,0682) 0,0008 911,70 922,12
100 log-BS 0,0145 (0,0653) 0,0189 (0,0665) -0,0157 (0,0678) 0,0008 409,08 419,50
BSR 1,3828 (2,0366) 0,0115 (0,0673) -0,0184 (0,0685) 0,0008 909,58 920,00

BS -0,1134 (0,8817) 0,0230 (0,0436) -0,0140 (0,0419) 0,0005 1.825,38 1.838,58
200 logBS  0,0021 (0,0400) 0,0221 (0,0434) -0,0156 (0,0418) 0,0005 822,52 835,71
BSR 1,4163 (2,0823) 0,0187 (0,0427) -0,0153 (0,0417) 0,0005 1.822,44 1.835,63

Quando o processo gerador dos dados é proveniente da distribui¢ao log-normal,
pode-se observar que, para todos os modelos, a medida que o tamanho amostral n cresce,
o erro quadratico dos estimadores diminui. J& o viés nao segue um padrao, algumas vezes
diminui e, em outros casos, aumenta. Além disso, em relacdo ao EQM de cada modelo, os
trés apresentam resultados iguais para tamanhos amostrais iguais a 100 e 200, diferindo

somente quando n = 50, em que os modelos BS e log-BS apresentam o menor valor.

No que diz respeito aos valores obtidos para os critérios AIC e BIC dos trés modelos,
pode-se observar que seus valores aumentam a medida que o tamanho amostral cresce.
Além disso, dado que se deseja valores menores para esses critérios, o modelo log-BS é o

melhor.

Em relagao ao melhor modelo segundo o viés e EQM dos estimadores, nenhum
modelo se destaca apresentando melhor performance para todos os seus estimadores.
O modelo log-BS apresenta resultados melhores segundo esses dois aspectos quando se
observa (3y. Ja em relacao a (1, o modelo BSR apenas nao apresenta o melhor resultado
quando se observa o EQM desse estimador para n = 100. Por fim, em relacdo a 35, nao ha
um modelo que apresenta melhores resultados em relacao ao erro quadratico médio desse

estimador ou viés.
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Tabela 5 — Resultados obtidos para o viés empirico e EQM para os estimadores de méxima
verossimilhanca para os parametros de cada modelo e tamanho amostral n,
quando ¢ utilizada a distribuicao log-hiperbélica na geracao dos dados, além
do EQM do modelo, AIC e BIC

n Distribuicao Bo 51 Bo EQM AIC BIC

BS -0,9438 (10,9884) 0,0064 (1,5217) -0,0608 (1,8720) 663,8024 550,66 558,31
50 log-BS 0,0574 (3,1711) 0,0774 (1,1885) 0,0068 (1,2125) 0,3239 286,32 293,97
BSR 3,9856 (21,1643) -0,3163 (1,1055) -0,1547 (1,2384) 260,2446 541,37 549,02

BS -0,6527 (8,6007) -0,0236 (1,0055) -0,0270 (1,4019) 266,8299 1.134,11 1,144,53
100 log-BS  0,0244 (3,1718) 0,0164 (0,9442) -0,0273 (1,1822) 266,8244 615,26 625,68
BSR 4,3112 (23,2541) -0,2407 (0,9062) -0,1285 (1,1140) 2969,962 1.119,01 1.129,44

BS -0,2828 (11,6529) 0,0752 (1,1308) 0,0081 (1,1236) 24,2277 2.386,14 2.399,33
200 log-BS 0,0497 (2,8555) 0,0862 (1,0196) 0,0228 (1,1203) 6,4348 1.341,32 1.354,51
BSR 5,0310 (30,5182) -0,2597 (0,9167) -0,0993 (1,0268) 75,1397 2.358,43 2.371,62

Quando se tem dados provenientes da distribuicao log-hiperbélica, pode-se observar
que o erro quadratico médio dos estimadores e seus vieses nem sempre diminuem a medida
que o tamanho amostral cresce, o que nao é esperado. Em relacao ao EQM de cada modelo,
AIC e BIC, pode-se observar que esses valores aumentam a medida que o tamanho amostral
também aumenta. Além disso, ao comparar os trés modelos, o log-BS apresenta resultado

melhor para todos esses critérios.

Em relacao ao viés dos estimadores de maxima verossimilhanca, o modelo log-BS
apresenta melhor resultado na estimacao de 5. Em relacdo aos demais parametros, os
modelos BS e log-BS mostram resultados melhores que o modelo BSR. Ja em relacao
ao erro quadratico médio dos estimadores, o modelo log-BS também apresenta melhores
resultados na estimacao de [y e, em relagdo aos demais pardmetros, o modelo BSR é
melhor para todos os tamanhos amostrais considerados, com excecao de n = 50 para o

parametro [3s.

Dessa forma, o modelo log-BS apresenta melhor performance de seu estimador de
maxima verossimilhanca de ;. Em relacao a performance dos estimadores dos demais

parametros, nao ha um modelo que se destaque dentre os trés aqui abordados.
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Tabela 6 — Resultados obtidos para o viés empirico e EQM para os estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros de cada modelo e tamanho amostral n,
quando é utilizada a distribuicao log-slash na geragao dos dados, além do EQM
do modelo, AIC e BIC

n Distribuigcao Bo 51 Bo EQM AIC BIC
BS -0.7937 (6,4317) 0,0457 (0,2165) -0,0162 (0,2327) 0,0055 477,04 484,69
50 log-BS -0.0071 (0,3056) 0,0344 (0,2046) -0,0245 (0,2396) 0,0054 220,92 228,57
BSR 1,8551 (4,7396) -0,0343 (0, 2035) -0,0505 (0,2211) 0,2191 471,19 478,84

BS -0,3679 (3,0633) 0,0186 (0,1734) 0,0331 (0,1760) 0,0025 964,65 975,07
100 log-BS  0,0092 (0,2782) 0,0126 (0,1754) 0,0435 (0,1858) 0,0024 456,92 467,34
BSR 1,9486 (4,2864) -0,0169 (0,1710) 0,0250 (0,1804) 0,0079 95824 968,66

BS -0,1191 (1,1924) -0,0163 (0,1065) -0,0071 (0,1173) 0,0044 1.929,53 1.942,73
200 log-BS 0,0026 (0,1854) -0,0177 (0,1043) -0,0070 (0,1167) 0,0044 925,62 938,81
BSR 2,0191 (4,5717) -0,0319 (0,0985) -0,0130 (0,1195) 0,0087 1.927,62 1.940,81

Quando a geracao dos dados é proveniente da distribuicao log-slash, assim como
ocorre com a log-hiperbdlica, pode-se observar que o erro quadratico médio dos estimadores
de maxima verossimilhanga e viés nem sempre diminuem a medida que o tamanho amostral
cresce. Em relagdo ao EQM de cada modelo, os modelos BS e log-BS apresentam resultados
semelhantes e melhores que aqueles obtidos para o modelo BSR. Ja em relacao aos critérios
AIC e BIC, os modelos BS e BSR apresentam resultados semelhantes e o log-BS apresenta

resultados melhores para todos os tamanhos amostrais, se comparado aos demais modelos.

Em relacao a estimacao dos parametros, o modelo log-BS apresenta menor viés e
EQM na estimacao de 3y para todo n. Ja em relagdo a estimacao de (51, o modelo BSR
apresenta menor erro quadratico médio para todos os tamanhos amostrais. Tratando-se da

estimacao de (3, nao hd nenhum padrao perceptivel.

Tabela 7 — Resultados obtidos para o viés empirico e EQM para os estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros de cada modelo e tamanho amostral n,
quando ¢ utilizada a distribui¢ao log-contaminada-normal na geragao dos dados,

além do EQM do modelo, AIC e BIC

n Distribuicao 5o B 535 EQM AIC BIC
BS -0,7056 (5,9455) 0,0085 (0,2456) 0,0656 (0,2989) 0,0052 488,07 495,72
50 log-BS  0,0284 (0,3369) 0,0124 (0,2499) 0,0536 (0,2887) 0,0051 230,09 237,74
BSR 2,0710 (5,4374) -0,0722 (0,2293) 0,0264 (0,2882) 0,2196 481,99 489,64

BS -0,2968 (2,4119) 0,0143 (0,1966) -0,0372 (0,2024) 0,0025 976,18 986,60
100 log-BS  -0,0074 (0,2339) 0,0103 (0,1928) -0,0405 (0,2006) 0,0024 472,18 482,60
BSR 2,1236 (5,0296) -0,0152 (0,1778) -0,0505 (0,1996) 0,0061 971,14 981,56

BS -0,2210 (2,0608) 0,0210 (0,1547) -0,0049 (0,1378) 0,0186 1.974,80 1.987,99
200 logBS  0,0107 (0,1700) 0,0167 (0,1497) -0,0063 (0,1374) 0,0186 967,27 980,46
BSR 2,2889 (5,8350) 0,0024 (0,1429) -0,0081 (0,1363) 0,042 1.967,64 1.980,83
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Por tltimo, é feita a mesma andlise quando os dados sao gerados da distribuicao
log-contaminada-normal. Ao se observar o erro quadratico médio e viés dos estimadores
de méaxima verossimilhanca de cada modelo, verifica-se que eles nem sempre diminuem a
medida que aumenta o tamanho amostral. Em relacdo ao EQM dos modelos, observam-se
resultados melhores para o modelo log-BS e BS, ambos apresentando resultados semelhantes.
Ja em relagao ao AIC e BIC, o modelo log-BS obtém menores valores, sendo que os modelos

BSR e BS apresentam valores semelhantes, mas piores que os do modelo log-BS.

Em relagao aos estimadores de maxima verossimilhanca, o modelo log-BS apresenta
resultados melhores que os obtidos pelos demais modelos em relagao a estimacao de (.
Porém, isso nao ocorre na estimagao de todos os parametros. Em relagao aos estimadores
de maxima verossimilhanca dos demais, em geral, o modelo BSR apresenta menor erro
quadratico médio. Por outro lado, nao se observa um padrao em relagao ao viés desses

estimadores.

Por meio das informacoes dispostas nas tabelas 4, 5, 6 e 7, é possivel observar que
o EQM do modelo é sempre menor quando o processo gerador dos dados é proveniente
de um modelo log-normal. Em seguida, os modelos log-slash e log-contaminada-normal
apresentam resultados bastante semelhantes no que diz respeito ao EQM dos modelos.
Quando os dados vém da distribuicao log-hiperbdlica os EQM dos estimadores de 3y sao
bem altos, além do resultado do EQM do modelo ajustado. Ao comparar os trés modelos
(BS, log-BS e BSR), nota-se que o EQM obtido para os modelos BS e log-BS é semelhante

e, em geral, menor que aquele obtido para o modelo BSR.

Em relacao a estimacao dos parametros, observa-se que, em geral, os trés modelos
apresentam boa performance dos estimadores de maxima verossimilhanca quando o processo
gerador dos dados é proveniente das distribui¢oes log-simétricas aqui trabalhadas. Ainda,
o modelo log-BS apresenta uma performance melhor do estimador de 3y se comparado aos

demais modelos. Ja em relacdo aos demais estimadores, nenhum padrao pode ser definido.
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4 Aplicacao a dados reais

A distribuicdo BS possui diversas aplicagoes em varios contextos diferentes que
podem ser encontradas em Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995). Algumas aplicagoes dessa
distribuicao publicados fora da area de fadiga de materiais sao: andlise das caracteristicas
da chuva da cidade de Hiroshima - Mills (1997), Seto Iwase Kosei (1993), Seto Iwase Kosei
(1995) e Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995); risco de contaminacao em rios, lagos e
reservatorios pelo homem e atividades agricolas, devido ao actimulo de nutrientes vegetais
ao longo do tempo - Leiva, Sanhueza e Angulo (2009) e Vilca et al. (2010); qualidade do
ar devido a acumulacgao de poluentes na atmosfera ao longo do tempo - Ferreira, Gomes e
Leiva (2012) e Marchant et al. (2013b).

Em geral, as aplicagoes da distribuicdo BS nao sao limitadas apenas a essas areas
mencionadas. Recentemente, seu uso nas areas de business, economia, financgas, industria,
seguros, nutri¢ao, psicologia e controle de qualidade também é considerado, entre outros.
Assim, com o proposito de comparar os ajustes dos modelos de regressao apresentados
aqui, duas aplicagoes a dados reais sao realizadas: a primeira relacionada a vendas atuais

de produtos de consumo e a segunda relacionada a fadiga de materiais.

4.1 Aplicacao 1 - Vendas atuais de produtos de consumo

4.1.1 Andlise Exploratéria

De inicio, é utilizado um conjunto de dados real obtido do pacote faraway do
software estatistico R. Esses dados estdao relacionados a vendas projetadas (varidvel
explicativa) e vendas atuais (varidvel resposta) de 20 produtos de consumo. A fim de
se conhecer o banco de dados e antes de andlises mais aprofundadas, na Tabela 8 é

apresentado um resumo de certas medidas descritivas das vendas atuais.

Tabela 8 — Medidas descritivas para as vendas atuais

Medida descritiva Valor
Valor minimo 99
Média 1.138,55
Mediana 493,50
Desvio Padrao 1.435,91

Coeficiente de Variagao 126,12
Coeficiente de Assimetria 1,79
Valor maximo 5.673

Por meio da Tabela 8, observa-se que a mediana esta distante da média, estando
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bem mais préxima do menor valor observado do que da média ou do maior valor. Esse
fato, em conjunto com o coeficiente de assimetria obtido igual a 1,79, indica que os dados
referentes as vendas atuais sdo assimétricos a direita, ou seja, sua cauda direita é mais
longa que a esquerda. Essa assimetria consiste em uma das caracteristicas da distribuicao

BS e pode ser vista com mais clareza por meio da Figura 2 .

Na Figura 2 encontra-se o grafico de dispersao da venda projetada versus a atual,
o histograma das vendas atuais e o boxplot usualmente utilizado e conhecido, além do

ajustado das vendas atuais.

Figura 2 — Histograma (a), gréfico de dispersao (b) e boxplot usual (c) e boxplot ajustado
(d) para as vendas atuais
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O boxplot é muito popular para a finalidade de visualizar a distribuicao de dados
continuos e unimodais. Isso se deve ao fato de essa forma grafica fornecer uma gama
de informacgoes, como assimetria, localizagao, distribuicao e caudas dos dados. Porém,
quando se dispoe de dados assimétricos, certos pontos podem ser ditos como discrepantes
erroneamente. Dessa forma, deve-se analisar o boxplot ajustado, o que resulta em uma

representacao mais precisa dos dados e de possiveis outliers.

Por meio da Figura 2(b), percebe-se, primeiramente que, & medida que a venda
atual cresce, a venda projetada também cresce. Ou seja, a venda atual do j-ésimo produto
estd linearmente relacionado a j-ésima venda projetada. Ainda, é possivel observar que a
variabilidade das vendas tende a crescer a medida que o valor da venda também cresce, o

que pode ser um indicio de varidncia nao constante dos dados.

Por meio do histograma da Figura 2(a), é possivel perceber que os valores das
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vendas atuais possuem uma distribuicao unimodal e assimétrica a direita, com valores
concentrados no intervalo de 0 a 1.000. Isso corrobora o que foi visto anteriormente,
em que, apos o calculo da média das vendas atuais, foi percebido que esta se encontra
consideravelmente maior que a mediana. Ja por meio do boxplot usual das vendas atuais
(Figura 2(c)), dois valores discrepantes sao vistos, enquanto que, ao se construir o boxplot

ajustado para distribuigoes assimétricas, nenhum outlier é detectado (Figura 2(d)).

Por meio da Tabela 8 e Figura 2, pode-se perceber que a amplitude elevada dos
dados sugere uma alta variabilidade, o que corrobora o coeficiente de variagao encontrado
de 123%. Dessa forma, segundo o que foi dito, o ideal consiste em um modelo de regressao
que consiga descrever, simultaneamente, a média e a variancia nao constante desse conjunto

de dados, além da assimetria detectada.

4.1.2 Estimacdo dos parametros

A analise descritiva mostra uma distribui¢cdo unimodal e assimétrica a direita dos
dados, além da varidancia nao constante deles. Portanto, um modelo de regressao de BS
parece apropriado para descrevé-los. Porém, neste trabalho ha trés abordagens distintas de
modelos de regressao baseados na distribuicao BS e, dessa forma, é de interesse comparar
os ajustes deles a fim de verificar qual apresenta melhores ajustes para esse conjunto de

dados. Em outras palavras, verificar qual modelo é mais robusto a observacoes atipicas.

A primeira abordagem de modelo de regressao baseado na distribuicao BS trata
do modelo BSR, proposto por Leiva et al. (2014). Assim, se assume a resposta Y; ~ BS
(s, 0) para os dados de vendas e a componente sistemética do modelo de regressao para a

média é expressa da seguinte forma:

Hi = BO + 513:1'7 1= 17 "'a207

em que [y e [ sao os coeficientes de regressao e x; é o valor do regressor X.

A segunda abordagem trata do modelo log-BS, baseado na transformacao logarit-

mica das observagoes. O modelo de regressao é dado por:

)/i :,ui—}-Ei, 1= 1,...,20,

em que Y; = log(7T;) é a resposta logaritmica i e ¢; = log(y;) ~ log—BS(a,0) é o
erro do modelo de regressao para i=1,...,n. Além disso, vale ressaltar que se T' ~ BS(«, 6;),
entdo Y ~ log-BS(a, p; = log(6;)).

Jé& a terceira e ultima abordagem de modelo de regressao baseado na distribuicao
BS trata do modelo de regressao BS, baseado na mediana e proposto por Balakrishnan e

Zhu (2014). Assume-se uma fungao de ligagao de forma que h(0) =n;, i = 1,...,20.
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Apenas para o modelo BSR, f, (intercepto) nao é significativo ao nivel de signi-
ficAncia de 5%, ou seja, ndo é possivel rejeitar que seu valor é igual zero. Assim, a fim
de comparar os ajustes dos trés modelos, o intercepto nao é levado em consideragao em
nenhum deles. Dessa forma, as estimativas dos parametros obtidas por maxima verossimi-
lhanga estao dispostas na Tabela 9 e os valores para o AIC e BIC se encontram na Tabela
10.

Tabela 9 — Estimativas dos parametros por maxima verossimilhanca

Modelo | Parametro Estimativa FErro Padrao P-valor
log-BS Ioh 0,0026 0,0001 <,001
Q@ 11,6078 1,5679 <, 001
BS o5t 1,0674 0,0478 <,001
« 0,2011 0,0318 <, 001
BSR 1 1,0890 0,0492 <, 001
0 49,4420 0,3162 <, 001

Tabela 10 — Valores dos critérios de selecao para cada modelo

Modelo | AIC BIC
log-BS 98,32 100,32
BS 251,78 253,77
BSR 251,78 253,77

Por meio da Tabela 9, observa-se que os modelos BS e BSR apresentam resultados
semelhantes no que diz respeito a estimagao de 3; e seu respectivo erro padrao, além de
valores iguais para o critérios AIC e BIC. Em relacdo ao valor desses critérios, o modelo
log-BS apresenta valores bem mais baixos. Ja as estimativas do pardmetro de forma variam

para os trés modelos. Todas as estimativas foram significativas ao nivel de significincia de

5%.

4.1.3 Analise de Residuos

Em seguida, deve-se verificar a qualidade do ajuste dos modelos aqui apresentados.
Dessa forma, na Figura 3 encontram-se os graficos dos residuos de Cox-Snell e do Quantil
Aleatorizado para as trés abordagens de modelos de regressao. As Figuras 3(a) e 3(b) se
referem ao modelo BSR, enquanto as Figuras 3(c), 3(d), 3(e) e 3(f) se referem aos modelos

log-BS e BS, respectivamente.
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Figura 3 — Residuo de Cox-Snell para o modelo BSR(a), log-BS (c¢) e BS (e), além do
residuo do Quantil Aleatorizado para o modelo BSR (b), log-BS (d) e BS (f).
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Verifica-se que o comportamento de ambos os residuos para os modelos BSR e BS é
bastante semelhante, além de parecer que possuem uma boa qualidade de ajuste, enquanto
o modelo log-BS nao. Para esse tltimo modelo, os residuos na verdade ultrapassam
os limites de confianca, além de possuirem um comportamento diferente do esperado,
assemelhando-se a uma curva. Assim, os graficos relacionados aos modelos BS e BSR
nao mostram caracteristicas inesperadas, indicando que esses modelos se ajustam bem

ao conjunto de dados. Por outro lado, o modelo log-BS parece nao ser apropriado para
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descrevé-lo.

4.1.4 Analise de Diagnostico

Com o objetivo de verificar o quao sensivel sao as estimativas de maxima verossimi-
lhanca a dados atipicos, uma anélise relacionada a influéncia local é conduzida. Leiva et al.
(2014), durante a andlise desse conjunto de dados, detecta as observagoes #13 e #19 como
sendo possiveis valores influentes. Assim, com base nesse resultado obtido pelos autores,
¢é analisado o impacto nas inferéncias dos modelos quando esses valores sao retirados do
banco de dados. Os parametros dos modelos sdo entao novamente estimados, analisando-se
a estimagao quando apenas a observacao #13 ou #19 ¢ retirada e quando ambas sao
removidas. Na Tabela 11 é possivel observar o impacto nas estimativas dos parametros
quando esses casos sao removidos por meio da medida de Mudanga Relativa (RC). Essa

medida é calculada da seguinte forma:

A

0; — 00

~

RCy = , (4.1)

J

sendo 0;(;) a estimativa de maxima verossimilhanca de ¢; apds a retirada da i-ésima

observagao, para j = 1,...,20 e i = 1,2. Além disso, 6; = 51 e 05 = § (ou ).

Tabela 11 — Mudanga relativa (em porcentagem) das estimativas de méxima verossimi-
lhanca para os casos removidos e p-valores para o modelo relacionado as

vendas
Modelo|Casos Removidos f1 (vendas projetadas) o
BSR Nenhum RC(0) - -
RC(SE) _ ]
p-valor <,001 <,001
{13} RC(A) 1,98 30,13
RC(SE) 8,35 2,62
p-valor <,001 <,001
{19} RC(H) 2,58 23,71
RC(SE) 10,16 2,59
p-valor <,001 <,001
{13, 19} RC(H) 0,63 71,84
RC(SE) 20,22 5,44
p-valor <,001 <,001
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Casos Removidos p1 (vendas projetadas) «
log-BS|Nenhum RC(0) - -
RC(SE) - -
p-valor <,001 <,001
{13} RC(0) 0,78 0,75
RC(SE) 13,33 8,81
p-valor <,001 <,001
{19} RC(6) 0,36 0,81
RC(SE) 0,99 0,76
p-valor <,001 <,001
{13, 19} RC(H) 1,25 1,55
RC(SE) 14,41 9,50
p-valor <,001 <,001
Casos Removidos p1 (vendas projetadas) «

BS Nenhum RC(0) - -
RC(SE) ; _
p-valor <,001 <,001

{13} RC(6) 2,45 12,35
RC(SE) 7,76 10,10
p-valor <,001 <,001

{19} RC(H) 2,21 10,09
RC(SE) 9,71 7,76
p-valor <,001 <,001

{13,19} RC(0) 0,19 23,72
RC(SE) 19,27 19,60
p-valor <,001 <,001

Na Tabela 11 é possivel observar o impacto da retirada de cada observagao (ou de
ambas) nas estimativas dos pardmetros para cada uma das trés abordagens de modelo de
regressao apresentados neste trabalho. Por meio dela, se percebe que as mudancas relativas
mais significativas sao referentes as estimativas do parametro § (ou «, tratando-se dos
modelos BS e log-BS). Além disso, essas maiores mudangas estdao relacionadas a retirada,
de forma simultdnea, das observagoes #13 e #19. Esse fendmeno ocorre para as trés
abordagens de modelo de regressao (log-BS, BS e BSR) em relagao a estimagao desse

parametro.

Como dito, para os trés modelos, a maior mudanca relativa na estimacgao de ¢
(o no caso dos modelos log-BS e BS) é obtida ao se retirar as observagoes #13 e #19
simultaneamente. Porém, em relacao a estimacao de [y esse fato é visto apenas para o
modelo log-BS. Assim, para o modelo BSR a maior relative change (RC) na estimagao
de (3, ¢é vista ao se retirar a observagao #19, enquanto que para o modelo BS a maior

mudanca relativa se deve a retirada da observacao #13.

O modelo log-BS apresenta menores mudancas relativas na estimagao de seus
parametros se comparado aos demais modelos. A tinica excessao ocorre na estimacao de

1 quando sao retirados de forma simultanea os valores #13 e #19, em que o modelo que
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apresente menor RC é o BS. Dessa forma, em geral, pode-se dizer que o modelo log-BS é

o menos impactado pela retirada das observagoes influentes do banco de dados.

Apesar de o modelo log-BS ser o menos impactado pela retirada dos valores
influentes, seus residuos mostram que ele nao é adequado para modelar o conjunto de
dados relacionado as vendas atuais. Dessa forma, deixando de lado o modelo log-BS e
comparando apenas os modelos BS e BSR, apesar de possiveis valores influentes serem
detectados, estes nao afetam as inferéncias de nenhum dos dois modelos. Assim, ambos os
modelos sao robustos a dados atipicos, sendo que, para a estimagdo de § (ou «) o modelo

BSR sofre o maior impacto desses valores.

4.1.5 Aplicacdao 2 - Dados relacionados a fadiga de materiais

Para uma segunda aplicacao, dispoe-se de um banco de dados relacionado a tempos
de falha de dez pecas de aco endurecido testadas em quatro niveis de estresse distintos.
Os dados foram obtidos no Princeton Laboratories of Mobil Research and Development Co

da Universidade de Princeton, nos Estados Unidos e podem ser encontrados em McCool
(1980).

Primeiramente, uma andlise exploratoria dos dados é aplicada. Assim, na Tabela

12 se encontram algumas medidas descritivas relacionadas ao tempo de falha dessas pecas.

Tabela 12 — Medidas descritivas para os tempos de falha

Medida descritiva Valor

Valor minimo 0,012
Média 3,75
Mediana 0,84
Desvio Padrao 7,44

Coeficiente de Variacao 198,12
Coeficiente de Assimetria 3,19
Valor maximo 37,4

E obtido o valor de 3,19 para o coeficiente de assimetria, indicando que esse
conjunto de dados ¢ assimétrico a direita e com uma assimetria mais acentuada que aquela
vista nos dados apresentados na Aplicagao 1, pelo valor desse coeficiente ser maior. Essa
assimetria é corroborada pela mediana mais préxima do menor valor observado do que
da média. Como dito, essa assimetria consiste em uma das caracteristicas da distribuicao

Birnbaum-Saunders e pode ser vista também pela Figura 4(a).

Na Figura 4, é possivel observar o grafico de dispersao dos tempos até a falha das
dez pecas de ago endurecido (b), além de seu histograma (a), boxplot usualmente utilizado
(c) e o ajustado (d).
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Figura 4 — Histograma (a), gréafico de dispersao (b) e boxplot usual (c) e boxplot ajustado
(d) dos tempos até a falha
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Por meio da Figura 4(b), observa-se que para niveis de estresse mais baixos, a
variabilidade dos tempos de falha do material é maior, variando desde 1,67 até 37,4 quando
o nivel de estresse é de 0,87. Assim, é possivel observar que a variabilidade dos tempos de
falha tende a diminuir & medida que o nivel de estresse aumenta, podendo esse ser um

indicio de varidncia nao constante desse conjunto de dados.

Por meio da Figura 4(a) se verifica o que foi visto na Tabela 12: a distribuigdo dos
tempos até a falha sdo assimétricos a direita, com valores concentrados no intervalo de 0
a 5. Além disso, é importante observar que, por se ter dados assimétricos, a Figura 4(c)
aponta a existéncia de trés outliers, enquanto a Figura 4(d) ndo mostra nenhum valor
como discrepante - o boxplot ajustado é mais adequado para a visualizacao de distribuigoes

assimétricas.

4.1.6 Estimacao dos parametros

Dados relacionados ao processo de fadiga sao idealmente modelados pela distribuicao
BS, sendo esse processo o que deu lhe origem. Neste trabalho, sao abordados trés modelos
de regressao distintos baseados nessa distribuicao e, dessa forma, ha o interesse em se
estimar os parametros para esse conjunto de dados relacionados a cada um desses trés

modelos.

A primeira abordagem trata do modelo log-BS, baseado na transformacao loga-

ritmica das observagoes, ou seja, Y; = log(T;). Ja a segunda abordagem trata do modelo
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BSR, em que se assume a resposta Y; ~ BS (p;,0) e uma componente sistematica para a

média. Nesta aplicagdo, é considerado o modelo de regressao BSR definido por:

Y; = 50 + Bllog(xz) + €, 1= 1, ,40

Por fim, a terceira e ultima abordagem trata do modelo BS e é baseada na

mediana com uma funcao de ligagao log-linear para o parametro de escala . Assim,
0; = exp[Bo + Brlog(z1) + ... + By log(za0)].

Na Tabela 13 encontram-se as estimativas dos parametros para os trés modelos,
obtidos por meio da maxima verossimilhanca, além dos p-valores e erro padrao dos
respectivos pardmetros. Além disso, os valores dos critérios AIC (de Akaike) e BIC
(Bayesiano) - Tabela 14.

Tabela 13 — Estimativas dos parametros por maxima verossimilhanca

Modelo | Parametro Estimativa FErro Padrao P-valor
log-BS Bo 0,0978 0,1707 0,566
Ioh -14,1164 1,5714 <,001
« 1,2791 0,1438 <,001
BS Bo 0,0978 0,1707 0,566
oh -14,1163 1,5714 <,001
« 1,2791 0,1438 <, 001
BSR 5o 0,6962 0,1935 <,001
o3 -14,1170 1,5718 <, 001
) 1,222 0,2748 <, 001

Tabela 14 — Valores dos critérios de selecao para cada modelo

Modelo | AIC BIC
log-BS 129,24 134,30
BSR 125,12 130,18
BS 125,12 130,18

Os trés modelos apresentam estimativas semelhantes de [; e do pardametro de
precisao. Porém, as estimativas do intercepto sao distintas: os modelos log-BS e BS
apresentam valores iguais (0,0978), enquanto o modelo BSR apresenta uma estimativa de
0,6962. Importante perceber que apenas para esse modelo o intercepto ¢é significativo ao

nivel de significancia de 5%.

Sabe-se que quanto menor o valor obtido para os critérios AIC e BIC, melhor é o
ajuste do modelo. Dito isso, observam-se valores iguais para ambos os critérios para os

modelos BSR e BS, sendo eles menores que os observados para o modelo log-BS.
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4.1.7 Andlise de Residuos

A qualidade do ajuste dos modelos apresentados neste trabalho deve ser verificada,
utilizando-se para isso os residuos de Cox-Snell e Quantil Aleatorizado. Assim, na Figura

5 se encontram os graficos dos residuos para cada um dos trés modelos.

Figura 5 — Residuo de Cox-Snell para os modelos BSR (a), log-BS, (c) e BS (e), além do
Quantil Aleatorizado para os modelos BSR (b), log-BS (d) e BS (f).
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Por meio dos gréficos, verifica-se que o comportamento do residuo de Cox-Snell

¢é semelhante para os trés modelos. O mesmo pode ser visto para o residuo Quantil
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Aleatorizado. Tendo como base primeiramente o residuo Cox-Snell, os dados parecem estar
mais bem ajustados se comparado ao residuo Quantil Aleatorizado. Todos os valores estao
dentro do intervalo de confianca, mas, em contrapartida, os residuos Quantil Aleatorizado
parecem ter um comportamento mais semelhante a linha central dos residuos, possuindo,

entretanto, valores que ultrapassam (ligeiramente) os limites de confianca.

Dessa forma, os graficos fornecem indicios de que os trés modelos estdao bem
ajustados aos dados e de forma similar, ndo sendo possivel, pelos graficos de residuos,

afirmar qual modelo possui um melhor ajuste.

4.1.8 Andlise de Diagndstico

Assim como feito para o conjunto de dados anteriormente utilizado, é de interesse
realizar uma andlise relacionada as observacoes influentes. Assim, tendo como objetivo
verificar a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca a dados atipicos,
estimar novamente os parametros do modelo apds a retirada dos valores influentes do
banco de dados. Dessa forma, esta sendo analisado o impacto nas inferéncias do modelo
quando esses valores sdo removidos, observando qual modelo é mais robusto. Isso é feito

por meio da medida Mudanca Relativa (4.1).

Como mencionado anteriormente, o conjunto de dados pode ser encontrado em
McCool (1980). Uma aplicacao desses dados pode ser vista em Lemonte (2012), em que é
introduzido um modelo de regressao log-BS assimétrico. A fim de identificar observagoes
influentes nesse modelo, o autor aplica a medida generalized leverage e métodos de
influéncia local. Assim, ele verifica que as observacgoes #2, #3, #10, #18 e #40 possuem
maior influéncia se comparadas as demais observagoes. Os casos #9, #10 e #21 possuem
influéncia sobre seus proprios valores ajustados e, além disso, a observagao #1 também é

detectada influente.

Assim, tendo como referéncia Lemonte (2012) na identificagdo dos valores influentes,
sao retirados do banco de dados cada um desses valores (#1, #2, #3, #9, #10, #18, #21
e #40), um de cada vez. Por meio da Tabela 15 se percebe o impacto nas estimativas dos

parametros de cada um dos modelos quando essas observacoes sao removidas do banco de
dados.
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Tabela 15 — Mudanca relativa (em porcentagem) das estimativas de méxima verossimi-
lhanga para os casos removidos e p-valores para o modelo relacionado a fadiga
de materiais expostos a certos niveis de estresse.

Modelo‘Caso Removido Bo (intercepto) 5 (estresse) §
BSR Nenhum RC(0) - - -
RC(SE) - - -

p-valor <, 001 <, 001 <, 001

{1} RC(0) 5,14 3,33 2,35

RC(SE) 1,81 2,56 3,64

p-valor <,001 <,001  <,001

{2} RC(H) 4,09 2,26 0,44

RC(SE) 1,91 2,60 1,75

p-valor <, 001 <, 001 <, 001

{3} RC(0) 3,69 1,87 0,24

RC(SE) 2,02 2,61 1,06

p-valor <,001 <,001  <,001

{9} RC(6) 4,68 2,30 0,64

RC(SE) 2,48 4,31 1,93

p-valor 0,002 <, 001 <, 001

{10} RC(0) 8,33 3,68 2,78

RC(SE) 2,22 5,20 4,08

p-valor 0,003 <, 001 <, 001

{18} RC(0) 6,97 0,86 2,82

RC(SE) 0,57 1,30 4,11

p-valor 0,002 <, 001 <, 001

{21} RC(H) 5,64 13,76 96,43

RC(SE) 23,41 27,11 98,00

p-valor <, 001 <, 001 <, 001

{40} RC(H) 3,33 2,44 0,97

RC(SE) 0,21 1,72 2,29

p-valor 0,001 <, 001 <, 001
Caso Removido Bo (intercepto) (; (estresse) «
log-BS  Nenhum RC(6) - - -
RC(SE) - - -

p-valor 0,566 <, 001 <, 001

{1} RC(H) 47,34 3,34 1,16

RC(SE) 2,34 2,53 0,07

p-valor 0,4095 <,001  <,001

{2} RC(0) 31,08 2,26 0,23

RC(SE) 2,46 2,58 1,04

p-valor 0,4636 <, 001 <, 001

{3} RC(H) 25,15 1,87 0,11

RC(SE) 2.46 2,60 1,39

p-valor 0,4842 <, 001 <, 001

{9} RC(0) 30,06 2,29 0,30

RC(SE) 2,60 4,33 0,97

p-valor 0,6958 <,001 <,001
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{10} RC(H) 46,11 3,65 1,37
RC(SE) 2,60 5,22 0,14
p-valor 0,7634 <,001  <,001
{18} RC(0) 37,01 0,86 1,38
RC(SE) 0,70 1,31 0,14
p-valor 0,7199 <, 001 <, 001
{21} RC(H) 294,79 13,75 28,68
RC(SE) 23,08 27,14 28,16
p-valor 0,003 <, 001 <, 001
{40} RC(H) 19,33 2,44 0,49
RC(SE) 0,06 1,71 0,76
p-valor 0,6443 <, 001 <,001
Caso Removido Bo (intercepto) 5 (estresse) «
BS|Nenhum RC(0) - - -
RC(SE) - - -
p-valor 0,566 <, 001 <, 001
{1} RC(A) 47,34 3,34 1,16
RC(SE) 2,40 2,54 0,07
p-valor 0,4637 <, 001 <, 001
{2} RC(A) 30,98 2,26 0,23
RC(SE) 2,46 2,59 1,04
p-valor 0,1281 <, 001 <, 001
{3} RC(0) 25,15 1,87 0,11
RC(SE) 2,46 2,61 1,39
p-valor 0,1224 <, 001 <, 001
{9} RC(0) 30,06 2,29 0,30
RC(SE) 2,46 4,33 0,97
p-valor 0,0684 <, 001 <, 001
{10} RC(H) 46,11 3,65 0,36
RC(SE) 2,50 5,22 0,14
p-valor 0,0527 <, 001 <, 001
{18} RC(0) 37,01 0,86 1,38
RC(SE) 0,70 1,31 0,14
p-valor 0,0616 <, 001 <, 001
{21} RC(H) 294,68 13,76 28,68
RC(SE) 23,08 27,14 28,16
p-valor 0,3860 <,001  <,001
{40} RC(H) 19,33 2,44 0,49
RC(SE) 0,06 1,71 0,76
p-valor 0,0789 <,001 <, 001

Como é visto na Se¢ao 4.1.6, as estimativas por maxima verossimilhanca de ;

para os trés modelos de regressao sao quase idénticas. Isso ocorre na estimativa desse

parametro mesmo quando as observacgoes influentes sao retiradas do conjunto de dados.

Dessa forma, os trés modelos apresentam mudancga relativa para (3, igual, para todos os

casos removidos.

Os modelos log-BS e BS, além de apresentarem estimativas iguais para 31, também
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apresentam para [y e «, sendo suas mudancas relativas iguais em relagdo a estimagao de
todos os parametros. Dessa forma, a retirada das observagoes influentes impacta os dois

modelos na mesma intensidade.

Conforme o que foi exposto, os trés modelos apresentam estimativas quase iguais
para (1. As estimativas dos outros dois parametros dos modelos log-BS e BS tambem sao
iguais, sendo distintas daquelas obtidas para o modelo BSR. Dessa forma, comparando as
mudancas relativas desse modelo com as dos demais, observa-se que ele apresenta valores
mais baixos para a relative change ao se analisar as estimativas de Sy e mudancas relativas

maiores ao se analisar 4.

Pode-se, entao, chegar as seguintes conclusoes: os trés modelos sao igualmente
impactados pelas observagoes influentes na estimacao de (31; o modelo BSR é o menos
impactado na estimacao de fy; e, por fim, os modelos BS e log-BS sofrem menos impacto
das observagoes influentes na estimacao do pardmetro 0 (« no caso dos modelos log-BS
e BS). Com isso, nenhum dos trés modelos de regressao mostra ser mais robusto que os

demais ao se analisar a estimagao de todos os parametros simultaneamente.
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5 Consideracoes Finais

Diante das generalizacoes e extensoes da distribuicdo Birnbaum-Saunders, neste
trabalho sao avaliadas trés abordagens distintas de modelos de regressao baseados nessa
distribui¢ao (BSR, log-BS e BS). Em especifico, é avaliado o desempenho dos trés modelos
em termos de predi¢ao e ajuste por meio de duas simulagoes de Monte Carlo distintas.
Além disso, sdo conduzidas duas aplicagoes a dados reais com o objetivo de comparar os

ajustes dos trés modelos.

Apoés a primeira simulagao realizada para diferentes tamanhos amostrais e distintos
valores do parametro de forma, sao observados resultados piores para o modelo BSR,
enquanto os resultados para os modelos BS e log-BS sao semelhantes. Em relagao a segunda
simulacao realizada, observa-se, em geral, melhores resultados para os critérios AIC e BIC
para o modelo log-BS e, para o EQM do modelo, resultados melhores para o log-BS e
BS. Além disso, o modelo log-BS possui melhor performance na estimagao do intercepto.
Em geral, nao hd um modelo que apresenta melhor performance em todos os aspectos
analisados. Porém, ha indicios de que o modelo log-BS é relativamente melhor que os
demais. Por fim, em relagdo a essa simulacao, é vista uma performance pior quando os
dados sao gerados da distribuicao log hiperbélica e melhor quando sao gerados da log

normal.

Duas aplicacoes a dados reais sao conduzidas. A primeira considera um conjunto
de dados relacionado a venda de produtos. Observa-se para esses dados que, apesar do
modelo log-BS ser o menos impactado pela retirada das observagoes influentes, seus
residuos mostram que esse modelo nao estd bem ajustado. Assim, comparando-se apenas
os modelos BS e BSR, se observa que, em relacao a estimacgao de 1 nenhum padrao pode
ser identificado. Por outro lado, ao se analisar a estimagao de § (ou «, no caso dos modelos
BS e log-BS), o modelo BSR mostra ser o mais impactado com a retirada das observagoes

influentes. Nenhuma mudanca inferencial é detectada na retirada desses valores.

A segunda aplicacao esta relacionada a tempos de fadiga de materiais expostos
a certos niveis de estresse. Para esse conjunto de dados, observa-se que, em relagao a
estimacao de (31, todos os modelos sao igualmente impactados pelas observacoes influentes.
Por outro lado, o modelo BSR sofre maior impacto na estimacao de 4, enquanto os modelos

log-BS e BS sofrem maior impacto na estimagao de (.

Ao se comparar as trés abordagens de modelos de regressao apresentadas neste
trabalho, observa-se que o modelo BSR parece sofrer maior impacto na retirada de valores
influentes quando se trata da estimacao de §. Além disso, em relagdo aos demais modelos,

apresenta valores mais altos para os critérios AIC, BIC e EQM do modelo. Assim, esse
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modelo mostra ser o menos robusto se comparado aos demais. Tratando-se da estimacao
dos demais parametros, nao se percebe nenhum padrao em relagao ao modelo mais robusto

a valores influentes ou qual modelo apresenta melhor performance desses estimadores.
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