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Resumo

Este trabalho apresenta a análise modal da asa de um protótipo de aeronave pro-
jetado pela equipe de Aerodesign da Universidade de Brasília. Inicialmente trata-se da
modelagem em elementos finitos de estruturas simplificadas que compõe a aeronave, tal
como a longarina principal da asa, propondo um método para determinação de rigidez
flexural equivalente de vigas utilizando a formulação de Euler-Bernoulli. Segue-se mode-
lando a estrutura completa da aeronave protótipo em software comercial ANSYS APDL.
A etapa final do trabalho consiste na realização de um Ground Vibration Testing no pro-
tótipo, onde são caracterizados os parâmetros modais experimentalmente, realizando, por
fim, a correlação e calibração entre o modelo teórico e experimental por meio da apli-
cação do critério de correlação modal M.A.C. (Modal Assurance Criterion) obtendo-se
uma diferença percentual média de 5,8% entre as cinco primeiras frequências naturais
experimentais e numéricas.

Palavras-chaves: Análise modal. Modelagem em elementos finitos. Ground Vi-
bration Testing. Aerodesign.
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Abstract

This work presents the modal analysis of an aircraft wing prototype designed by
the Aerodesign team of the University of Brasília. Initially, it is studied the finite element
modeling of simplified structures that compose the aircraft, such as the main wing spar,
proposing a method for determining the equivalent flexural stiffness of beams using the
Euler-Bernoulli formulation. The complete structure of the prototype aircraft is then
modeled on commercial ANSYS APDL software. The final step of the work consists in
the realization of a Ground Vibration Testing in the prototype, where the experimental
parameters are characterized, finally performing the correlation and calibration between
the theoretical and experimental model by applying the criterion of modal correlation
M.A.C. (Modal Assurance Criterion) resulting in an average percentual difference of 5,8%
between the first five experimental and numerical natural frequencies.

Key-words: Modal analysis. Finite elements modelling. Ground Vibration Testing. Aerode-
sign.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Contextualização e motivação

A competição SAE Aerodesign (Society Automotive Engineers) estimula estudan-
tes de graduação e pós-graduação a desenvolver uma aeronave rádio-controlada de trans-
porte de carga em escala reduzida, com o objetivo de completar uma missão de voo pré-
estabelecida pelo regulamento da competição, minimizando o peso vazio e maximizando
a carga paga transportada, cujo valor pode atingir até 7 vezes o peso vazio. Trata-se,
portanto, de um projeto que é levado ao limite da eficiência estrutural. A figura 1 mostra
dois aviões protótipos da equipe Draco Volans Aerodesign em operação durante a XIX e
XX Competição SAE Brasil Aerodesign, respectivamente.

(a) (b)

Figura 1 – Aviões protótipos confeccionados para a XIX (a) e XX (b) Competição SAE
Brasil Aerodesign

As características das aeronaves SAE Aerodesign de baixa massa, devido à utiliza-
ção de materiais de alta rigidez específica, e estrutura interna otimizada para solicitações
sob condições específicas de voo (estrutura modelada como flexível) tornam a aeronave
mais susceptível a fenômenos aeroelásticos ou vibrações indesejadas que possam alterar
sua estabilidade, limitando o envelope de operação (BISPLINGHOFF, 1996). Existem
vários casos registrados em competições passadas onde os fenômenos aeroelásticos foram
observados, resultando ou em instabilidade de controle ou em colapso total da estrutura
da aeronave em pleno voo, dentre eles a aeronave da equipe Leviatã (LEVIATÃ, 2017) e
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da equipe AeroRio (AERORIO, 2012), demonstrando, portanto, a ocorrência desses casos
em aeronaves desse porte.

Para o correto entendimento da resposta à solicitações dinâmicas, além de procu-
rar ratificar segurança ao projeto, seja a nível do Aerodesign ou industrial, é necessário
ter conhecimento dos parâmetros modais da estrutura, tais como frequências naturais,
fatores de amortecimento e modos vibracionais. Esses parâmetros são obtidos a partir de
metodologias de análise dinâmica estrutural. Dessa forma, a análise modal entra como
ferramenta essencial no procedimento de determinação desses parâmetros, baseando-se
no fato de que a resposta de vibração de um sistema dinâmico linear invariante no tempo
pode ser expressa como a combinação linear de um conjunto de movimentos harmônicos
simples denominados modos de vibração, que são determinados a partir de propriedades
físicas inerentes a um sistema específico e suas distribuições espaciais na geometria (FU;
HE, 2001).

A análise modal é realizada por meio de abordagens teóricas (analíticas ou numé-
ricas) e experimentais. A abordagem teórica fundamenta-se na descrição de um modelo
físico que aproxima-se ao máximo da estrutura real, a qual é composta por um sistema
dinâmico com massa, rigidez e amortecimento. Este pode ser tratado por meio de um
sistema contínuo (formulado por equações diferenciais parciais) ou em termos de suas
matrizes de distribuições espaciais. A solução do problema dinâmico pode vir por meio
de métodos numéricos, em particular o método de elementos finitos (PETYT, 2010), que
será utilizado no trabalho.

Nos últimos vinte anos avançou-se consideravelmente os estudos e aplicações em
relação aos métodos numéricos. Por meio dessa metodologia, o problema possui um do-
mínio finito interconectado, com solução dependente do nível de discretização adotado
(FILHO, 2007). A vantagem da utilização dessa abordagem, comparativamente a méto-
dos analíticos, encontra-se no fato de possibilitar soluções de problemas dinâmicos ou
estáticos, lineares ou não-lineares, de sistemas com configurações complexas, tais como o
da figura 2, onde diversos tipos de elementos e conexões estruturais devem ser implemen-
tadas. Assim, é possivel otimizar cada vez mais o dimensionamento estrutural devido à
proximidade entre o modelo teórico e a estrutura real.

Figura 2 – Detalhe na complexidade de modelagem de estruturas aeronáuticas. Fonte:
HyperWorks Altair (2008)
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Adicionalmente, diversas aplicações de análises dinâmicas procuram obter resulta-
dos satisfatórios a partir de modelos numéricos para estruturas, derivados de modelagem
em elementos finitos. O modelo resultante é essencial para aplicações em análise de sensibi-
lidade à variação de parâmetros físicos e previsão de modificações estruturais localizadas.
Entretanto, devido à complexidade ou não-linearidades da estrutura é um erro considerar
que um modelo EF (Elementos Finitos) seja totalmente fiel e representativo, desconsi-
derando a necessidade de se correlacionar com os resultados experimentais, objetivando
calibrá-lo e validá-lo. ANSYS (2009) destaca diversos fatores que podem ser indicativos
responsáveis pelo erro na previsão da resposta dinâmica, dentre eles:

• Falha na estimativa de propriedade dos materiais;

• Imprecisão na modelagem da estrutura;

• Má escolha do tipo de elemento a ser utilizado para cada componente, além da
quantidade insuficiente de nós para convergência do resultado;

• Complexidade elevada dos componentes estruturais, principalmente no que tange à
modelagem de juntas e conexões.

Assim, as análises experimentais são utilizadas para corrigir o modelo EF, caso
discrepâncias ocorram entre eles. Em relação à abordagem experimental, o rápido de-
senvolvimento tecnológico nas últimas décadas da aquisição e processamento de dados,
em especial com o advento do analisador digital de espectro FFT, tornou possível de-
terminar os parâmetros modais a partir dessa metodologia, como apresenta SCHWARZ;
RICHARDSON (1999). A vantagem de se realizar experimentos está no fato em que a
qualidade dos dados obtida geralmente é alta, considerando que a medição é feita em
protótipos que descrevem fielmente as características construtivas e físicas do conjunto
que será utilizado em serviço. A figura 3 apresenta um exemplo de modelo exprimental
desenvolvido para realizar ensaios dinâmicos em um Airbus A330 Multi Role Transport
Tanker (MRTT), onde foi utilizado um protótipo real como base para os testes.

Figura 3 – A330 Multi Role Transport Tanker real e modelo experimental sensoriado.
Fonte: EADS CASA (2007)
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Um tipo de ensaio de análise modal experimental é o Ground Vibration Testing
(GVT), muito utilizado na indústria aeronáutica em etapas finais do desenvolvimento e
certificação do projeto (figura 4), que consiste em determinar os modos vibracionais de
baixas frequências da estrutura completa, objetivando validar e aprimorar a modelagem
dinâmica CAE, por meio da excitação da estrutura (harmônica, sinais de impulso ou
aleatórios) em pontos específicos, extraindo funções de resposta em frequência (FRF) de
uma malha sensorial espalhada sobre a superfície (PEETERS; CLIMENT, 2008).

Figura 4 – Ensaio GVT realizado em aeronave Airbus A350, com excitação harmônica de
trem de pouso dianteiro (à esquerda) e asa (à direita). Fonte: Airbus (1999)

Com o intuito de conhecer melhor o comportamento do avião submetido a solicita-
ções dinâmicas, criar um modelo numérico que descreva fielmente os parâmetros modais
da estrutura é tarefa de suma importância no projeto estrutural, garantindo consistência
nos dados obtidos para serem utilizados em análises aeroelásticas futuras.

1.2 Revisão bibliográfica

Até aproximadamente 40 anos atrás, o estudo de vibrações em estruturas com-
plexas era feito de maneira a simplificar o modelo por poucos graus de liberdade, o que
limitava a avaliação à baixas frequências de excitação. Entretanto, com o avanço da tec-
nologia de processamento de dados e consequente implementação de métodos numéricos
para análise foi, então, possível solucionar problemas reais e complexos de engenharia que
dificilmente podem ser expressos por meio de solução analítica (RAO, 1986).

Diversas são as literaturas que fornecem o embasamento conceitual e a teoria expe-
rimental para uma análise modal estrutural, dentre elas FU; HE (2001), que exemplifica
experimentos de análise modal em estruturas reais, além de apresentar configuração de
ensaios. AVITABILE (2017) trata sobre a abordagem experimental passando por concei-
tos básicos de definição de espaço amostral de coleta de dados (posicionamento sensorial),
como se operam os dados coletados, como extrair modos vibracionais de configurações
complexas.
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A modelagem dinâmica de estruturas em elementos finitos e consequente aná-
lise experimental são assuntos de interesse em diversos setores industriais e na academia,
principalmente no que tange à correlação de modelos. No Oriente Médio, SALEHI; ZIAEI-
RAD (2007) avaliaram por meio de ensaios Ground Vibration Testing (GVT) a estrutura
de um modelo de avião esquemático, objetivando comparar métodos distintos de excitação
(aleatório, transiente e senoidal), obtendo ao final do artigo uma excelente correlação entre
os métodos utilizados. Objetivando estabelecer uma metodologia de projeto de um GVT,
SIMES (2015) apresenta em seu trabalho o processo de análise modal em uma estrutura
de um Unmanned Aerial Vehicle (UAV) de pequeno porte pela abordagem numérica (mo-
delo EF) e experimental (excitação por impacto e harmônica), realizando, posteriormente
a calibração do modelo numérico com diversos parâmetros empregados, dentre eles inér-
cias (flexão e torção), coeficiente de amortecimento estrutural, rigidez equivalente da asa,
massa específica, elementos de massa localizada, dentre outros; obtendo excelentes resul-
tados para modos vibracionais de baixas frequências, sendo esses de importância maior
para a caracterização dinâmica da estrutura.

GUPTA; SEILER (2016), apresentam em seu trabalho os resultados para ensaios
GVT realizado em dois modelos de asa voadora UAV flexível, onde excitaram-se as estru-
turas suspensas (condição livre-livre) por meio de um shaker eletromagnético, medindo-se
a resposta no tempo por meio de uma malha sensorial instalada no extradorso da asa,
obtendo-se, com o pós-processamento dos dados, as frequências naturais e os modos vi-
bracionais da estrutura. Concluiu-se desse trabalho que a duração do experimento para
determinada faixa de frequência de excitação afeta negativamente o ruído nos modos
identificados, especialmente para modos de baixa frequência. Além disso, mostrou-se que
modos de torção são de difícil identificação e que, no geral, para se identificar com clareza
os modos vibracionais deve-se escolher o local de excitação com precisão. Adicionalmente,
pequenas mudanças nos procedimentos experimentais, em específico alterar o tipo de fi-
xação do transdutor de forças à estrutura, influenciam na identificação dos parâmetros
modais.

DOMINGUES et al. (2017) investigaram os parâmetros modais de um painel
HexWeb HIII honeycomb em alumínio, faceado com placas de alumínio 2024 T3 utili-
zada como componente estrutural do Satélite Geoestacionário de Defesa e Comunicações
Estratégicas - 1 (SGDC-1) por meio de modelagem numérica em elementos finitos, consi-
derando propriedades ortotrópicas para o material de núcleo e isotrópicas para o de face.
Estudou-se a influência da utilização de elementos de casca (quadrilateral linear) e sólido
(hexaédrico linear) objetivando-se verificar convergência de resultados. Por fim validou-se
e calibrou-se o referente modelo por meio de um ensaio experimental de vibração transi-
ente (martelo de impacto), observando-se que o elemento de casca foi o mais adequado
para a modelagem dos painéis. Em contrapartida, MARTINS (2008) apresenta em seu
trabalho a modelagem dinâmica do satélite ITASAT, composto por placas-sanduíche com
núcleo de colméia e faces isotrópicas, onde utilizou-se elementos sólidos (hexaédrico linear)
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para o primeiro e elementos de placa (quadrilateral linear) para o segundo. No trabalho,
analisou-se a junção das placas (juntas T, coladas e aparafusadas) e comparou-se resulta-
dos para análise de estrutura completa e subestruturada (Síntese Modal de Componen-
tes) obtendo-se boa proximidade entre os resultados. Outros autores que tratam sobre
o assunto são PICKREL (2002), OLSEN; WALTERS (1977), JIA (2014), PEETERS;
CLIMENT (2008), LUBRINA et al. (2014), SANTOS (2003).

No âmbito do Aerodesign, apesar das missões de voo serem de curta duração e
baixa velocidade de operação, o conhecimento do comportamento dinâmico da aeronave é
fundamental para garantir a qualidade e confiabilidade do projeto, devido à alta eficiência
estrutural empregada, que afeta diretamente a rigidez global consequente da baixa massa
dos componentes e layout otimizado para situações específicas de solicitação. Os autores
ASSIS et al. (2015) investigaram os parâmetros modais de uma asa de aeronave protótipo,
por meio de um modelo EF, considerando elementos de massa localizada, placas, rígidos e
barra no modelo, e posterior validação experimental (GVT), obtendo-se boa concordância
entre os modelos. Aplicaram-se os dados em análises de aeroelasticidade dinâmica, cuja
importância é ímpar para determinar as velocidades críticas de operação da aeronave.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivos Gerais

O presente trabalho tem como objetivo determinar os parâmetros modais a partir
da modelagem numérica em elementos finitos da estrutura da asa do avião protótipo,
projetado pela equipe Draco Volans Aerodesign para a XIX Competição SAE Brasil Ae-
rodesign. Além disso, pretende-se realizar uma análise experimental em um protótipo
confeccionado pela equipe, por meio de um Ground Vibration Testing, a fim de calibrar e
validar o modelo numérico desenvolvido.

1.3.2 Objetivos Específicos

Ao final do Projeto de Graduação, almeja-se ter em mãos uma metodologia con-
solidada para realizar análises dinâmicas estruturais para os projetos futuros da equipe,
visando estender o conhecimento sobre o comportamento da estrutura da aeronave. Assim
os objetivos específicos são:

• Realizar a análise modal numérica do avião protótipo utilizando o ANSYS;

• Realizar um ensaio experimental do avião protótipo para o obtenção dos parâmetros
modais;

• Calibrar o modelo numérico utilizando os dados experimentais.
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1.4 Metodologia

A teoria analítica por traz da obtenção de FRFs é aplicada e propõe-se um método
para obter a rigidez equivalente de vigas por meio de um estudo de caso de um compo-
nente com geometria simples que é utilizado como parte estrutural do avião, a longarina
principal. Nesse estudo, os parâmetros modais de modo vibracional e frequência natu-
ral inerentes ao componente são avaliados por meio de abordagens analíticas, numéricas
(modelo EF) e ensaios experimentais por excitação transiente livre-livre, comparando-se
resultados numéricos para diferentes tipos de elementos finitos e, por fim, determinando-se
um valor de rigidez equivalente para o referente componente.

Em relação ao avião protótipo, são obtidas as frequências naturais e as formas mo-
dais para os primeiros modos vibracionais do modelo, utilizando uma geometria CAD que
contém os principais elementos que influenciam na rigidez global da estrutura modelada,
além de massas concentradas de elementos distribuídos, dentre outros componentes.

Um ensaio Ground Vibration Testing do avião protótipo é então elaborado e dis-
cutido, objetivando determinar experimentalmente os parâmetros modais e realizar um
ajuste no modelo EF desenvolvido, calibrando a modelagem por meio da equivalência en-
tre frequências naturais numéricas e experimentais. Verifica-se, posteriormente, a correla-
ção modal entre modelos teóricos e experimentais utilizando-se o critério M.A.C. (Modal
Assurance Criterion).

1.5 Organização do trabalho

O presente trabalho é dividido em cinco capítulos, cada qual com seus temas, es-
pecificidades e seções. O Capítulo 1 apresenta uma introdução ao conceito da Competição
SAE Aerodesign, destacando a importância do conhecimento de parâmetros modais em
aeronaves cargueiras de pequena escala, apresentando também o tripé de análise para
validação de modelos e obtenção desses parâmetros, em destaque para o estado-da-arte
do ensaio Ground Vibration Testing em aeronaves. Além disso, realiza-se uma breve re-
visão bibliográfica acerca do tema análise modal numérica e experimental em estruturas,
escopo de interesse deste trabalho. O capítulo se encerra com os objetivos deste texto. O
Capítulo 2 é destinado à fundamentação teórica do tema. Neste, expõe-se a modelagem
dinâmica para obtenção de modos vibracionais e frequências naturais de sistemas MGDL
não-amortecidos e com amortecimento estrutural, apresentando-se os conceitos de for-
mação de uma FRF, no caso para composição da matriz de receptância, dentre outras
particularidades. Demonstra-se o equacionamento para vibração lateral de vigas contínuas
seguindo a teoria de Euler-Bernoulli, fazendo um paralelo entre esse tipo de sistema e o
discretizado. Por fim, o tema de "método de elementos finitos para problemas dinâmicos"é
estudado, apresentando a teoria geral para solução de problemas dinâmicos por meio do
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referente método variacional, tratando-se também sobre detalhes de modelagem de es-
truturas utilizando o software ANSYS Mechanical APDL, fudamentando-se em ANSYS,
2009. No Capítulo 3 conceitua-se os procedimentos de uma análise modal experimental,
desde a preparação do ensaio até a correlação entre o modelo teórico e experimental,
baseando-se em EWINS, 1984 e AVITABILE, 2017. É introduzida também a ferramenta
de extração de parâmetros modais EasyMod. O Capítulo 4 traz os resultados obtidos
nesse trabalho, inicialmente apresentando o estudo de caso para determinação das FRF
de estruturas que compõe a aeronave, por meio de abordagens experimentais e numéri-
cas, propondo-se um algoritmo para determinação de rigidez equivalente de estruturas
que comportam-se como vigas. Expõe-se também a modelagem em elementos finitos da
asa da aeronave protótipo. Em seguida, o ensaio experimental Ground Vibration Testing
é realizado, apresentando-se os procedimentos e resultados obtidos. Finalmente, o modelo
numérico é ajustado com relação aos resultados experimentais, conferindo-se, então, a
correlação entre os modos por meio do uso da matriz M.A.C. O Capítulo 5 é reservado
às conclusões e proposições de trabalhos futuros.
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2 Fundamentação teórica

2.1 Introdução

Este capítulo apresenta os conceitos básicos de vibrações de sistemas discretos com
vários graus de liberdade, tanto para configurações não-amortecidas, quanto para amor-
tecidas, onde, especificamente, o mecanismo de amortecimento estrutural é analisado.
Além disso, são apresentadas as formulações dos métodos de extração modal Circle-Fit
e Line-Fit. Apresenta-se também a modelagem de sistemas contínuos, formulando-se a
vibração lateral de vigas pela teoria de Euler-Bernoulli para diversas condições de con-
torno. A teoria geral de elementos finitos para solução de problemas dinâmicos é também
introduzida, abordando detalhes acerca da modelagem de estruturas utilizando o software
ANSYS Mechanical APDL.

2.2 Modelagem de sistemas MGDL não amortecidos

Uma revisão completa da literatura de modelagem de sistemas MGDL é apresen-
tada no Apêndice A, baseando-se em Rao (1986). São propostos o problema do autovalor
(abordagem modal), a conceituação da ortogonalidade ponderada e normalização dos ve-
tores modais, a resposta de vibração livre de sistemas não amortecidos, o processo de
desacoplamento das equações de movimento com coordenadas normais e, por fim, a ca-
racterização de Funções de Resposta em Frequência (FRF) utilizando tanto parâmetros
físicos de resposta, quanto os parâmetros modais. Discute-se também as formas de repre-
sentação de uma FRF.

2.3 Modelagem de sistemas MGDL amortecidos

Em estruturas reais sempre existe algum processo de dissipação de energia que
atenua a amplitude da vibração livre do sistema, sendo então necessário introduzir o
amortecimento no modelo, verificando o efeito nas frequências naturais complexas (auto-
valores) e em vetores modais (autovetores), como mostra INMAN (2001).
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Para descrever as formas de amortecimento de uma estrutura são necessários di-
versos mecanismos de dissipação de energia, pois muitos sistemas exibem características
de amortecimento que resultam na combinação desses mecanismos dissipativos (ADHI-
KARI, 2000). Os mais comuns para análise são o amortecimento viscoso, estrutural, de
Coulomb (atrito seco) e histérico; sendo que nesse trabalho será abordado o estrutural,
devido à constituição física do problema a ser estudado.

2.3.1 FRF de sistemas MGDL modelados com amortecimento estrutural

A equação do movimento generalizada para se tratar da modelagem de amorteci-
mento estrutural em um sistema MGDL é dada pela equação 2.1.

[M ]{ẍ} + [K + iD]{x} = {F} (2.1)

Onde [D] é a matriz de amortecimento estrutural, de ordem n × n. A solução da
equação do movimento é dada por:

{x} = {X}sin(λt) (2.2)

Substituindo-se 2.2 em 2.1 pode-se obter as matrizes de autovalor e autovetores
associados ao sistema. O autovalor λ assume a forma de:

λr = ±ωr

√
1 + ηr (2.3)

Onde tem-se que ωr é a frequência natural e ηr é o fator de perda do amortecimento
estrutural, referente ao r-ésimo modo. O parâmetro η pode variar de 2×10−5 para alumínio
puro a 1, 0 para borracha dura, como apresenta (BEARDS, 1983).

A etapa seguinte é diagonalizar e normalizar pela matriz de massa as matri-
zes do sistema, processo semelhante ao desenvolvido anteriormente para sistemas não-
amortecidos.

Objetiva-se, então, determinar a matriz de receptância do sistema, com base na
entrada de um forçamento harmônico, dado pela equação A.34. Pode-se demonstrar que:

{X} = ([K] + i[D] − ω2[M ])−1{F} = [α(ω)]{F} (2.4)

Sendo que, agora, a matriz de rigidez dinâmica é dada por:

([K] + i[D] − ω2[M ]) = [α(ω)]−1 (2.5)
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Multiplicando-se a equação 2.5 pela a matriz modal normalizada pela massa [Φ] e
pré-multiplicando-se pela transposta da mesma matriz, obtém-se que:

[Φ]T ([K] + i[D] − ω2[M ])[Φ] = [Φ]T [α(ω)]−1[Φ] (2.6)

Onde desenvolve-se a equação 2.6 para se determinar a matriz de receptância:

[α(ω)] = [Φ][diag(λ2
r − ω2)]−1[Φ]T (2.7)

A matriz FRF da receptância [α(ω)] mantém a propriedade de simetria e o prin-
cípio da reciprocidade, de modo que αjk = αkj. Pode-se, por fim, reescrever a receptância
na forma de um somatório, conforme 2.8.

αjk(ω) = Xj

Fk

=
n∑

r=1

ϕjrϕkr

ω2
r − ω2 + iηrω2

r

(2.8)

2.3.2 Propriedades da FRF de sistemas MGDL amortecidos

Assim como para o caso do sistema MGDL não-amortecido, é possível plotar a FRF
de diferentes formas gráficas, objetivando visualizar completamente suas características.
Novamente, utilizou-se o exemplo massa-mola descrito na seção A.5.2 do Apêndice, com
as mesmas rigidezes e massas, entretanto agora adicionando o fator de amortecimento
estrutural para cada elemento, definido como o seguinte vetor:

η = [0, 025 0, 025] (2.9)

Como a receptância FRF é uma função complexa da frequência, é impossível que
se represente-a totalmente utilizando-se somente coordenadas bidimensionais. A represen-
tação completa é feita por meio de uma curva tridimensional que relaciona a parte real
e imaginária com a frequência, cuja reprodução é apresentada na figura 5. Entretanto,
essa visualização tridimensional é difícil para ser utilizada na análise modal, pelo fato
de que características como ressonância precisam ser visualmente observáveis. A projeção
nos planos elucidam diferentes aspectos da FRF, como será observado a seguir.
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Figura 5 – Visualização tridimensional da FRF para o sistema massa-mola amortecido

É importante ressaltar que essa representação é válida também para sistemas não-
amortecidos, entretanto, quando analisa-se sistemas amortecidos, é possível obter outras
visualizações gráficas, tal como o contorno Nyquist (projeção no plano Re(α) - Im(α)),
impossível para o outro sistema devido ao valor nulo da parte imaginária da FRF.

Pela visualização dos eixos da frequência e Re(α) pode-se observar os resultados
de amplitude de deslocamento para a FRF de receptância. A figura 6 apresenta-os, con-
siderando diferentes arranjos de pontos de medição e pontos de excitação, de forma a
completar a matriz de receptância. Plotou-se também a fase do deslocamento, função que
é intrínseca à FRF do sistema.
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Figura 6 – Excitação e leitura de resposta nos possíveis arranjos para um sistema de 2
GDL com amortecimento estrutural

A partir da figura 6 observa-se uma interessante relação entre a magnitude da FRF
e a fase do sistema: quando atinge-se um pico de ressonância a fase decresce em 180o e,
quando atinge-se uma antirressonância, cresce em 180o. Para o caso de um mínimo de
FRF, observa-se que há uma inversão no sinal da fase, como demonstrado por EWINS
(1984). A reciprocidade é válida também para a função de fase.

Outro fato de importância é a influência do amortecimento na atenuação do pico
de magnitude de ressonância e na transição suavizada da função de fase, que para o caso
não-amortecido apresenta uma descontinuidade, devido à singularidade na determinação
da fase. Com o aumento do fator de amortecimento estrutural esses fenômenos são inten-
sificados (INMAN, 2001).

Plotou-se, na figura 7, a representação de Nyquist da FRF de receptância. Sua
utilização é interessante para fazer uso da propriedade de circularidade da FRF no plano
complexo, cujas características geométricas podem ser utilizadas para um método clássico
de análise modal, denomidado método circle fit (KOUROUSSIS, 2012). Uma explicação
mais detalhada sobre a formulação desse método será dada no Capítulo 3.
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Figura 7 – Contorno Nyquist de resposta nos possíveis arranjos para um sistema de 2
GDL com amortecimento estrutural

2.4 Modelagem de sistemas contínuos

Em um sistema contínuo há distribuição contínua de elasticidade e massa, assumindo-
se que o corpo seja homogêneo e isotrópico. Devido à continuidade do sistema, são ne-
cessários infinitas coordenadas para descrever o deslocamento de cada parte do corpo
deformável, assumindo-se, então, infinitos graus de liberdade. Fisicamente, comporta-se
semelhantemente a um sistema discreto, pois se for possível concentrar a massa da es-
trutura numa quantidade finita de pontos, conectadas por elementos elásticos, então o
sistema contínuo será tratado como discreto.

Matematicamente, funções de posição e tempo são necessárias para se descrever o
movimento de um sistema contínuo, resultando-se, portanto, em equações parciais dife-
renciais. Quando associadas a geometrias simples como hastes, vigas ou cascas, as EDPs
podem ser solucionadas analiticamente. Para solucionar sistemas complexos, deve-se par-
tir para métodos numéricos ou combinações de sistemas contínuos simplificados.
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2.4.1 Vibração lateral de vigas

Existem várias teorias para formulação de vigas, dentre as principais: Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Cisalhamento e Timoshenko. Dentre essas, será abordada somente a primeira
teoria (comumente denominada "teoria clássica") devido à sua simplicidade de formula-
ção, além de aproximar bons resultados para modos vibracionais de baixa frequência de
vigas esbeltas. As outras teorias incrementam o modelo de Euler-Bernoulli a partir de
considerações que são apresentadas na tabela 1.

Tabela 1 – Comparação de modelos de formulação para vigas. Fonte: adaptado SEON;
BENAROYA; WEI (1999)

Modelos de viga Momento de flexão lateral Deflexão lateral Deformação cisalhante Momento de inércia de rotação
Euler-Bernoulli X X

Rayleigh X
Cisalhamento X
Timoshenko

2.4.1.1 Hipóteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli

A teoria de Euler-Bernoulli é formulada para o caso de uma viga em flexão pura (su-
jeitada a carregamentos laterais) e carrega as seguintes hipóteses (SEON; BENAROYA;
WEI, 1999):

1. A viga possui comprimento maior que outras dimensões;

2. Constituída de material elástico e homogêneo;

3. Coeficiente de Poisson é negligenciável;

4. Seção transversal simétrica em relação ao plano vertical, contendo a linha neutra;

5. Planos continuam perpendiculares depois da deformação;

6. Pequenos ângulos de flexão;

7. Os efeitos de momento de inércia de rotação são desprezados;

8. A energia envolvida no cisalhamento é desprezada (o empenamento da seção trans-
versal é desprezado).

No entanto, introduzem-se as tensões cisalhantes na teoria de forma a garantir
o equilíbrio da viga. A figura 8 apresenta a característica da hipótese de seções pla-
nas (pequenas deformações, sem mudança de forma associado ao elemento infinitesimal)
comparando-se com um estado de grandes deformações, onde desconsidera-se essa hipó-
tese.
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Figura 8 – Estado de pequenas deformações (acima) e grandes deformações (abaixo)

2.4.1.2 Formulação da teoria de vigas de Euler-Bernoulli para problemas dinâmicos

A demonstração para se determinar a função característica (ou de modo normal)
W (x) da viga de Euler-Bernoulli é apresentada no Apêndice B. Para um sistema contínuo,
um número infinito de funções de modo podem ser definidas, onde, para cada, associa-se
a uma frequência natural. As equações gerais para os referentes parâmetros são:

W (x) =C1(cosβx + coshβx) + C2(cosβx − coshβx)+

+ C3(senβx + senhβx) + C4(senβx − senhβx)
(2.10)

ω = β2
√

EI

ρA
= (βl)2

√
EI

ρAl4 (2.11)

Aqui, C1, C2, C3, C4 são constantes que podem ser determinadas por meio das
condições de contorno impostas para a solução do sistema proposto, assim como o valor
de β, E é o módulo de elasticidade equivalente do material, I é o momento de inércia da
seção transversal da viga, ρ é a massa específica do material, l é o comprimento efetivo
da viga, A é a área da seção transversal. Diferentes tipos de condições de contorno e suas
soluções para as quatro primeiras formas modais são apresentadas no Apêndice B.

É interessante observar que, assim como na formulação para vários graus de li-
berdade, a função que descreve a forma modal para uma estrutura contínua é também
normalizada, aqui pelo comprimento da viga, sendo então uma função adimensional (RAO,
1986).

A obtenção da matriz de receptância para estruturas contínuas segue a mesma for-
mulação que a equação A.40, onde a resposta Xi é representada por Wi, medida em pontos
diferentes da estrutura, relacionando com o forçamento Fj que excita a estrutura também
em um determinado ponto. A partir do arranjo das coordenadas pode-se obter a matriz
de receptância completa, que mantém as mesmas características descritas anteriormente.
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2.5 Método dos elementos finitos para problemas dinâmicos

2.5.1 Teoria geral

O método de elementos finitos é uma ferramenta numérica que faz uso de formula-
ções variacionais e que utiliza métodos de interpolação para solução de problemas de difícil
formulação analítica (PETYT, 2010). O conceito do método é solucionar um problema de
equilíbrio onde discretiza-se uma estrutura global complexa em partições, denominadas
elementos. Os elementos são então conectados, onde pode-se aplicar condições de contorno
de restrição de movimento ou rotação, e de carregamento, solucionando o conjunto por
meio de métodos numéricos de aproximação de resultado (SZABÓ; SZABO; BABUŠKA,
1991). Para uma estrutura aeronáutica complexa, que é formada por componentes de di-
ferentes materiais e geometrias, o MEF é útil para se determinar frequências naturais e
modos vibracionais.

2.5.1.1 Nó, elemento e função de forma

É matematicamente difícil definir uma estrutura complexa com um conjunto de
funções e condições de contorno apropriadas. E é ainda mais difícil resolver analiticamente
um conjunto de funções como essas.

O MEF é particularmente útil na resolução de equações diferenciais complicadas
com soluções numéricas, por meio da aproximação do formato de uma estrutura com
um número finito de segmentos geométricos menores para os quais as funções analíticas
podem ser definidas e resolvidas. O comportamento global da estrutura é determinado
solucionando-se essas funções, onde cada segmento geométrico, denominado elemento, é
conectado por nós, que possuem um número específico de graus de liberdade a depender
de sua formulação. O grau de liberdade pode ser caracterizado por uma unidade física que
deve ser determinado a partir da solução da equação diferencial governante do problema,
como por exemplo deslocamento, velocidade ou pressão. Um nó ou elemento pode ter
diferentes tipos de GDLs. Por exemplo, um elemento de 4 nós 8 GDL pode ter dois GDLs
translacionais ou um GDL translacional e um GDL rotacional em cada nó. A função que
interpola os resultados entre os nós é definida como função de forma, usualmente com
formato polinomial que varia o grau (linear, quadrática, etc) de acordo com a necessidade
de precisão do resultado, entretanto, quanto maior o grau do polinômio mais custoso é
computacionalmente para a sua solução.

Dada uma equação diferencial assumindo a forma:

f(u(x), u(ẋ), u(ẍ), x) = 0 (2.12)

A solução aproximada u(x) pode ser aproximada por meio do truncamento de n
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termos de sua expansão polinomial de Taylor:

u(x) ≃ a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · + anxn =
n∑

i=0
aix

i (2.13)

Pode-se definir a solução aproximada, também, por meio da representação de um
conjunto de GDL nos nós, dado pela seguinte equação:

u(x) ≃ N1(x)u1(x)+N2(x)u2(x)+N3(x)u3(x)+· · ·+Nn(x)un(x) =
n∑

i=0
Ni(x)ui(x) (2.14)

Onde Ni(x) é a função de forma no nó i e ui(x) é o deslocamento nodal, ou de
forma mais geral o GDL nodal, no nó i.

Para um estudo inicial do método será considerado um elemento de barra simples,
com um grau de liberdade e dois nós com interpolação linear. A figura 9 apresenta a
esquematização do elemento com suas características.

u1 u2

u = u(x)

x1 = -1 x2 = 1

Figura 9 – Elemento de barra com dois nós e um grau de liberdade

A solução aproximada para esse elemento, considerando o truncamento da expan-
são polinomial de Taylor é dada por:

u(x) ≃ a0 + a1x (2.15)

Onde u(x) é a solução global, x é a variável global e a0, a1 são coeficientes que
podem ser expressados a partir das coordenadas nodais. O elemento pode, então, ser
representado em forma matricial:

u1

u2

 =

1 x1

1 x2

a0

a1

 (2.16)

Onde têm-se que u1 = u(x1) e u2 = u(x2). A solução para a0 e a1 do sistema 2.16,
aplicando-se na Equação 2.15 resulta em:

u(x) = 1 − x

2
a1 + 1 + x

2
a2 = N1(x)a1 + N2a2 (2.17)

As funções de forma do elemento são representadas, portanto, como:

N =
[

1−x
2

1+x
2

]
(2.18)
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Neste caso, tem-se o elemento de barra unidimensional com dois nós e um grau de
liberdade em cada nó, caso mais simples de análise para se determinar as funções de forma.
Em problemas práticos de engenharia, os elementos bidimensionais e tridimensionais são
usados com muita frequência. Em um software comercial, um elemento 2D geralmente
pode ter até 8 nós e 48 GDL, e um elemento 3D geralmente pode ter até 27 nós e 60
GDLs (os GDLs rotacionais do elemento 3D são frequentemente omitidos). Não importa
quão grande seja o elemento, é sempre necessário encontrar uma expressão para as funções
de forma pois são utilizadas para calcular as matrizes de massa e rigidez do elemento,
como será demonstrado ao longo do texto. SERAFIM (1998) apresenta uma biblioteca
com funções de forma definidas para diversos elementos bidimensionais e tridimensionais,
considerando interpolações quadráticas e lineares.

2.5.1.2 Equação do movimento em MEF

Considerando o problema de autovalor e autovetor estabelecido para um sistema
MGDL onde desconsidera-se o amortecimento e analisa-se a resposta livre, a equação é
dada por:

([K] − ω2
i [M ]){Xi} = 0 (2.19)

Para solucionar a equação 2.19, as matrizes [K] e [M ] devem ser determinadas
para cada elemento componente da discretização adotada. Determina-se por meio das
seguintes expressões, obtidas a partir da formulação variacional do método de elementos
finitos (PETYT, 2010):

[Mi] =
∫

V
[Ni]T ρ[Ni]dV (2.20)

[Ki] =
∫

V
[Bi]T [D][Bi]T dV (2.21)

Definindo-se,

[Bi] = ∂N

∂xi

(2.22)

Onde [Bi] é a matriz de deformação-deslocamento, [Ni] é a matriz de função de
forma, definidos para um elemento i do conjunto global, e [D] é a matriz de elasticidade
do material, que depende de parâmetros do tipo módulo de Young e de cisalhamento, e
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coeficiente de Poisson. Descreve-se a matriz de elasticidade para materiais isotrópicos e
ortotrópicos nas seguintes equações (JONES, 1998):

[D] =


E

1−ν2
Eν

1−ν2 0
Eν

1−ν2
E

1−ν2 0
0 0 E

2(1+ν)

 (2.23)

[D] =



1
Ex

−νyx

Ey
−νzx

Ez
0 0 0

−νxy

Ex

1
Ey

−νzy

Ez
0 0 0

−νxz

Ex
−νyz

Ey

1
Ez

0 0 0
0 0 0 1

Gyz
0 0

0 0 0 0 1
Gxz

0
0 0 0 0 0 1

Gxy


(2.24)

Onde E é o módulo de elasticidade, ν é o coeficiente de Poisson, G é o módulo
de cisalhamento, com relação aos planos xy, xz e yz e seus simétricos. Como todos os
parâmetros podem ser explicitamente determinados, a equação pode ser resolvida direta-
mente. Um conjunto de frequências naturais para cada modo pode então ser calculado.
Os autovetores de cada frequência natural, que são deslocamentos de cada nó sob um
determinado modo, também podem ser calculados, solucionando-se o problema dinâmico
proposto.

2.5.2 Modelagem dinâmica estrutural com o ANSYS Mechanical

De forma geral, softwares MEF dividem a análise em três etapas principais: pré-
processamento, processamento e pós-processamento.

A etapa de pré-processamento inclui a definição dos tipos de elementos, a malha
do sistema, a atribuição de propriedades do material a cada elemento, a definição das
condições de contorno e das cargas. A compreensão dos princípios físicos por trás do
problema é sempre mais importante do que a própria técnica de modelagem em si. Se
as condições de contorno estiverem incorretas ou se o tipo de elemento não for escolhido
corretamente, os resultados poderão estar incorretos.

A etapa de processamento é onde o MEF é aplicado computacionalmente no mo-
delo confeccionado previamente. O modelo pré-processado é importado para um solucio-
nador que, em seguida, montará a matriz de rigidez e calculará todos os graus de liberdade
(GDLs), além de resolver o problema de extração de autovalor e autovetor, por meio de
metodologias numéricas, sendo as principais Block Lanczos, PCG Lanczos, Supernode,
Redução (Householder), como apresenta ANSYS, 2009. A tabela 2 expõe uma compara-
ção na aplicação desses métodos. Apresentadas as aplicações dos métodos, optou-se por
se utilizar o método Block Lanczos nas simulações desenvolvidas no trabalho.
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O processo de extração de autovalores pode levar de segundos a vários dias, de-
pendendo do número de elementos e da capacidade computacional do computador onde
a análise é solucionada.

Tabela 2 – Comparação de métodos de extração de autolavor implementados no ANSYS.
Fonte: (ANSYS, 2009)

Eigensolver Aplicação Memória RAM
requisitada

Armazenamento
Hard Drive
requisitado

Block Lanczos

Empregado para se determinar poucos modos (até 40) de modelos grandes.
Recomendado quando o modelo consiste em elementos sólidos e casca
de baixa qualidade de formação. O solucionador tem boa performance
quando o modelo é formado por uma combinação de elementos de casca
e sólidos

Médio Alto

PCG Lanczos

Empregado para se determinar poucos modos (até 100) de modelos com
muitos GDLs (500K+). O solucionador tem boa performance quando
emprega-se elementos sólidos com boa qualidade para se determinar os
modos iniciais

Médio Baixo

Supernode

Empregado para se determinar muitos modos (10K+) eficientemente.
Utilizado em problemas com elementos 2-D plano ou casca/viga (pelo
menos 100 modos ou mais) e com elementos 3-D sólidos (pelo menos
250 modos ou mais)

Médio Baixo

Reduzido

Empregado para se determinar os modos de pequenos a médios modelos
(menos de 10K GDL). Pode ser utilizado também para se determinar
poucos modos (até 40) de grandes modelos com a correta seleção de
elementos master GDL, onde a acurácia do resultado para frequências
depende fortemente dessa seleção

Baixo Baixo

A etapa de pós-processamento permite a visualização dos dados calculados. Com
base nos GDLs obtidos, gráficos diferentes podem ser plotados com base na preferência
do usuário. Por exemplo, pode-se escolher o estresse ou a distribuição de deformação ou
deslocamento, onde o último é útil para a visualização dos modos vibracionais (magnitude
de deslocamento).
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3 Análise Modal Experimental

3.1 Introdução

Análise modal experimental (AME) é um processo usado para analisar um modelo
dinâmico de uma estrutura ou sistema que seja linear e invariante no tempo, denominado
modelo modal, que é caracterizado por parâmetros modais, ou seja, por frequências natu-
rais, taxa de amortecimento e modos vibracionais (EWINS, 1984). Com esses parâmetros
é possível extrair a matriz de massa, de amortecimento e de rigidez do modelo modal
completo. Uma das várias aplicações para utilização da abordagem experimental em aná-
lise modal está relacionada com a calibração e correlação de resultados obtidos por meio
de modelos teóricos, caso de interesse do referente trabalho. Para a efetiva execução da
análise utiliza-se conhecimentos de diversas áreas tais como técnicas de instrumentação,
processamento digital de sinais, teoria de vibrações e identificação de sistemas.

Quando realiza-se análises modais experimentais deve-se levar em consideração
algumas premissas básicas acerca do sistema mecânico ou da estrutura, são elas:

• A estrutura é assumida como linear, o que significa que a resposta à aplicação
simultânea de forçamento na estrutura é a soma de respostas locais (individuais)
relacionada a cada forçamento atuante;

• Os parâmetros da estrutura são invariantes com o tempo;

• A estrutura obedece à condição de reciprocidade. Em outras palavras, a FRF entre
os pontos 1 e 2 pode ser determinada por meio de excitação no ponto 1 e medindo-se
no ponto 2, devendo corresponder à mesma FRF quando realizado o oposto.

3.2 Sistemas de medição

O setup de uma AME inclui quatro componentes principais: um sistema de exci-
tação, que promove uma entrada de forçamento mensurável, em uma estrutura de teste,
um transdutor que transforme a vibração mecânica do sistema (dado em termos de deslo-
camento, velocidade ou aceleração) em um sinal elétrico, e, finalmente, de um analisador,
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para processamento de sinal, de forma a obter funções de resposta em frequência. A figura
10 esquematiza os elementos que compõe um sistema de medição para AME.

Figura 10 – Setup de sistema de medição para análise modal experimental. Fonte: adap-
tado de FU; HE (2001)

3.2.1 Sistemas de excitação

O sistema de excitação é responsável pelo forçamento externo da estrutura, durante
a AME, fornecendo um sinal de entrada conhecido e controlado, cuja resposta do sistema
é monitorada.

A escolha de um excitador específico depende de fatores tais como amplitude de
forçamento desejado, propriedades físicas do excitador e acessibilidade da estrutura a
ser ensaiada. Os tipos de excitadores mais comuns utilizados são por meio de shakers
eletrodinâmicos, eletrohidráulicos ou inerciais, e martelos de impacto manuais ou auto-
máticos, como apresenta EWINS (1984). Apesar de existirem diversos tipos de shakers, a
explicação de cada tipo transcende o escopo do trabalho, tratando-se aqui somente do ele-
trodinâmico. A partir da figura 11 apresenta-se um modelo real de shaker eletrodinâmico
instalado em um experimento, cujo princípio de funcionamento baseia-se na produção de
força axial que é proporcional à corrente elétrica de entrada no sistema, controlada por
meio de sinais digitais. Essa corrente elétrica circula em uma bobina que converte-a em
campo magnético, atuando um eixo concêntrico à mesma. A força fornecida pelo equi-
pamento é, portanto, proporcional ao fluxo magnético e à corrente que passa através da
bobina, e ao comprimento do fio dentro do campo de fluxo (LANG; SNYDER, 2001).

Um detalhe acerca da construção de experimentos com shakers está na união entre
a estrutura a ser medida e o equipamento, que normalmente é realizada por meio de um
acoplamento de stinger e transdutor, que quando não utilizado pode acabar acrescendo o
modelo com massa não original à estrutura. A utilização de stingers auxilia no isolamento
da massa inerente ao shaker à parte da estrutura a ser excitada. Por fim, a utilização
de shakers permite a aplicação de uma variedade de excitações com sinais periódicos,
transiente e aleatórios a serem utilizados na estrutura de teste (AVITABILE, 2017).
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(a)

(b)

Figura 11 – Detalhe no setup de shaker/stinger/transdutor (a) Vista explodida de mon-
tagem (b) Conjunto conectado a uma estrutura. Fonte: Avitabile (2017)

Outro tipo de excitação comumente utilizada é a por meio de martelo de impacto,
sendo este manual ou automático, conforme apresenta a figura 12. Sua utilização elimina o
acréscimo de massa na estrutura por parte do aparato experimental de excitação. O equi-
pamento consiste basicamente em um transdutor de forças atrelado à ponta do martelo,
onde os sinais da força de entrada são lidos e amplificados. A amplitude do forçamento de
entrada depende do peso do martelo, o tipo de ponta utilizada (aço, plástico, borracha) e
da velocidade de impacto. O ensaio utilizando o martelo de impacto requer uma prepara-
ção mais simples que aquele que utiliza shaker como fonte de excitação, entretanto, para
o martelo manual, a produção de impulsos repetíveis é comprometida, principalmente em
questão da excitação em locais diferentes, com amplitudes de forçamento distintos e por
conta de repiques inerentes ao impacto (AVITABILE, 2017). Consequentemente, a medi-
ção usualmente não é repetível. A utilização de martelos de impacto automáticos entra
com a vantagem de se impor consistência na coleta de dados, pois garante repetibilidade
nos impactos, além de poder ajustar a faixa de amplitude de forçamento a ser inserido.
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Figura 12 – Setup experimental de retrovisor automotivo com excitação por martelo de
impacto manual. Fonte: m+p International (2007)

3.2.2 Transdutores

Para medir a resposta e a entrada de forçamento durante a AME, os transdutores
são necessários, sendo os mais comumente empregados feitos de materiais piezoelétricos,
como cristais sintéticos. Acelerômetros, medidores de força e cabeças de impedância são
três tipos de transdutores piezelétricos disponíveis (EWINS, 1984). A discussão deta-
lhada de todos esses tipos de transdutores piezelétricos está além do escopo do trabalho,
portanto, limita-se apenas a acelerômetros.

Materiais piezelétricos produzem carga elétrica quando submetidos a estresse me-
cânico. Transdutores feitos de materiais piezoelétricos induzem um sinal de tensão pro-
porcional à quantidade sendo medida, força ou aceleração (MMF, 2001).

Normalmente, a resposta dinâmica de uma estrutura de teste excitada é medida
por um ou mais acelerômetros piezoelétricos conectados à estrutura. Acelerômetros são
dispositivos de medição de aceleração com um amplificador integrado. Geralmente consiste
em duas massas (massa sísmica e corpo). Força de inércia da massa sísmica é exercida
sobre os cristais durante a vibração, que agem de forma semelhante a molas rígidas.
Enquanto a massa sísmica e o corpo se moverem juntos, a saída do transdutor será pro-
porcional à aceleração do corpo e da estrutura à qual ele está conectado (EWINS, 1984),
a figura 13 apresenta uma vista em corte de um acelerômetro piezoelétrico de compressão,
especificando os componentes associados. Três características principais que tipicamente
influenciam a escolha de um acelerômetro são: massa, sensibilidade e faixa de frequên-
cia. A mais alta sensibilidade possível é necessária para testes estruturais, no entanto,
quanto maior a sensibilidade, mais pesado o transdutor. Para medições de resposta muito
baixas, acelerômetros de alta sensibilidade podem ser necessários, enquanto para testes
estruturais leves são necessários acelerômetros leves. A frequência medida é geralmente
dentro da faixa de frequência de ressonância dos acelerômetros. Como os acelerômetros
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piezoelétricos são dispositivos de saída de alta impedância que produzem tensões muito
baixas, devem ser empregados condicionadores de sinal, como amplificadores de tensão.

Figura 13 – Vista em corte de acelerômetro piezoelétrico de compressão. Fonte: adaptado
MMF (2001)

3.2.3 Principais diferenças entre ensaios com shaker e martelo de impacto

Para compreender as diferenças entre os ensaios por excitação de shaker e martelo
de impacto é interessante montar a matriz de transferência (receptância). Para conside-
rações práticas, os índices adotados para a matriz de transferência referem-se ao ponto
de medição de resposta e à aplicação de forçamento, respectivamente. Sendo assim, por
exemplo, o termo HXY representa a medição de resposta no ponto X, aplicando-se o for-
çamento no ponto Y. Os valores que compõe a matriz de transferência foram decididos
para uma quantidade específica de pontos de amostragem na montagem do procedimento
experimental, distribuídos de forma equidistante na estrutura. Assim, a mesma é descrita
pela seguinte equação:



X1

X2
...

Xn


=


H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n

... ... . . . ...
Hn1 Hn2 · · · Hnn





F1

F2
...

Fn


(3.1)

Uma notável diferença na configuração dos referentes métodos de excitação é que,
para a medição com shaker, comumente realizada-se analisando uma das colunas da matriz
de transferência, ou seja, excita-se no mesmo ponto, medido os deslocamentos nodais com
transdutores em diferentes pontos, conforme apresenta a figura 14 (a). Para o método
de excitação com martelo de impacto, comumente analisa-se uma das linhas da matriz
de transferência, ou seja, mede-se o deslocamento da estrutura em um ponto específico,
excitando-a em diferentes locais, conforme é demonstrado na figura 14 (b).
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(a) (b)

Figura 14 – Cenários itinerantes num ensaio com (a) shaker e (b) martelo de impacto.
Fonte: AVITABILE (2017)

Em questão de resultados das FRFs, pela teoria não há diferença entre a excitação
ser por shaker ou martelo de impacto, os resultados devem ser os mesmos. Entretanto, o
sistema submetido a testes está sujeitado à massa adicional da suspensão da estrutura e
dos transdutores montados, ou o acréscimo de rigidez local devido à inclusão do arranjo
shaker-stinger, por exemplo. Dessa forma, por mais que a teoria não indique diferenças
entre as formas de excitação, aspectos práticos influenciam nos resultados (AVITABILE,
2017).

3.3 Preparação do ensaio e testes preliminares

Diversos aspectos práticos são empregados na preparação do ensaio quando se
objetiva extrair resultados realistas, como apresenta EWINS (2000). Dentre eles, pode-se
citar:

• A escolha dos locais de excitação e medida de respostas, além da faixa de frequência
de interesse de análise, devem ser especificados. Baseia-se a decisão na quantidade
e nos tipos de modos que deseja-se caracterizar, sendo uma recomendação prática
efetuar uma modelagem teórica preliminar para orientar as decisões;

• A forma de introduzir a vibração na estrutura é um aspecto fundamental no projeto
do experimento. A escolha do tipo de excitação é baseada no tamanho da estru-
tura, quantidade de medidas do ensaio, disponibilidade de equipamentos. Como foi
apresentado, as ferramentas mais usuais para excitação são o martelo de impacto
(vibração transiente) e o shaker eletrodinâmico, que permite inserir uma variedade
de sinais (senoidal, chirp, aleatório, dentre outros);
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• A condição de contorno é etapa ímpar na configuração do experimento. Em suma,
o modelo teórico e experimental devem estar submetidos às mesmas condições de
contorno de operação da estrutura real, visando obter resultados realistas. Toda-
via, dificuldades práticas na definição de fixações rígidas (a exemplo restrições de
deslocamento, rotação ou engaste1) tornam a escolha da condição livre-livre mais
susceptível, devido à facilidade de reprodução, normalmente feita utilizando sus-
pensões flexíveis. Nesses casos de escolhas de condições de contorno diferentes das
reais, ajusta-se o modelo teórico ao apoio simplificado e, posteriormente, impõe-se
a condição de contorno real;

• A instalação da instrumentação na estrutura deve ser realizada de maneira cautelosa
para que não se gere um erro sistemático na medição, principalmente em testes com
grande quantidade de pontos de medida. O tipo de sensoriamento utilizado, sua
instalação na estrutura e um mapeamento completo do modelo instrumentado são
procedimentos de importância ímpar para garantir qualidade dos resultados de uma
análise modal experimental.

3.4 Extração de parâmetros modais

A extração de parâmetros modais é uma técnica de análise modal experimental
que requer os dados de FRF medidos de um sistema dinâmico, associando-os com os três
parâmetros modais (frequência, amortecimento e modo vibracional), existindo algoritmos
de identificação tanto no domínio do tempo quanto no da frequência. EWINS (1984)
apresenta vários procedimentos existentes, com graus de complexidade distintos, que en-
volvem a análise, ou ajuste de curva, para parte de uma FRF, depois para uma curva
abrangendo várias ressonâncias e, finalmente, para um conjunto de FRFs relacionadas na
mesma estrutura.

Dentre esses métodos desenvolvidos, pode-se citar os de um grau de liberdade,
onde os parâmetros modais são obtidos para modos isolados, analisando-se FRFs indivi-
dualmente, métodos de múltiplos graus de liberdade (local curve fitting), onde parâmetros
modais são definidos considerando-se a influência de outros modos vibracionais simulta-
neamente, sendo essa análise útil quando frequência e amortecimento não são constantes
entre as medidas (AVITABILE, 2017); os métodos globais (global curvefitting), que per-
mitem identificar modos simultaneamente de FRFs distintas, a partir de uma mesma
referência ou ponto de excitação (linha ou coluna da matriz de transferência), e, por fim,
os métodos de polireferência (polyreference curvefitting), que são métodos globais que per-
mitem o processamento de FRFs distintas relativas a vários pontos de referência (mais de
uma linha ou coluna da matriz de transferência). Embora com diferentes complexidades
1 Condição de contorno que restringe todos os graus de liberdade de deslocamentos e rotação, difi-

cilmente reprodutíveis em procedimentos experimentais devido à existência de folgas, dentre outros
erros sistemáticos presentes
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de modelagem e processamento de dados, o fundamento dos métodos descritos consiste em
obter um equacionamento que reproduza por trechos ou integralmente as FRFs obtidas
experimentalmente.

É importante ressaltar que não existe, entretanto, um método ideal para solucionar
qualquer sistema dinâmico, devendo-se analisar as aplicações caso a caso. Para fins de
aplicação prática, é interessante que exista acessibilidade a mais de um método durante
a condução de ensaios.

3.4.1 Composição dos modos vibracionais

Duas questões essenciais quando emprega-se métodos de extração de parâmetros
modais são: quantos modos vibracionais entre um intervalo de frequência podem ser ob-
tidos e, se um pico de ressonância específico de uma FRF realmente representa o deslo-
camento de um ponto do sistema para caracterizar a forma modal.

Na Seção A.5.2 apresentou-se diferentes formas de representação de uma FRF,
sendo esse um procedimento essencial para correta identificação dos modos, pois alguns
deles permitem obter a amplitude de deslocamento de um ponto da estrutura. A identi-
ficação dos modos é possível quando utiliza-se a escala de módulo (absoluto) em função
da frequência para plotar uma FRF, entretanto, há dois cenários em que deve-se fazer
uma ressalva: nem todo modo vibracional pode ser representado por qualquer que seja
o conjunto de FRF analisado, e nem todo pico de ressonância caracteriza um modo da
estrutura. Uma explicação para o primeiro cenário é que o ponto de referência (medição de
resposta) não pode estar localizado no nó de um modo, caso contrário o referente modo
não poderá ser observado nas FRF medidas e, por conseguinte, não será determinado
(AVITABILE, 2017).

A identificação dos modos deve ser feita, portanto, baseando-se em várias curvas
FRF dispostas com mesmas escalas, isso garantirá que os modos de vibração tornem-
se mais destacados no gráfico total, não prevalecendo os picos que não representam os
modos (FU; HE, 2001). A figura 15 esquematiza a composição modal a partir de dois
experimentos: com excitação de entrada utilizando-se um (a) shaker e (b) martelo de
impacto.
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(a)

(b)

Figura 15 – Extração de modos vibracionais a partir de ensaio com (a) shaker e (b) mar-
telo de impacto. Fonte: adaptado ELKHATIB (2003)

3.4.2 Métodos de extração de parâmetros modais

Esta seção tem por finalidade apresentar a teoria para extração de parâmetros
modais que melhor representam a característica de resposta de uma estrutura testada.
Mais detalhes de diferentes métodos são apresentados em Ewins (1984).

Um método muito bem estabelecido é o de ajuste de curva de um grau de liberdade
(1GDL), conhecido por Circle-Fit. O método, em essência, baseia-se no fato de que, em
frequências próximas à natural, a função mobilidade pode ser aproximada a um sistema
de 1GDL adicionada a um termo de compensação constante que corresponde pelos outros
modos. O procedimento funciona ajustando a curva de um círculo aos pontos de dados
medidos e aproximando-se do gráfico polar de fase do sistema da função de resposta de
frequência que tem uma natureza circular (gráfico de Nyquist). O método é bastante
versátil, entretanto deve-se ter cuidado ao utilizá-lo em estruturas que possuem modos
muito próximos ou que sejam muito amortecidos, que pode causar falta da seção circular
completa (EWINS, 1984).

O método Circle-Fit é baseado na circularidade do contorno de Nyquist. Considerando-
se amortecimento estrutural, a função de receptância α(ω) (dada pela equação 2.8) per-
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corre um contorno circular perfeito, descrito pela seguinte equação

[Re(α)]2 +
(

Im(α) + 1
2h

)2
= 1

2h
(3.2)

Onde h é o amortecimento histerético ou estrutural.

Pode-se assumir que nas vizinhanças de um modo vibracional, a contribuição de
todos os outros modos pode ser negligenciada. A FRF de receptância de um sistema
MGDL amortecido estruturalmente é dada na forma da equação 3.3.

Hjk(ω) =
N∑

r=1

ΦjrΦkr

(ω2
r − ω2 + jηrω2

r)
(3.3)

Caso deseje-se analisar o r-ésimo modo, têm-se que

Hjk(ω) = ΦjrΦkr

(ω2
r − ω2 + jηrω2

r)
+

N∑
s=1
s ̸=r

ΦjrΦkr

(ω2
r − ω2 + jηrω2

r)
(3.4)

O termo à direita de soma pode ser aproximado à uma constante complexa, resul-
tando em

Hjk(ω) = ΦjrΦkr

(ω2
r − ω2 + jηrω2

r)
+ Bjk (3.5)

Assim, a circularidade do contorno de Nyquist não mudará, exceto que o círculo é
deslocado a uma distância da origem do plano complexo pela constante complexa Bjk.

O procedimento consiste em primeiro encontrar a frequência natural, em seguida,
derivar o fator de amortecimento e, finalmente, a constante modal. A precisão deste mé-
todo é significativamente melhorada em comparação com o método Peak-Picking (FU;
HE, 2001). Após a seleção dos pontos da FRF na vizinhança do pico de ressonância, a
frequência natural pode ser encontrada no local onde ocorre a mudança máxima de arco
no círculo de Nyquist. A figura 16 apresenta a representação de um círculo de Nyquist.

The summation term can be approximated by a complex constant, such that

𝐻𝑗𝑘(𝜔) = Φ𝑗𝑟Φ𝑘𝑟

𝜔2
𝑟 − 𝜔2 + 𝑗𝜂𝑟𝜔2

𝑟

+ 𝐵𝑗𝑘 (8.21)

thus, the circularity of the Nyquist plot shall not change except that the circle is shifted a
distance away from the origin of the complex plane by the complex constant 𝐵𝑗𝑘.

The procedure consists of first find the natural frequency then derive the damping
loss factor and finally the modal constant. The accuracy of this method is significantly
improved comparing to the peak-picking method (Fu & He, 2001). After the selection of
FRF points at the vicinity of the resonance peak, the natural frequency can be found at
the location where maximum arc change occurs on the Nyquist circle. Figure 8.1 shows
the a representations of a Nyquist circle.

Re
Im

𝛾
𝜔 = 0

𝜔𝑎

𝜔𝑏

𝜃𝑎𝜃𝑏

1
2𝜃𝑏

1
2𝜃𝑎

Re
Im

𝛾
𝜔 = 0

𝜔𝜃

Figure 8.1 – Nyquist circle showing relevant angles for modal analysis.

From the relevant angles showing in Figure 8.1 and knowing that tan(ℑ/ℜ), hence

tan
(︃

𝜃

2

)︃
= tan(90𝑜 − 𝛾) = ℜ(𝛼)

ℑ(𝛼) = 𝜔2
𝑟 − 𝜔2

𝜔2
𝑟𝜂𝑟

, (8.22)

from which we obtain

𝜔2 = 𝜔2
𝑟

(︃
1 − 𝜂𝑟 tan 𝜃

2

)︃
. (8.23)

Differentiate Equation (8.23) with respect to 𝜃 we obtain a measure of the rate at
which the locus sweeps around the circular arc, i.e.

𝑑𝜔2

𝑑𝜃
= −𝜔2

𝑟𝜂𝑟

2

⎡⎣1 +
(︃

1 − (𝜔/𝜔𝑟)2

𝜂𝑟

)︃2
⎤⎦ , (8.24)

and it reaches a maximum value when 𝜔 = 𝜔𝑟, which can be shown by further differentiating
with respect to the frequency and equaling to zero

𝑑

𝑑𝜔

(︃
𝑑𝜔2

𝑑𝜃

)︃
= 0, 𝑤ℎ𝑒𝑛 (𝜔2

𝑟 − 𝜔2) = 0. (8.25)
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Figura 16 – Círculo Nyquist apresentando ângulos relevantes para a análise modal
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Para os ângulos relevantes apresentados, têm-se que

tan

(
θ

2

)
= tan(90o − γ) = ω2

r − ω2

ω2
rηr

(3.6)

De onde obtém-se,

ω2 = ω2
r

(
1 − ηrtan

θ

2

)
(3.7)

Diferenciando a equação 3.7 em relação à θ obtém-se uma função que descreve a
taxa de variação do arco de círculo. A mesma é dada por

dω2

dθ
= −ω2

rηr

2

1 +
(

1 − (ω/ωr)2

ηr

)2
 (3.8)

Que assume valor máximo quando ω = ωr, isso pode ser demonstrado por meio
de uma seguinte derivação da equação 3.8 com respeito à frequência e igualando-a a zero
(ponto crítico da função), como mostra a seguinte expressão

d

dω

(
dω2

dθ

)
= 0, quando (ω2

r − ω2) = 0 (3.9)

O fator de amortecimento pode ser determinado a partir dos pontos cartesianos
da FRF (a exemplo aqui o ponto "a"da figura 16) utilizando a equação 3.6 reescrita como

ηr = ω2
r − ω2

a

ω2
r

1
tan(θa/2)

(3.10)

Teoricamente, o fator de perda de amortecimento deve ser constante. No entanto,
devido ao ruído de medição, não-linearidade e erros, o fator de perda de amortecimento
estimado varia para diferentes pontos de dados (EWINS, 1984). Essa variação pode ser
útil para indicar a precisão da análise.

A última grandeza que pode ser extraída do contorno Nyquist é a constante modal,
que pode ser expressa utilizando as formas modais

Arjk
= ΦjrΦkr (3.11)

A constante modal pode ser obtida a partir do diâmetro Drjk
, que é conveni-

entemente quantificado na localização da frequência natural (consequentemente têm-se
também o ângulo de fase modal)

Drjk
=

Arjk

ω2
rηr

ou Arjk
= Drjk

ω2
rηr (3.12)

32



3.5 Correlação entre modelo teórico e experimental

Uma vez que os parâmetros modais tenham sido extraídos, é comum que se realize
uma comparação entre o comportamento dinâmico previsto da estrutura de teste e aque-
les observados em experimentos. O processo de verificação da precisão dos parâmetros
dinâmicos preditos e medidos experimentalmente é denominado como validação de um
modelo (EWINS, 1984). Alguns dos métodos comumente utilizados são:

• Ortogonalidade de vetor modal;

• Consistência de vetor modal (MAC - Modal Assurance Criterion);

• Comparação direta.

3.5.1 Ortogonalidade de vetor modal

Essa metodologia é composta pela utilização de vetores modais e da matriz de
massa derivada de modelagem em FEM, os quais são utilizados para verificar a ortogo-
nalidade entre os vetores modais obtidos experimentalmente. Os vetores modais expe-
rimentais e analíticos são reduzidos para que os termos diagonais da matriz de massa
modal sejam unitários. Com esta forma de redução, espera-se que os valores dos termos
não-diagonais na matriz de massa modal sejam inferiores a 0,1 (10 por cento dos termos
da diagonal).

A teoria mostra, em termos de amortecimento proporcional, que cada um dos sis-
temas de vetores modais será ortogonal a todos os outros quando ponderados por massa,
rigidez ou matriz de amortecimento. Entretanto, em termos práticos, essas matrizes são
acessíveis principalmente por meio da análise de elementos finitos e, como a matriz de
massa é considerada o termo mais preciso, outras discussões suplementares relativas à or-
togonalidade são feitas com referência à ponderação da matriz de massa. Como resultado,
a relação de ortogonalidade é dada por:

[ORT AX ] = [ΦA]T [MA][ΦX ] (3.13)

Onde [ΦA] e [ΦX ] são as matrizes modais para a análise teórica e experimental,
respectivamente, e [MA] a matriz de massa generalizada dos modos, obtida por meio
de análise teórica. Resultados de [ORT AX ] que se aproximem da matriz identidade [I]
indicam um modelo melhor. Experimentalmente, a multiplicação referente à Equação 3.13
raramente retorna valores nulos fora da diagonal, entretanto, resultados até um décimo
da magnitude da massa generalizada de cada modo são considerados aceitáveis, critério
esse adotado na indústria aeroespacial (ALLEMANG, 2003).
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A relação de ortogonalidade também pode ser definida entre os modos experimen-
tais, novamente em relação à matriz de massa teórica, valendo-se também de que [ORT ]
mais próximo da matriz [I] seja o ideal. A relação é descrita pelo seguinte equacionamento:

[ORT XX ] = [ΦX ]T [MA][ΦX ] (3.14)

3.5.2 Consistência de vetor modal

A matriz de função de resposta de frequência típica contém dados indesejados com
referência a um vetor modal, e isso pode ser atribuído a alterações nos locais de excitação
ou técnicas de extração de dados modais. Portanto, a consistência dos vetores modais
estimados pode ser útil ao avaliar vetores modais experimentais (ALLEMANG, 2003),
onde os resultados podem ser contrastados por meio de um critério de garantia modal
escalar.

O critério de garantia modal (MAC - Modal Assurance Criterion) valora o grau
de consistência, ou linearidade, entre os vetores modais estimados, e é dado pela seguinte
equação:

MACAX
ij =

∣∣∣{ΦX
i }T {ΦA

j }
∣∣∣2

{ΦX
i }T {ΦX

i }{ΦA
j }T {ΦA

j }
(3.15)

Onde, {ΦX} é o vetor modal associado à análise experimental e modo i, {ΦA} é o
vetor modal associado à análise teórica e modo j.

O critério retorna valores de zero (representando nenhuma correspondência consis-
tente) até um (representando, portanto, uma correspondência consistente). Dessa forma,
se os vetores modais sob consideração realmente exibem uma relação linear consistente, o
critério de garantia modal deve se aproximar da unidade, por conseguinte, [MAC] ≃ [I].
É importante ressaltar que o critério MAC não indica medida efetiva ou ortogonalidade
entre os modos, mas sim correspondência consistente.

Pode-se também definir o critério MAC para verificar a correspondência entre os
modos experimentais, valendo-se das mesmas características descritas anteriormente. A
equação que descreve o critério com parâmetros experimentais é dada por:

MACXX
ij =

∣∣∣{ΦX
i }T {ΦX

j }
∣∣∣2

{ΦX
i }T {ΦX

i }{ΦX
j }T {ΦX

j }
(3.16)

3.5.3 Comparação direta

Para que seja possível aplicar métodos de ajuste de modelo, objetivando validá-lo,
é necessário realizar uma comparação entre resultados numéricos e experimentais, que
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pode ser de natureza quantitativa ou qualitativa. Alguns procedimentos comuns para se
realizar o método, conforme EWINS, 1984, são:

• Comparação entre frequências naturais teóricas e experimentais por meio de ferra-
mentas estatísticas de correlação de dados, um gráfico com eixos que relacionem as
duas medidas de naturezas distintas, onde o resultado para melhor correlação entre
modelos é quando se obtém uma reta com inclinação de 45o; o benefício desta técnica
é que, não só se vê o nível de correlação entre os dois conjuntos de resultados, mas
também a natureza das discrepâncias existentes. Para inclinações diferentes da es-
pecificada, consideram-se erros sistemáticos no sistema, já para pontos espalhados,
pode-se assumir falta de correlação entre as medições;

• Comparar as FRFs experimentais e teóricas, por meio de gráficos superpostos,
aplicando-se as taxas de amortecimento obtidas experimentalmente na FRF teó-
rica;

• A comparação entre modos naturais pode ser feita de maneira qualitativa, onde
pode-se sobrepor, utilizando ferramentas computacionais, os modos teóricos e ex-
perimentais da estrutura deformada. Além disso, pode-se tratar a comparação de
maneira quantitativa, fazendo uso dos parâmetros de ortogonalidade e consistência
de vetor modal (MAC).

3.6 Toolbox EasyMod para análise modal experimental

EasyMod é uma toolbox open-source, integrada ao MATLAB e Scilab, para rea-
lização de análise modal. Essa ferramenta possui uma série de funções que permitem a
identificação dos parâmetros modais e suas subsequentes validações. Atualmente, têm-se
disponíveis as funções que realizam os cálculos utilizando os métodos Circle-Fit, Line-Fit
e Least Square Complex Exponential. Além disso, algumas funções relevantes são ofere-
cidas para completar uma análise modal: operações na função de resposta de frequência
(FRF), geração de FRF a partir de matrizes de massa, amortecimento e rigidez, critério
M.A.C. e colinearidade modal (KOUROUSSIS et al., 2012).

Devido à praticidade e à confiabilidade do uso da ferramenta para a realização de
extração de parâmetros modais de uma AME clássica, optou-se pelo seu uso no desenvol-
vimento deste trabalho. Os seguintes trabalhos utilizaram o EasyMod como ferramenta
para extração de parâmetros modais DOMINGUES et al. (2017), KRATTIGER et al.
(2016), MOLINA-VIEDMA et al. (2018), dentre muitos outros.

Um guia completo da utilização da ferramenta foi disponibilizado no trabalho de
KOUROUSSIS et al. (2012), por onde é possível compreender a utilização da toolbox
no que tange à sua ativação no MATLAB, toda a parte de pré-processamento e pós-
processamento dos dados de entrada.
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4 Resultados e discussões

4.1 Introdução

Neste capítulo apresenta-se um estudo de caso para determinação das funções de
resposta em frequência de uma estrutura que é comumente utilizada na manufatura de
protótipos para testes, que é a longarina principal tubular da asa, por meio de abordagens
experimentais e numéricas. Com o estudo, mostra-se a convergência de resultados numé-
ricos para diferentes níveis de discretização de elementos finitos, comparando-os com as
soluções experimentais, apresentando também etapas para atualizar o modelo numérico
de forma que seus resultados estejam em concordância com os experimentais.

Apresenta-se também a modelagem em elementos finitos da asa do protótipo con-
feccionado pela equipe Draco Volans Aerodesign, detalhando a composição e aspectos
construtivos em comparação com as simplificações adotadas para o modelo numérico. Os
resultados dos parâmetros modais para os primeiros modos do modelo são apresentados.

Em seguida, apresenta-se os procedimentos, execução e resultados do Ground Vi-
bration Testing (GVT) realizado. A etapa final é propor um algoritmo de atualização de
modelo numérico que aproxime-os aos resultados experimentais.

Todos os resultados numéricos apresentados foram obtidos por meio de um note-
book Intel Core i7-5500U, 2.40 GHz, dispondo de 8 GB de RAM (DDR3), com sistema
operacional Windows 10, utilizando-se o software ANSYS Mechanical APDL 18.1 Acade-
mic.

4.2 Estudo de caso: estruturas de longarina tubular

Na aplicação do Método dos Elementos Finitos (MEF) para análise de estruturas
reais são diversos os componentes que apresentam comportamentos regidos por formu-
lações de viga, casca, sólido, dentre outras. Dessa forma, como o objetivo é fazer uma
representação aproximada de um corpo de característica contínua, sendo ele subdividido
ou não, deve-se considerar dois aspectos de importância para análise: o tipo de elemento
finito utilizado para descrever a estrutura e suas conexões, e a quantidade dos mesmos que
deve ser empregada para aproximar suficientemente a resposta, como apresenta BRAN-
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CHEAU (2015).

Seguindo esse aspecto, longarinas são vigas estruturais que fornecem rigidez à
flexão e torção em asas, sendo os elementos que mais contribuem para essa característica,
o que significa que devem ser capazes de suportar esforços distribuídos ao longo da asa,
peso concentrado da própria estrutura e outros carregamentos que eventualmente são
transmitidos (RAYMER, 2012). No âmbito do Aerodesign, é comum utilizar tipos de
materiais com alta resistência específica para a confecção desse componente, dentre eles
madeira balsa, espuma estrutural de alta densidade, materiais compósitos (fibra de vidro
ou carbono), metais de baixa densidade (alumínio, por exemplo). Além disso, a geometria
da seção (viga tubular circular, caixão, etc) é outro parâmetro de projeto levado em
consideração, sempre visando maximizar a rigidez flexural/torcional e minimizar a massa
do componente.

O presente estudo de caso objetiva verificar a aplicação da teoria desenvolvida para
vibração lateral de vigas, pela abordagem numérica, associada a um procedimento experi-
mental para determinação da FRF de acelerância por excitação transiente em um Corpo
de Prova (CP) que representasse a estrutura de uma longarina principal com geometria
e dimensões comumente utilizadas pela equipe Draco Volans na confecção de protótipos.
Inicialmente faz-se um estudo em um material simplificado para validação do método
(tubo de alumínio 6063, CP-01), e, posteriormente, analisa-se uma longarina laminada
com fibra de carbono (compósito, CP-02).

Em ambos os casos definiu-se a condição de contorno livre-livre para análise, não
restringindo nenhum grau de liberdade da estrutura, justificado pela facilidade de mon-
tagem do ensaio experimental.

4.2.1 CP Alumínio 6063 - CP-01

O CP analisado é composto por um tubo de alumínio 6063 de seção circular com
diâmetro, comprimento e espessura de parede apresentados na figura 17.

930 mm

1,6 mm

38,1 mm

Figura 17 – Dimensões CP longarina principal

Ensaios de vibração transiente por meio da aplicação de um forçamento de impulso
foram realizados nos CPs, em condição de contorno livre-livre (suspenso em espuma leve),
como já especificado. O forçamento foi aplicado a partir de um martelo de impacto (modelo
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086E80) e a aceleração medida utilizando-se um acelerômetro cerâmico uniaxial (modelo
ICP® 352A21). Informações técnicas sobre os dois sensores encontram-se nos Anexos A.1
e A.2. O sensor e o martelo de impacto são conectados à placa de aquisição de dados
(hardware modelo VIB-E-220) e, por meio do software Polytec Vibrometer, que contém
o analisador FFT, pôde-se obter a FRF da excitação na estrutura, que, por conseguinte,
nos possibilita determinar as primeiras frequências de ressonância da estrutura, que se
aproximam da frequência natural da estrutura (RAO, 1986). Realizou-se um conjunto
de 5 repetições de medição objetivando garantir consistência nos padrões de resposta de
vibração, conforme recomenda AVITABILE (2017).

Para se realizar a medição, colou-se o acelerômetro, com cera especificada pelo
fabricante, a uma distância de aproximadamente 10% do comprimento da viga, excitando-
se na extremidade oposta, à mesma proporção de distância, utilizando-se um suporte
para que a sucessão de impactos fosse realizada o mais próximo possível do mesmo ponto
(garantindo coerência de análise). A medição realizada dessa forma tem a finalidade de
poder identificar a maior quantidade de frequências de ressonância, tendo em vista a
característica da matriz de receptância em representar a FRF de formas diferentes para
pontos de excitação e coleta de dados distintos, de acordo com EWINS (1984). A figura
18 apresenta o set-up do ensaio.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 18 – (a) Set-up experimental para ensaio de vibração transiente livre-livre no CP-
01, (b) Fixação do acelerômetro em uma extremidade do CP-01, detalhe
na utilização da espuma nas laterais do tubo para evitar rotação do tubo,
(c) Placa de aquisição de dados modelo VIB-E-220, (d) Martelo de impacto
(modelo 086E80)

Os resultados do experimento (FRF e fase), para a média das medidas, são apre-
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sentados na figura 19.

Figura 19 – FRF e fase para o CP-01

A partir da figura 19 as frequências de ressonância podem ser observadas nos picos
de amplitude associada à visualização do gráfico de fase, que resulta em uma inversão
em 180o quando ocorre a ressonância. A clareza do resultado é característica de materiais
isotrópicos com baixo amortecimento estrutural, tal como o alumínio (MEVADA; PATEL,
2015). A tabela 3 resume os resultados obtidos.

Tabela 3 – Frequências de ressonância experimentais para o CP-01

Frequência de Ressonância Experimental [Hz]
ω1 261.3
ω2 705
ω3 1346
ω4 2155
ω5 3098

A partir do ensaio foi possível observar que, na figura 19, há uma oscilação inicial na
resposta em frequência, não sendo possível distinguir os dados. Isso deve-se principalmente
pelo fato de que a excitação com o martelo de impacto apresentou um repique entre as
três excitações realizadas no experimento.
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Além disso, foi possível identificar 5 frequências de ressonância principais, repre-
sentadas pelos maiores picos de amplitude. Entre os picos 3 e 4, e 4 e 5 observou-se o
registro de um aumento local de amplitude. A hipótese para este fato, que foi confirmada a
partir da visualização dos modos obtidos numericamente, são que esses picos caracterizam
modos de torção da estrutura.

Por fim, após o 5o pico de amplitude que caracterizou bem a frequência de resso-
nância, observou-se perda de qualidade nos resultados, tornando-os inviáveis para deter-
minação por inspeção visual. Uma hipótese para explicar esse fenômeno baseia-se no fato
que a energia de impacto do martelo se dissipou por ação do amortecimento estrutural,
reduzindo as amplitudes de aceleração captadas pelo acelerômetro (EWINS, 1984).

A determinação numérica dos parâmetros modais do CP-01 deu-se implementando
a geometria apresentada acima, considerando as propriedades mecânicas listadas na tabela
4, na plataforma ANSYS Mechanical APDL 18.1.

Tabela 4 – Propriedades mecânicas alumínio 6063. Fonte: MATWEB (2018)

Propriedade Valor
E (GPa) 68,9

ν 0,33
ρ (kg/m3) 2700

Como a estrutura pode ser caracterizada por uma viga devido ao seu índice de
esbeltez maior que 30 (ANSYS, 2019), fez-se a análise numérica para um elemento de
viga linear disponibilizado no pacote do software ANSYS APDL, cujas características são
apresentadas na tabela 5.

Tabela 5 – Elemento finito analisado. Fonte: ANSYS (2009)

Elemento Finito Descrição

BEAM188 Elemento linear (2 nós)
6 graus de liberdade em cada nó (translação e rotação)

Os resultados para as simulações de análise modal, comparando-se com a solução
experimental e considerando-se o nível de discretização adotado (tabela 6) são apresen-
tadas a seguir. São apresentados, adicionalmente, na figura 20 os modos vibracionais e
frequências naturais obtidos para a simulação numérica, com a finalidade de se observar
os deslocamentos nodais, sendo possível, então, caracterizar modos de flexão da viga.

40



Tabela 6 – Comparação entre frequências naturais para CP-01 obtidas experimentalmente
e numericamente para o elemento BEAM188

Frequência Experimental [Hz] BEAM188
[Hz] ERR%

1 261.3 265.58 1.64
2 705 716.41 1.62
3 1346 1362.4 1.22
4 2155 2168.8 0.64
5 3098 3103.5 0.18
Número de EF para

convergência do resultado 186

MN

MX

.016414
.339705

.662996
.986287

1.30958
1.63287

1.95616
2.27945

2.60274
2.92603

ANSYS Release 18.1
Build 18.1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =7
FREQ=265.575
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =2.92603
SMN =.016414
SMX =2.92603

(a) Primeiro modo de flexão

MN

MX

.353E-10
.320573

.641147
.96172

1.28229
1.60287

1.92344
2.24401

2.56459
2.88516

ANSYS Release 18.1
Build 18.1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =9
FREQ=716.405
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =2.88516
SMN =.353E-10
SMX =2.88516

(b) Segundo modo de flexão

MN

MX

.023126
.335097

.647067
.959038

1.27101
1.58298

1.89495
2.20692

2.51889
2.83086

ANSYS Release 18.1
Build 18.1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =12
FREQ=1362.4
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =2.83086
SMN =.023126
SMX =2.83086

(c) Terceiro modo de flexão

MN

MX

.145E-08
.307518

.615037
.922555

1.23007
1.53759

1.84511
2.15263

2.46015
2.76767

ANSYS Release 18.1
Build 18.1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =14
FREQ=2168.81
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =2.76767
SMN =.145E-08
SMX =2.76767

(d) Quarto modo de flexão

MN

MX

.03088
.327508

.624136
.920764

1.21739
1.51402

1.81065
2.10727

2.4039
2.70053

ANSYS Release 18.1
Build 18.1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =18
FREQ=3103.5
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =2.70053
SMN =.03088
SMX =2.70053

(e) Quinto modo de flexão

Figura 20 – Modos vibracionais numéricos do CP-01 em condição livre-livre
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A fim de visualizar a proximidade dos resultados entre as funções de resposta em
frequência experimental e numérica, realizou-se uma nova simulação numérica do CP-
01, utilizando o elemento de linear BEAM188, com as mesmas condições de contorno e
nível de discretização de malha para convergência de resultado com o referido elemento.
Aplicou-se, agora, um forçamento harmônico de 0,35 N (valor próximo do utilizado no
experimento), abrangendo o intervalo de frequência captado pelo ensaio experimental. A
excitação foi aplicada em uma extremidade da viga, medindo-se a amplitude de resposta
de aceleração transversal na extremidade oposta da viga.

Figura 21 – Comparação entre FRF experimental e numérica (elemento BEAM188) para
o CP-01

Acerca do estudo realizado foi possível concluir alguns aspectos. Observou-se que os
maiores picos de frequência ressonância obtidos representam os modos de vibração flexural
da viga, sendo que o pico que se localiza entre o a segunda e a terceira frequências de
ressonância, de baixa amplitude, representa o primeiro modo de torção da viga.

Em relação à comparação entre as FRFs experimental e numérica, apresentadas
na figura 21, pode-se concluir que houve uma diferença aparente na convergência dos
resultados, isso deve-se ao fato de que não se implementou o amortecimento estrutural
na simulação numérica, tratando-a, portanto, como um corpo não amortecido. Todavia,
como apresenta a tabela 6, é possível observar que o erro máximo entre as frequências
de ressonância (experimentais) e naturais (numéricas) assume o valor de 1,64%, aceitável
para análises de engenharia.

Os valores de frequência natural podem ser utilizados para a determinação de pro-
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priedades mecânicas, tais como o módulo de elasticidade do material, fazendo-se uso de
alguma teoria de cálculo de deformações (viga, casca, placa, etc) cujas restrições da for-
mulação se adequem à geometria analisada (RAO, 1986). Para o caso, pode-se utilizar a
formulação de vigas de Euler-Bernoulli, apresentada no trabalho. Isola-se "E"na equação
B.21, obtendo-o com os valores experimentais de frequência natural e massa específica,
além da condição de contorno definida e dimensões da seção e do corpo (comprimento).
Para o referente estudo de caso, o "E"médio entre as frequências de ressonância experi-
mentais (que se aproximam das naturais da estrutura) resultou num valor de 68,7 GPa,
que representa um erro relativo de 0,29% do valor que se tem em literatura (MATWEB,
2018), concluindo-se, então, que os resultados do ensaio foram precisos e acurados. Esse
é um procedimento muito importante e que será utilizado frequentemente neste trabalho,
principalmente no que tange à determinação de rigidezes equivalentes para modelagem
de estruturas complexas, tais como os materiais compósitos e madeira balsa utilizados na
confecção da aeronave.

4.2.2 CP compósito - CP-02

O CP analisado é composto por um tubo laminado com fibra de carbono trançada
twill e resina epóxi AMPREG A-26 SLOW, de seção circular com diâmetro, comprimento,
espessura de parede, número de camadas e orientação de fibras apresentados na figura 22.

850 mm

0,9 mm
(0,3 mm x  3 camadas)

31,75 mm

0°

90°

Figura 22 – Dimensões CP longarina compósita

Assim como no CP-01, realizou-se um ensaio de vibração por excitação transi-
ente no CP-02, utilizando as mesmas condições de contorno empregadas anteriormente.
Os equipamentos de ensaio também foram os mesmos, tal qual especificado na seção
4.2.1. Todos os procedimentos experimentais adotados foram os mesmos, com exceção
do posicionamento do martelo de impacto, que teve de ser realizado a uma distância da
extremidade de aproximadamente 30% do comprimento total da viga, devido à qualidade
das medições não estarem adequadas em outros posicionamentos analisados. A figura 23
apresenta o set-up do ensaio realizado para o CP-02.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 23 – (a) e (b) Set-up experimental para ensaio de vibração transiente livre-livre
no CP-02, (c) Fixação do acelerômetro em uma extremidade do CP-01, (d)
Detalhe de fixação do suporte para o martelo de impacto (modelo 086E80)

Os resultados do experimento (FRF e fase) são apresentados na figura 24. Nela é
possível determinar as duas primeiras frequências de ressonância da viga analisada, que
são apresentadas na tabela 7.

Tabela 7 – Frequências de ressonância experimentais para o CP-02

Frequência de Ressonância Experimental [Hz]
ω1 288,8
ω2 746,3

Com base nos resultados do ensaio, a partir do terceiro pico de frequência de
ressonância observou-se influência significativa do amortecimento estrutural do material
compósito, impossibilitando a determinação dos valores de frequência de ressonância à
frente. Uma possível solução para se obter melhores dados da FRF baseia-se na ideia
de fornecer mais energia de impacto na estrutura, ou seja, aumentando o módulo do
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Figura 24 – FRF e fase para o CP-02

forçamento transiente aplicado ou utilizando outra forma de excitação, como por exemplo
harmônico utilizando um shaker, como mostra AVITABILE (2017).

A partir da obtenção das frequências de ressonância (que se aproximam das na-
turais), realizou-se o procedimento de determinar o módulo de elasticidade equivalente
da viga compósita para comportamento de flexão. O procedimento realizado foi o mesmo
aplicado no estudo de caso do CP-01 (seção 4.2.1), obtendo um valor médio de rigidez
equivalente, utilizado como parâmetro variável no processo de ajuste das FRFs experi-
mental e numérica. A última foi obtida a partir de uma simulação onde aplicou-se um
forçamento harmônico de 0,70 N, abrangendo o intervalo de frequência determinado pelo
ensaio experimental. A iteração numérica seguiu até que se definisse um valor de erro
relativo menor ou igual a 2% entre os picos de frequência de ressonância e as frequên-
cias naturais numéricas. O fluxograma apresentado na figura 25 resume o procedimento
de análise para atualização do modelo numérico e obtenção da rigidez equivalente para
estruturas de vigas.

Para o referente estudo, as rigidezes estimadas a partir das duas frequências na-
turais, considerando a geometria descrita na figura 22, assumem os valores apresentados
na tabela 8.
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Figura 25 – Fluxograma de análise para atualização do modelo numérico e obtenção da
rigidez equivalente para estruturas de vigas

Tabela 8 – Frequências de ressonância experimentais para o CP-02

Frequência de ressonância Módulo de Elasticidade
Equivalente Estimado [GPa]

ω1 = 288,8 Hz 24,95
ω2 = 746,3 Hz 21,93

A média entre os valores resultantes é 23,44 GPa, sendo este o parâmetro de
aproximação inicial para as iterações. A etapa seguinte, de acordo com o fluxograma, é
utilizar esse valor para realizar a simulação numérica, variando-o até que se adeque ao
critério de parada estabelecido. Para o referente estudo, a rigidez que satisfez os resultados
equivale a 24,95 GPa, valor esse dentro do intervalo médio de análise, onde comparam-se
os resultados numéricos e experimentais na tabela 9, de forma a visualizar a adequação ao
critério de parada. A superposição das FRFs e fase numérica e experimental é apresentada
na figura 26.

Tabela 9 – Comparação de frequências experimentais e numéricas para o CP-02

Frequência de ressonância
(experimental) [Hz]

Frequência natural
(numérica) [Hz] Erro percentual

288,8 283,0 2,0%
746,3 747,0 0,094%

A partir do estudo foi possível concluir que apesar do CP-02 ser classificado como
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Figura 26 – Comparação entre FRF experimental e numérica (elemento BEAM188) para
o CP-02

um material compósito ortotrópico (propriedades direcionais e planos de simetria do ma-
terial (MENDONÇA, 2005)), observou-se boa convergência dos resultados experimentais
e numéricos para as duas primeiras frequências naturais, fazendo-se uso do elemento
BEAM188 e modelando-se o material como isotrópico, obtendo-se o maior erro percen-
tual em 2%, para a primeira frequência de ressonância. Como o interesse da aplicação
da longarina compósita é para analisar modos de baixa frequência de uma montagem
global, pode-se afirmar que a simplificação é fiel à realidade, sendo então utilizada essa
característica na confecção do modelo completo da aeronave.

4.3 Modelagem da asa protótipo

A aeronave projetada pela equipe Draco Volans, para atender às especificações
estabelecidas no regulamento da XIX Competição SAE Aerodesign, assumiu um conceito
de avião convencional, o qual apresenta vantagens de performance em diversas áreas em
relação a outros conceitos de aeronave para o regulamento imposto. O projeto é composto
por duas partes independentes, uma é a estrutura da fuselagem e tailboom, a outra é
composta pela asa, objeto de estudo do trabalho. A seguir são apresentados detalhes
construtivos, as propriedades dos materiais utilizados, a modelagem em elementos finitos
e, finalmente, os resultados obtidos.
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4.3.1 Detalhes construtivos e composição da estrutura

A estrutura da aeronave possui envergadura de 2126 mm, corda na raiz de 496 mm,
corda na ponta de 291 mm e foi dimensionada objetivando resistir a situações críticas de
carregamento em voo e pouso forçado, além de possuir um compartimento para acomo-
dação da aviônica embarcada e da carga transportada. São elementos que compõem a
estrutura principal nervuras centrais de placas laminadas sanduíche de espuma estrutural
e fibra de carbono, tubos de carbono pultrudados para as longarinas da ponta da asa,
tubo de parede fina laminado com fibra de carbono bidirecional como longarina principal,
nervuras e bordos de ataque e fuga em madeira balsa, além de uma parte do bordo de
ataque ser confeccionado em isopor F7. O layout estrutural final é apresentado na figura
27. As dimensões principais da estrutura são apresentadas na figura 28. São listados e
detalhados os componentes e suas localizações na asa, na tabela 10.

1 2 53 74 6

810 9

Figura 27 – Layout estrutural e detalhamento da asa projetada pela equipe Draco Volans
Aerodesign

2126

49
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94 188
216

72

29
1

Figura 28 – Dimensões da asa projetada pela equipe Draco Volans Aerodesign
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Tabela 10 – Detalhamento de componentes do protótipo

Item Especificação

1 Bucha para encaixe da longarina secundária (espessura: 25 mm, 2 unidades)
2 Nervura em madeira balsa (espessura: 3 mm)
3 Bordo de ataque em isopor F7
4 Bordo de ataque em madeira balsa (espessura: 1 mm)
5 Bordo de fuga em madeira balsa (espessura: 1 mm)
6 Longarina principal (laminado fibra de carbono e resina epóxi)
7 Longarina secundária (tubo pultrudado de fibra de carbono - OD 8 mm ID 5,5 mm)
8 Longarina Aileron
9 Perfil central (2 unidades)
10 Servo Aileron (2 unidades)

O entelamento da asa é feito com plástico adesivo do tipo MicroLite. Todos os
componentes da seção lateral são fixados por meio de cola de cura rápida TEKBOND
793, que preenche folgas de até 0,1 mm, de acordo com o fabricante (TEKBOND, 2014).
Os componentes da seção central foram unidos por meio da aplicação de resina AMPREG
A-26 SLOW, devido à sua maior resistência em comparação com a cola.

4.3.2 Modelo numérico desenvolvido

O objetivo agora é apresentar a confecção do modelo EF, baseando-se nas etapas
de pré-processamento de uma simulação numérica (ANSYS, 2009). Posteriormente serão
apresentados os resultados obtidos para os primeiros modos vibracionais.

4.3.2.1 Pré-processamento do modelo

Resumem-se as propriedades mecânicas de rigidez e massa específica dos materiais
que compõe a estrutura do protótipo na tabela 11. É importante ressaltar que a massa
total de entelagem foi considerada junto da densidade utilizada para a madeira balsa.
Realizou-se a suposição de que à cada nervura adiciona-se a massa de metade da seção de
entelagem para cada lado. Obteve-se, dessa forma, uma densidade de balsa e entelagem
integradas ao final.
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Tabela 11 – Propriedades dos materiais

Material Módulo de Elasticidade (GPa) Massa específica (kg/m3)
Madeira balsa (baixa massa específica)1 3,4 160

Entelagem Microlite1 - 200
Tubo-carbono pultrudado2 134 1500

TekBond3 - 1,05
Isopor F74 2,78 1050

Laminado carbono/epóxi (bidirecional) 24,95 969
1 Dados obtidos a partir de ensaios realizados pela equipe
2 Dados fornecidos pelo fabricante (ACP, 2018)
3 Dados fornecidos pelo fabricante (TEKBOND, 2014)
4 Dados fornecidos pelo fabricante (KNAUF, 2019)

Foram selecionados três tipos de elementos a serem utilizados, que são o BEAM188
(elemento linear - 2 nós - com 6 graus de liberdade em cada nó - translação e rotação),
o SHELL181 (elemento quadrilateral - 4 nós - com 2 graus de liberdade em cada nó -
somente translação) e o MASS21 (elemento pontual de massa estrutural com 6 graus de
liberdade - translação e rotação). O último elemento foi associado a diferentes tipos de
componentes tratados como massas pontuais na estrutura da asa, que são descritos na
tabela 12.

Seções foram associadas a cada parte da geometria a ser desenhada. Uma simplifi-
cação implementada foi um estudo de equivalência de massa entre as nervuras de madeira
balsa. As mesmas foram modeladas como seções retangulares contínua, onde manteve-e
o comprimento e espessura iguais às da estrutura original, variando-se somente a altura
da seção, mantendo constante a massa global do componente. O mesmo foi feito com o
bordo de ataque confeccionado em isopor F7 (item 3, figura 27), agora estabelecendo uma
seção quadrada para manter a massa equivalente do componente, uma para a seção reta e
outra para a seção enflechada. A tabela 12 apresenta as seções utilizadas na modelagem.

Tabela 12 – Seções dos componentes estruturais da asa modelada

Componente Elemento Seção Valor Material

Longarina principal BEAM188 Circular Vazada 17,275(RE) 17,025(RI) mm Laminado carbono-epóxi
Longarina secundária BEAM188 Circular Vazada 4(RE) 2,75(RI) mm Fibra de carbono pultrudada

Isopor bordo ataque (seção reta) BEAM188 Quadrada 24,865 × 24,865 mm Isopor F7
Isopor bordo ataque (seção afilada) BEAM188 Quadrada 12 × 12 mm Isopor F7

Perfis seção reta BEAM188 Retangular 28,99 × 3 mm (alt. × espess.) Madeira balsa
Primeiro perfil afilamento BEAM188 Retangular 24,77 × 3 mm (alt. × espess.) Madeira balsa
Segundo perfil afilamento BEAM188 Retangular 19,16 × 3 mm (alt. × espess.) Madeira balsa
Terceiro perfil afilamento BEAM188 Retangular 13,70 × 3 mm (alt. × espess.) Madeira balsa
Longarina balsa Aileron BEAM188 Quadrada 10 × 10 mm Madeira balsa

Balsa bordo ataque e fuga SHELL181 Casca 2 mm (Espessura) Madeira balsa
Servo Aileron MASS21 - 6 g -

Bucha fixação longarina secundária MASS21 - 10 g -
Perfil central MASS21 - 15 g -

A tabela 13 traz a comparação entre a massa da estrutura real e a massa do modelo
numérico desenvolvido, apresentando boa proximidade.
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Tabela 13 – Comparação entre a massa real da estrutura e a massa obtida no modelo
numérico

Massa medida (g) Massa numérica (g) Err%
645,60 644,78 0,13%

A geometria do modelo foi inteiramente feita dentro do design modeler do ANSYS
APDL. Fazer a geometria dentro do software EF traz vantagens em relação ao fato de
poder definir a numeração dos nós a serem gerados na malha de elementos, além de tornar
a simulação menos custosa computacionalmente em comparação com uma importação de
geometria em formato IGES, STEP ou PARASOLID (ANSYS, 2009). O segundo é um
ponto de importância ímpar devido ao fato que a rotina desenvolvida será utilizada num
algoritmo de iteração, que necessitará utilizar o ANSYS APDL como solucionador das
equações de equilíbrio do MEF. Sendo assim, quanto menor o tempo de processamento
da simulação, mais rápido a solução ótima será determinada. A figura 29 apresenta o
modelo produzido com as seções e materiais associados.

Madeira balsa

Laminado carbono-epóxi

Isopor F7

Fibra de carbono pultrudada

Figura 29 – Modelo EF finalizado para processamento no ANSYS

A etapa seguinte consiste na criação da malha de elementos finitos e estabele-
cimento do nível de discretização para convergência da resposta minimizando o custo
computacional. Após um estudo de convergência de malha, os gráficos da figura 30 fo-
ram obtidos, chegando-se à conclusão que um total de 6031 nós são necessários para se
convergir o resultado do modelo até a quarta casa decimal das frequências calculadas.
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Figura 30 – Convergência de malha do modelo Asa DV-2017 para todas as frequências
numéricas

4.3.2.2 Resultados numéricos

São apresentados os resultados para a análise modal numérica em condição de
contorno livre-livre do modelo desenvolvido. Os modos identificados estão numa faixa de
frequência de 0 a 70 Hz, e são resumidos também na tabela 14.
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(a) Primeiro modo de flexão
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(b) Primeiro modo de torção
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(e) Terceiro modo de flexão

Tabela 14 – Resultados da análise modal numérica (de 0 a 70 Hz)

Modo Característico Frequência [Hz]
Primeiro modo de flexão 20,6389
Primeiro modo de torção 32,0999
Segundo modo de flexão 50,1264
Segundo modo de torção 54,5000
Terceiro modo de flexão 67,0264

4.4 Análise experimental com Ground Vibration Testing

4.4.1 Setup do experimento

O setup para o GVT é apresentado nas figuras 32 e 33. Todas as especificações
técnicas estão contidas no Anexo A. A asa DV-2017 foi suspensa por meio de espuma
leve, de forma que a baixa rigidez do apoio não interfere na primeira frequência natural
da estrutura, que está próximo de 11,7 Hz. Além disso, optou-se pela utilização da espuma
para suspensão devido à facilidade de montagem e manuseio do experimento.

A força de excitação pode ser fornecida de diversas formas. Por exemplo, por meio
do uso de um martelo de impacto, como já descrito anteriormente. Em contrapartida,
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utilizar um shaker permite que se excite com um variado leque de possibilidades, como por
exemplo uma varredura de seno. O impulso produzido pelo martelo promove somente uma
excitação instantânea, enquanto que o shaker "persiste"na excitação por um determinado
período de tempo. Outra vantagem da excitação por meio do shaker para essa estrutura
consiste no fato de que pode-se fazer uma média com várias medições, reduzindo, portanto,
o ruído da medição. Tendo conhecimento dos tipos de sinais de excitação fornecidos pelo
shaker, o seno varrido (chirp) em escala logarítmica é uma opção interessante por ser um
sinal contínuo que pode excitar tanto as baixas frequências da estrutura quanto as mais
altas (AVITABILE, 2017). Dessa forma, a referida forma de excitação foi escolhida.

O experimento foi conduzido com excitações não simétricas na estrutura, fora da
linha elástica da asa. Esses locais de excitação serão apresentados à frente no trabalho,
na figura 36. Como os pontos escolhidos para excitar a estrutura foram em regiões com
elevada rigidez, não houve influência da conexão com o shaker no experimento. Os nós de
leitura de aceleração foram escolhidos sobre as nervuras da asa, sendo que cada nervura
analisada teve 2 nós: um acima da longarina principal, o outro próximo ao bordo de fuga.

A figura 33 (a) apresenta a fixação do conjunto de excitação à estrutura, onde
o shaker utilizado gera forças de até 18 N e possui uma faixa de frequências de 2 a
18000 Hz. O mesmo é conectado à estrutura da asa por meio de um stinger e de uma
célula de carga. Inicialmente, a célula de carga modelo ICP® 208C01 é colada ao local
de excitação utilizando-se cera. Esse processo garante que a superfície da asa não seja
danificada durante o experimento. A célula de carga utilizada mede forças tanto de tração
quanto de compressão e opera numa faixa de frequências de 0,01 Hz a 3600 Hz e amplitude
variando entre ± 44,5 N. A seguir, o stinger é posicionado entre o shaker e a célula de
carga. Sua função é transmitir somente carregamentos axiais à estrutura, reduzindo a
possibilidade de inserir forças transversais. Esse é um detalhe importante para a correta
excitação de uma estrutura complexa tal qual é a asa, pois isso pode interferir com a
excitação de modos de interesse, como os do flexão e torção.
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1 2 3 4 5

Figura 32 – Montagem do experimento. (1) Sistema de aquisição (hardware e LabVIEW),
(2) Conjunto excitação (shaker) e resposta (acelerômetro e célula de carga),
(3) Asa DV-2017 suspensa em espuma leve, (4) Amplificador de sinais TIRA
vib BAA 60, (5) Gerador de sinais Minipa MFG-4205B
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Figura 33 – (a) Detalhe fixação do conjunto de excitação. (1) Shaker Eletrodinâmico
TIRA vib 50018, (2) Stinger, (3) Célula de carga ICP® 208C01, (4) Acelerô-
metro ICP® 352C33. (b) Detalhe na suspensão da asa por meio de espuma
leve

4.4.2 Procedimento

Utiliza-se dois dos quatro canais do hardware de aquisição de dados, como apre-
senta a figura 34. O canal 1 é utilizado para a entrada de dados da célula de carga (fio
azul). O segundo canal é destinado para a entrada de dados do acelerômetro (fio verde).
As medidas foram realizadas em 25 nós, numa malha distribuída sobre a superfície da asa,
incluindo o ponto de excitação. A malha foi distribuída de forma que cada nervura tivesse
dois pontos de medida, um sobre a longarina e outro no bordo de fuga. Com essa configu-
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ração, a malha é capaz de registrar tanto modos de flexão quanto de torção (PEETERS;
CLIMENT, 2008). A figura 35 apresenta a configuração adota.

Figura 34 – Placa de aquisição de dados National Instruments NI cDAQ-9174 utilizada
no exprimento
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Figura 35 – Malha nodal adotada para a estrutura da asa. (a) EasyMod (b) Experimental

Como procedimento adotado, antes do início de cada coleta de dados do GVT, a
asa era submetida à vibração de entrada por um período de 10 segundos. Isso garante que
efeitos transientes de vibrações sejam superados pelo regime permanente de operação.
Os experimentos iniciais realizados introduziram um sinal de varredura linear de seno,
abrangendo um espectro de frequências de 2 a 500 Hz, com duração de 1 segundo. Entre-
tanto, com o refino do experimento, observou-se a necessidade de aumentar o tempo de
duração do sinal, mudar o tipo de varredura de linear para logarítmica e diminuir a faixa
de frequência objetivando aprimorar a qualidade dos dados. Por se tratar de uma estru-
tura leve, porém com grandes dimensões, as primeiras frequências previstas são baixas
(INMAN, 2001). O uso da varredura logarítmica permite que as baixas frequências sejam
excitadas por um período maior de tempo. A diminuição do espectro de frequências de
entrada segue a mesma ideia. Essas alterações resultaram em dados com menos ruído e
uma medição mais precisa, conforme especificado em GUPTA; SEILER (2016). Assim, o
sinal de entrada adotado foi um seno com varredura logarítmica, abrangendo um espectro
de frequências de 2 a 150 Hz, com duração de 4 segundos.
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Outra alteração feita está relacionada com o posicionamento das espumas de sus-
pensão da asa. Nos ensaios iniciais, as mesmas encontravam-se próximas ao centro da asa.
Isso causava um desequilíbrio na movimentação, resultando num constante descolamento
do conjunto de excitação da estrutura, sendo então necessário parar o ensaio diversas ve-
zes. A solução adotada foi espaçar as espumas, aproximando-as da metade da envergadura
dos ailerons, como pode ser observado na figura 33 (b).

Diversos posicionamentos de excitação e medida de resposta foram testados, de
forma a melhorar a qualidade dos resultados e permitir excitar a maior quantidade de
modos. Dois nós de excitação mostraram-se mais adequados, o primeiro deles sendo o nó
1 (bordo de fuga da extremidade direita da asa) e o segundo sendo o nó 9 (acima do
perfil central esquerdo). Como será apresentado à frente, excitando no nó 1 foi possível
obter os modos de 1o, 2o, 3o de flexão e 1o de torção. Já excitando no nó 9, foi possível
excitar o modo de 2o de torção. A figura 36 apresenta os nós selecionados.

(a) (b)

Figura 36 – Detalhe na fixação do shaker nos nós 1 (a) e 9 (b)

O experimento completo, portanto, consiste num GVT com 25 medições realizadas
sucessivamente. A duração de cada ensaio foi de aproximadamente 2 minutos. Procurou-
se manter a mesma excitação para todos os nós, de forma a garantir constância nos
resultados. Os dados coletados são tratados por meio do analisador FFT do software
LabVIEW, como foi apresentado no esquema da figura 37. A FRF e a função de Coerência
são salvos em arquivos de texto individuais e posteriormente tratados na toolbox EasyMod,
dentro do software MATLAB, por onde são extraídos os parâmetros modais.

4.4.3 Aquisição de dados

A aquisição de dados deu-se por meio da utilização de dois sensores: uma célula
de carga ICP® 208C01 e um acelerômetro ICP® 352C33. O primeiro sensor possui sen-
sitividade de 112,41 mV/kN, alcançando uma faixa de medição de 0,01 a 36000 Hz. O
segundo sensor possui sensitividade de 10,2 mV/(m/s2), alcançando uma faixa de medição
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de 0,5 a 10000 Hz. Demais especificações técnicas relevantes dos sensores e equipamentos
utilizados, de forma a tornar o experimento reprodutível, encontram-se no Anexo A.

De forma a dispor dos dados no domínio da frequência utilizou-se um analiza-
dor FFT, disponível no software LabVIEW. A figura 37 apresenta o diagrama de blocos
desenvolvido para a entrada de dois sinais, um caracterizado pela grandeza de acelera-
ção, o outro pela grandeza de força. Além da FRF, também obtiveram-se as funções de
fase (Phase) e coerência (Coherence). A figura 38 apresenta o setup do analisador, onde
considerou-se a saída da Magnitude em dB, a saída da Fase em graus, janelamento do tipo
Hamming, e a utilização de média RMS com ponderação exponencial dos sinais obtidos.
Foi adotado um total de 10 sinais para cálculo da média por ensaio. A taxa de amostragem
utilizada para os sensores foi de 1,024k dados por segundo, sendo definido um total de
4,092k dados a serem medidos. Portanto, a partir dessa configuração adotada, cada sinal
de análise teve a duração total de 4 segundos.

Figura 37 – Diagrama de bloco da aquisição e filtragem dos dados (analisador FFT) no
software LabVIEW

Figura 38 – Configuração da filtragem de dados experimentais no software LabVIEW
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4.4.4 Pós-processamento dos dados

Com os dados experimentais em mãos, essa etapa consiste em utilizar o EasyMod e
suas funções implementadas de forma a extrair os parâmetros modais, seguindo-se KOU-
ROUSSIS et al. (2012). O fluxograma da figura 39 apresenta as etapas de configuração
para obter os parâmetros modais e aplicar o critério M.A.C. para correlação dos modos
vibracionais obtidos.

Arquivos de
entrada de FRF

experimental

Escreve arquivo
unv58 com FRF

de entrada

Carrega arquivo
unv58 

Indicadores
modais 

ISUM, IRe, IIm 

Define intervalos
de frequência para
analisar (bournes)

Extrai parâm. 
modais 

Circle-Fit

Line-Fit

Arquivo
resultado unv55 

Arquivo
resultado unv55 

Correlação modal
com critério

M.A.C.

Define geometria
com aquivos

unv15 e unv82

Visualização dos
modos

vibracionais

Método de validação

Método de identificação

Método de visualização

Fim da análise

Figura 39 – Fluxograma de pós-processamento utilizando a toolbox EasyMod

4.4.5 Resultados experimentais

Um resumo dos resultados experimentais obtidos a partir do GVT é apresentado
nessa seção.

A fim de observar a qualidade dos resultados obtidos experimentalmente, um exem-
plo de espectro de resposta foi plotado em gráficos de magnitude (acelerância), fase e
coerência para uma excitação e resposta obtidos no nó 1, na figura 40.
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Figura 40 – Funções de resposta em frequência (magnitude, fase e coerência) para exci-
tação e resposta sob o nó 1

Observa-se que, na figura 40, após a frequência de 70 Hz o amortecimento domina
muito a resposta da estrutura, atenuando o pico de frequência de ressonância, o que resulta
numa dificuldade em estimar parâmetros modais a partir desse valor de frequência.

Como foi descrito anteriormente, ambos os métodos Line-Fit e Circle-Fit foram
utilizados para fazer a extração dos parâmetros modais. A partir do gráfico de indicadores
modais, que é apresentado na figura 41, pode-se determinar os intervalos de frequência
a serem analisados pelos métodos de extração modal. A tabela 15 mostra os intervalos
considerados para análise.

Tabela 15 – Intervalo de frequência analisado para extração de parâmetros modais

Nó de excitação Intervalo de frequência [Hz]
1 11,21 - 13,46
1 15,29 - 16,72
1 23,24 - 28,25
1 29,77 - 33,85
1 43,23 - 50,16
9 53,42 - 58,11
1 61,99 - 71,16
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Figura 41 – Indicadores modais. (a) Excitação nó 1, (b) Excitação nó 9

A figura 42 contém a visualização dos modos vibracionais obtidos a partir do
método Line-Fit. Ambos os métodos utilizados retornaram valores similares de frequência
e taxa de amortecimento, como apresenta a tabela 16.
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(a) Primeiro modo de suspensão - 11.735 Hz (b) Segundo modo de suspensão - 15.783 Hz

(c) Primeiro modo de flexão - 25.928 Hz (d) Primeiro modo de torção - 31.716 Hz

(e) Segundo modo de flexão - 47.545 Hz (f) Segundo modo de torção - 55.462Hz Hz

(g) Terceiro modo de flexão - 67.222 Hz

Figura 42 – Visualização dos 7 primeiros modos vibracionais identificados pelo método
Line-Fit

Tabela 16 – Resumo dos resultados experimentais

No Modo Descrição do Modo Frequência
Line-Fit [Hz]

Taxa
amortecimento [%]

Frequência
Circle-Fit [Hz]

Taxa
amortecimento [%]

1 1o suspensão 11,735 4,39 11,945 4,85
2 2o suspensão 15,783 5,15 16,006 4,21
3 1o flexão 25,928 1,53 25,900 1,58
4 1o torção 31,716 2,74 31,790 3,18
5 2o flexão 47,545 2,29 47,504 2,25
6 2o torção 55,462 4,42 55,491 4,54
7 3o flexão 67,222 4,53 67,076 4,37

Os modos identificados apresentaram formato semelhante aos modos simétricos e
assimétricos fundamentais de flexão e torção, como era esperado. De forma a verificar a
correlação entre os modos obtidos pelos métodos Line-Fit e Circle-Fit, utilizando o critério
M.A.C., foi plotado o gráfico da figura 43. Apesar de pequenas perdas de correlação na
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matriz, observa-se excelente correlação modal, pois os dados aproximam-se da matriz
identidade (ALLEMANG, 2003).
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Figura 43 – Matriz M.A.C. Experimental - Experimental da Asa DV-2017, comparação
entre Circle-Fit e Line-Fit

4.5 Ajuste do modelo numérico

A etapa final do trabalho é relacionada ao desenvolvimento e implementação de
um algoritmo para calibrar o modelo EF com os resultados experimentais. Para o caso
sendo analisado, optou-se por variar os parâmetros de módulo de elasticidade dos quatro
materiais principais que compõe a asa do protótipo, como apresenta a tabela 17. As
variáveis que serão utilizadas para comparação com os resultados experimentais serão as
primeiras frequências naturais (entre a faixa de 0 a 70 Hz).

Tabela 17 – Seleção de parâmetros para atualização

Parâmetros utilizados (Módulos de Elasticidade)
Ecarbono Fibra de carbono laminada com resina epóxi

Epultrudado Fibra de carbono pultrudada
Ebalsa Madeira balsa de baixa densidade
Eisopor Isopor F7
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4.5.1 Algoritmo implementado

O fluxograma da figura 44 apresenta o algoritmo implementado. Os dados de en-
trada para o algoritmo são as frequências naturais experimentais, estimadas a partir do
EasyMod, e os módulos de elasticidade de cada material utilizado na composição da es-
trutura. O segundo parâmetro de entrada foi definido como um vetor de dados (para cada
módulo de elasticidade) com valores crescentes linearmente a partir de uma discretização
adotada. Os intervalos utilizados encontram-se na tabela 18, contendo também a quanti-
dade de termos de cada vetor. É importante ressaltar que a escolha do intervalo procurou
centralizar o valor médio das propriedades mecânicas obtidas experimentalmente ou por
meio de datasheets apresentados anteriormente no trabalho.

Tabela 18 – Discretização dos parâmetros para ajuste do modelo

Parâmetros Valor inicial (GPa) Valor final (GPa) Discretização (GPa) Total de elementos
Ecarbono 10 40 2 16

Epultrudado 10 40 2 16
Ebalsa 1 5 0.25 17
Eisopor 1 5 0.25 17

Número total de iterações 73984

Observa-se que o total de iterações realizadas no algoritmo foi de 73984. Para ser
executada, cada iteração levava aproximadamente 6,5 segundos. Portanto, foi necessário
um tempo aproximado de 133 horas e 36 minutos para todos os casos serem analisados.
Devido ao alto custo computacional do algoritmo empregado, a otimização do código e
paralelização de processamento são fatores importantes a serem implementados futura-
mente.

Em sequência do método implementado, a etapa seguinte é a entrada na parte ite-
rativa do algoritmo. Cria-se um arquivo de texto (denominado "PARAMETERS.txt") com
as informações dos parâmetros a serem ajustados. Seus valores são chamados por uma ro-
tina macro em linguagem APDL que modela uma análise modal e, em seguida, o ANSYS
APDL executa-a e a soluciona. As primeiras frequências naturais são determinadas e arma-
zenadas num arquivo texto de saída, denominado "RESULTS_OUTPUT_ANSYS.txt".
As frequências de saída são armazenadas em um vetor, dentro do código MATLAB, e são
individualmente comparadas com as frequências experimentais por meio de um erro per-
centual (Err % no fluxograma 44). O resultado dessa comparação é armazenada dentro de
uma matriz de erro percentual (variável criada) para cada iteração realizada. Após isso,
os parâmetros iniciais são incrementados de acordo com a discretização linear adotada e
o processo reinicia até que todas as iterações sejam calculadas.

Quando todas as iterações são realizadas, a parte iterativa é finalizada e parte-se
para a determinação do resultado mais adequado dentro do espaço amostral. Para isso,
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utiliza-se a formulação da média linear de amostras, dada pela equação 4.1.

µ =
∑ |Erri|

N
(4.1)

Onde µ é média linear para cada coluna da matriz de erro percentual, Erri é o
erro percentual para as linhas de uma coluna específica da mesma matriz e, finalmente,
N é o número de elementos de cada coluna, que são 5 unidades de frequências.

A etapa seguinte é determinar a menor média dentro do espaço amostral calculado.
Feito isso, o resultado é apresentado na tela para o usuário. São dispostos o valor da média,
os módulos de elasticidade atualizados e os erros percentuais associados a cada frequência
natural.

Parâmetros de entrada:
- Módulo de elasticidade (faixa linear - E)
  - Frequências experimentais (valor fixo)

Criar arquivo texto
com nome e valores do
módulo de elasticidade

Inicia ANSYS
APDL

Roda o código
macro APDL

(análise modal)

Frequências numéricas
de saída (0 - 70 Hz)

Comparação com
resultados

experim. (Err%)

Armazena Err%
associado à

conjunto de "E"

Número total de
iterações concluídas?

Calcula o erro
médio para cada
conjunto de Err% 

Sim

Varia os
parâmetros de
acordo com a
discretização

Não

Busca pelo valor
mínimo de saída

Retorna:
- Erro médio

- Mód. elasticidade atualizado
- Err% associado

Fim da
análise

Entrada software ANSYS APDL 18.1 Academic

Figura 44 – Fluxograma de algoritmo de atualização de modelo proposto

Com os parâmetros ajustados para o melhor conjunto de resultados, o objetivo
agora é a extração dos parâmetros modais numericamente. Para isso, utilizou-se o Easy-
Mod com a finalidade de realizar este procedimento. Foi necessário implementar uma
simulação numérica com excitação harmônica, posicionando o forçamento no nó 1, de
acordo com a figura 35 (a). Escolheu-se esse nó para entrada de forçamento pois a ex-
citação nas pontas de uma estrutura que tem o comportamento semelhante a uma viga
permite a excitação de todos os modos da estrutura (AVITABILE, 2017). Aplicou-se, en-
tão, o mesmo valor de amplitude de força registrado nas medições experimentais. A banda
de frequência analisada compreendia frequências de 0 a 100 Hz, com passos de 0,5 Hz, de
forma a compreender todo o espectro experimental. É importante ressaltar que a mesma
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estrutura estudada na análise modal foi usada nessa etapa, sem nenhuma alteração, ex-
ceto a mudança para análise com forçamento harmônico. A etapa seguinte compreende a
obtenção das FRFs em cada nó de análise da asa, sendo também desenvolvido um algo-
ritmo para tal tarefa na linguagem APDL. Esse algoritmo registra os dados de amplitude
e fase para a banda de frequência em cada nó, e salva o resultado num arquivo texto que
referencia o respectivo nó de resposta. Com os arquivos da FRF em mãos, seguiu-se o
mesmo algoritmo de extração de parâmetros modais, como apresentou a figura 39.

A etapa final da análise consiste na comparação dos resultados experimentais com
os numéricos por meio do uso do critério M.A.C., onde existe uma função implementada
na toolbox EasyMod que calcula os valores da matriz.

4.5.2 Resultados do modelo ajustado

Um resumo dos resultados obtidos após o ajuste de modelo é apresentado nessa
seção.

A figura 45 apresenta a matriz M.A.C. que faz a correlação entre os modos obtidos
numericamente e experimentalmente. Observa-se que os dois primeiros modos de sus-
pensão registrados nos dados experimentais foram descartados para a correlação modal,
devido à não observação dos mesmos na extração modal numérica.

A partir da matriz M.A.C. apresentada na figura 45 observa-se que houve boa
correlação geral entre o modelo numérico e experimental devido à evidente diagonalidade
da matriz, sendo que o modo número 1 (primeiro modo de flexão) e número 3 (segundo
modo de flexão) foram os que apresentaram melhor correlação. Observou-se uma perda de
correlação entre os resultados para o modo número 4 numérico (segundo modo de torção),
sendo que o mesmo correlacionou-se com o modo número 1 experimental. O modo número
1 obtido numericamente também apresentou pequena correlação com o modo número 2
experimental (primeiro de torção). Adicionalmente, observou-se uma perda de correlação
no modo número 5 numérico (terceiro modo de flexão), sendo que o mesmo correlacionou-
se com o modo número 4 experimental. Assume-se que tais incertezas sejam resultados
de simplificações adotadas na modelagem numérica, como foi apresentado anteriormente.
Serão propostas na seção seguinte modificações no modelo EF que podem torná-lo mais
coerente com o experimental. Além disso, incertezas experimentais também podem ter
contribuído para as perdas localizadas de correlação, tais como erros de instrumentação,
rigidez do apoio, não-linearidades inerentes à estrutura que foram observadas (por exemplo
reparos localizados que podem ter causado acréscimo ou decréscimo de massa e rigidez,
ou elementos soltos internos - as superfícies de controle foram travadas com fita adesiva,
apesar de não haver movimentação aparente, a baixa rigidez do elemento de fixação pode
ter causado pequenos deslocamentos que influenciaram nos resultados), outros fatores
sistemáticos governantes por se tratar de uma estrutura composta por diversos materiais
e que foi confeccionada manualmente, a formulação de EF negligenciar alguns efeitos
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Figura 45 – Matriz M.A.C. Experimental - Numérico da Asa DV-2017

particulares como por exemplo a consideração de um material isotrópico para modelar a
longarina compósita, dentre outros, tal qual é descrito por Mottershead, Link e Friswell
(2011).

A tabela 19 apresenta os resultados para as frequências naturais experimentais
comparadas com as obtidas numericamente antes e depois do processo de ajuste dos
dados por meio de erros relativos. A tabela 20 apresenta os valores dos parâmetros antes
e depois do processo de atualização do modelo.

Tabela 19 – Resumo e comparação dos resultados experimentais com modelos numéricos
antes e depois da atualização

No Modo Descrição do Modo Experimental [Hz] Modelo EF Inicial [Hz] Erro [%] Modelo EF Atualizado [Hz] Erro [%]
1 1o suspensão 11,735 - - - -
2 2o suspensão 15,783 - - - -
3 1o flexão 25,928 25,928 0,000 20,639 20,399
4 1o torção 31,716 38,810 -22,367 32,100 -1,211
5 2o flexão 47,545 57,379 -20,684 50,216 -5,618
6 2o torção 55,462 63,987 -15,371 54,500 1,735
7 3o flexão 67,222 79,980 -18,979 67,026 0,292∑ |%Erro|

5 15,480 5,813

A partir da tabela 19 pode-se chegar a diversas conclusões acerca dos resultados.
Inicialmente observa-se que, após o ajuste por meio do modelo iterativo proposto, houve
boa convergência de quatro das cinco frequências naturais, com exceção da primeira, que
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Tabela 20 – Valores dos parâmetros de ajuste antes e depois do processo iterativo

Parâmetros Valor inicial (GPa) Valor final (GPa)
Ecarbono 24,95 24,3

Epultrudado 134 28,0
Ebalsa 3,4 1,2
Eisopor 2,78 2,0

apresentou uma defasagem considerável do valor experimental. Atribui-se essa defasagem
à simplificações adotadas no modelo numérico, que o tornam não perfeitamente represen-
tativo da realidade. A estrutura da asa é feita de materiais com comportamento mecânico
complexo, tais como materiais compósitos, madeira, entelagem (que apresenta conside-
rável rigidez à tração, e praticamente nenhuma resistência à compressão), dentre outros.
Além disso, toda a construção manual da asa também influência na simetria da disposição
dos componentes. Outro fator de importância é em relação às conexões entre as estruturas,
que não necessariamente podem ser tratadas como rígidas, assim como foi suposto na mo-
delagem. A fixação da longarina secundária por meio de uma bucha e resina apresentam
rigidez finita, assim como a fixação das nervuras por meio de cola CA (cianoacrilato) são
características construtivas que influenciam na composição dos modos vibracionais, e que
podem ter causado a considerável diferença e perda de correlação entre os modos. Além
desse fato, pode-se justificar também pela escolha inadequada do intervalo de variação
dos parâmetros ajustados. Apesar disso, o erro relativo médio das frequências naturais
com os parâmetros ajustados foi consideravelmente reduzido passando de 15,480% para
5,813%, assim demonstrando eficácia do método utilizado. É importante ressaltar que
diversos conjuntos de dados foram analisados, de forma a verificar não somente pelo va-
lor da convergência de frequência, mas também pela correlação modal eficaz entre dados
experimentais e numéricos, sendo que o conjunto selecionado foi o que melhor atendeu
aos critérios aqui especificados. Outros conjuntos de dados, apesar de convergirem melhor
com os valores de frequência, não correspondiam aos modos experimentais, sendo então
descartados.

O método de ajuste aqui implementado foi eficaz em promover a calibração do
modelo numérico com o experimental, e, apesar de existirem erros inerentes ao resultados
de frequência, houve boa correlação entre os modos da estrutura numérica e experimental.
Buscou-se basear no conceito de otimização, onde uma função objetivo (no caso, a função
erro percentual) é minimizada e possui constraints, ou seja restrições. Dessa forma pode-
se classificar o método desenvolvido como uma otimização de ordem zero, devido ao fato
que as iterações foram feitas de forma linear, com discretização constante e onde todos
os conjuntos de dados são testados. Um método mais eficiente de otimização faz uma
"busca"para determinar a solução ótima por meio de um parâmetro de sensibilidade, a
partir de estimativas iniciais de entrada em uma única ou múltiplas funções objetivo,
como é o caso do Newton-Raphson Multidimensional ou Método dos Mínimos Quadrados
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(KIUSALAAS, 2013). Adicionalmente, o trabalho de Mottershead, Link e Friswell (2011)
apresenta a implementação do método da sensitividade, que é uma ferramenta bastante
eficaz na abordagem de problemas de ajuste de modelos EF a partir de dados obtidos por
meio de ensaios dinâmicos (GVT, por exemplo).

4.5.3 Sugestões de modificações para os próximos modelos EF

Um modelo em elementos finitos pode ser tão completo e complexo quanto se
queira, entretanto existe uma relação intrínseca entre o grau de complexidade (número de
nós, geometrias consideradas, modelos de contato, dentre outros) e o custo computacio-
nal da simulação. Quando desenvolve-se um modelo simplificado (em relação ao modelo
real), mas que fornece os resultados suficientemente próximos do real, o refino do modelo
numérico não é mais necessário para determinada análise. Esse é um princípio importante
quando se trabalha com análises modais numéricas em EF, pois cada estrutura possui
particularidades específicas que podem ou não ser desprezadas, tudo isso a depender dos
dados experimentais como referência de comparação.

Para a confecção da modelagem apresentada, algumas características construtivas
foram atenuadas de maneira a tornar possível a confecção de um modelo que pudesse ser
iterativo para o algoritmo de ajuste. Dentre elas pode-se citar:

• A superfície de controle foi modelada contendo somente placas de madeira balsa,
conectada rigidamente com a linha do bordo de fuga. Optou-se por essa consideração
devido ao fato de que no experimento essas superfícies foram travadas. Essa é uma
simplificação que não representa realmente essa estrutura e sua conexão, sendo
interessante definir um conjunto de elementos separados que é conectado à região
do hinge da nervura nos três pontos de fixação por meio de elementos com rigidez
torcional que possa ser ajustada (COMBIN14, por exemplo ANSYS (2009)), pois
a folga existente, mesmo que mínima, pode influenciar na composição dos modos
vibracionais;

• A rigidez da conexão entre elementos estruturais deve ser reavaliada, de forma a
poder definir um valor finito para o mesmo. A fixação da longarina secundária e a
colagem das nervuras de balsa são os elementos principais a serem modelados;

• A geometria das nervuras de madeira balsa, bordo de ataque e fuga, nervuras cen-
trais podem influenciar devido à distribuição de massa e inércia diferentes do que
quando se considera uma seção retangular. Portanto um modelo considerando a real
geometria da nervura seria necessário para comparar os resultados;

• A massa distribuída de outros elementos periféricos que compõem o peso vazio
da asa devem ser consideradas, a exemplo das colagens feitas nas seções central
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e laterais, da cablagem por entre a asa, reparos localizados com madeira balsa
realizados ao longo da manufatura;

• Desconsiderou-se a presença da rigidez entelagem para os modelos simplificados,
considerando-se somente a distribuição de sua massa. Esse plástico, apesar de não
apresentar rigidez à compressão, apresenta à tração, o que pode influenciar nos
resultados dos parâmetros modais, sendo então uma alteração relevante para ajuste
do modelo.
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5 Considerações finais

5.1 Conclusões

Este trabalho veio com a proposta para criar uma metodologia de determinação
de parâmetros modais de aeronaves para Competição Aerodesign por meio de abordagens
teóricas e experimentais.

De forma a aplicar a teoria desenvolvida no texto e estabelecer um algoritmo
para se determinar a rigidez equivalente de uma estrutura que se comporta como viga,
um estudo de caso com dois corpos de prova que caracterizam estruturas empregadas
em confecção de protótipos Aerodesign foi realizado, comparando-se resultados obtidos
experimentalmente e numericamente, esse por meio de análise EF, considerando diferentes
tipos de elementos. Para tal, realizou-se um ensaio de vibração transiente por meio de
excitação com martelo de impacto, onde foi possível obter uma função de resposta em
frequência para cada sistema. O resultado da análise, posterior ao tratamento de dados,
mostrou que a aplicação da teoria de Euler-Bernoulli para formulação de vigas retorna
um erro médio percentual para estimação do módulo de elasticidade em 0,29% para o
corpo de prova tubular de alumínio 6063 e de 2% para o corpo de prova tubular em
fibra de carbono laminada com resina epóxi, representando excelentes estimativas para
implementação na modelagem numérica.

A etapa seguinte do trabalho consistiu em confeccionar a modelagem em EF da
estrutura completa da asa protótipo. Para isso, assumiu-se simplificações geométricas
de forma a tornar o modelo numérico parametrizável, entretanto considerando todos os
materiais e suas propriedades mecânicas equivalentes presentes na estrutura. Utilizou-se
elementos de viga unidimensional (BEAM188), casca bidimensional (SHELL181). Além
disso, considerou-se a massa localizada de vários elementos que compõe a asa, de forma
a tornar o modelo numérico o mais condizente com o real, por meio da utilização de
elementos MASS21. A massa da asa modelada numericamente divergiu 0,13% da massa
real da estrutura. Apresentou-se uma convergência de malha do modelo e os resultados
para uma faixa de frequência de 0 a 70 Hz.

Em sequência, foi realizado o Ground Vibration Testing na asa, utilizando-se o
setup padrão para uma análise modal clássica, sendo optada a excitação harmônica por
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meio de um shaker eletrodinâmico e medida de resposta por meio do uso de uma cé-
lula de carga e um acelerômetro. Os dados experimentais resultantes foram tratados por
meio do uso da toolbox EasyMod, onde foi possível obter 7 modos vibracionais da asa,
sendo que os dois primeiros foram modos de suspensão. Foram utilizados dois métodos de
extração modal (Circle-Fit e Line-Fit), realizando-se uma comparação entre os mesmos
por meio do critério M.A.C., apresentando excelente correlação entre os modos obtidos.
Ambos os métodos também retornaram valores próximos de frequência natural e taxa
de amortecimento estimadas. Conclui-se disso que os dados experimentais foram de boa
qualidade.

A etapa final do trabalho consiste na elaboração de um método para calibrar as
frequências naturais do modelo numérico com as do modelo experimental, de forma que
os parâmetros selecionados para atualização do modelo foram os módulos de elastici-
dade dos materiais, um total de quatro parâmetros. Os resultados após as iterações do
método retornaram considerável correlação modal entre o modelo numérico e experimen-
tal devido à evidente diagonalidade da matriz M.A.C., salvo alguns desvios localizados
presentes na matriz que eram esperados devido à complexidade da estrutura analisada.
Adicionalmente, o erro percentual médio das frequências naturais numéricas passou de
15,480% para 5,813% após o ajuste dos parâmetros, demonstrando eficácia na calibração.
Todavia, observou-se a convergência de 4 das 5 frequências naturais, sendo que a primeira
apresentou a maior defasagem em relação às outras. Atribuiu-se tal fato às simplificações
adotadas no modelo EF, que o tornaram não idealmente representativo da realidade, e
também à escolha inadequada do intervalo de análise.

São sugeridas, então, possíveis alterações a serem implementadas no modelo EF
que esperam-se ter influência nos resultados, tais como a modelagem das superfícies de
controle da asa, o refino da distribuição de massa da estrutura, como por exemplo con-
siderar a massa de cola imposta para a fixação dos componentes, da cablagem existente,
de reparos eventualmente realizados durante a manufatura, dentre outros; e considerar a
presença da entelagem cobrindo toda a área alar.

Ao final do trabalho, cumpriu-se com o objetivo que lhe foi proposto. Assim,
obteve-se uma metodologia para elaboração de um GVT, extração de parâmetros modais
tanto de modelos numéricos quanto de modelos experimentais, determinação de etapas de
importância para modelagem numérica da asa e elaboração de um algoritmo para ajuste
dos dados numéricos e experimentais.

5.2 Propostas para trabalhos futuros

Diversas linhas de pesquisa podem ser exploradas a partir do trabalho aqui desen-
volvido, tanto para problemas numéricos quanto para experimentais.

Em relação à modelagem numérica, as ressalvas de aprimoramento da simulação

72



foram indicadas na seção 4.5.3. Adicionalmente, uma etapa de importância para vali-
dação do modelo numérico é calibrá-lo com relação a um ensaio estático simples, como
um engaste na região central e aplicação de carga na extremidade da asa, medindo-se o
deslocamento de ponta. A validação do comportamento estático do modelo numérico é
importante quando deseja-se analisar o efeito de carregamentos e estudos de comporta-
mento aeroelástico de uma estrutura alar. Além disso, o prosseguimento da análise relativa
ao comportamento dinâmico em voo da aeronave é um tema de interesse para a equipe
Draco Volans Aerodesign, sendo etapa ímpar e consequente do estudo das características
modais da estrutura projetada. Softwares, como o NASTRAN, ZAERO, dentre outros,
devem ser buscados de forma a validar modelagens analíticas de cargas e aeroelasticidade,
complementando projetos conceituais futuros da equipe.

Quanto à execução do experimento, sugere-se a investigação de efeitos das con-
dições de contorno nos resultados. Portanto, avaliar diferentes condições de excitação
(martelo de impacto, shaker com sinais diferentes de chirp), apoio (suspenso por espuma,
por fios, dentre outros), sistema de aquisição de dados (a exemplo o acelerômetro ser
substituído por um vibrômetro laser, que devido à configuração, não adiciona massa à
estrutura).

Uma dificuldade inerente ao método experimental empregado, desde a execução
do experimento até a obtenção dos parâmetros modais, foi o tempo requisitado para
realizar as tarefas. O tempo para realização de cada GVT não era longo, entretanto
processos tediosos de armazenamento de arquivos, envio de dados para outro computador,
executar o tratamento dos dados experimentais e obter os parâmetros modais poderiam
ser otimizados de forma que fossem mais automatizados e dinâmicos. Isso facilitaria a
correção de possíveis erros no experimento ou no sistema de aquisição de dados de forma
mais imediata.

Quanto ao desempenho do método de ajuste de parâmetros implementado, sugere-
se que seja feita a otimização do código para que o tempo computacional seja reduzido.
Um exemplo disso seria paralelizar o processamento do ANSYS APDL ou o próprio código
desenvolvido em MATLAB, de forma que mais processos sejam executados simultanea-
mente.

Sugere-se, também a utilização de outras ferramentas de otimização para ajuste
de modelo, por exemplo a utilização de algoritmos genéticos para promover a solução do
melhor conjunto de parâmetros. Outra ferramenta de otimização seria o próprio método de
sensitividade, como apresentado por Mottershead, Link e Friswell (2011), especificamente
desenvolvida para ajuste de parâmetros a partir de resultados de ensaios dinâmicos. Além
disso, não somente a otimização ser feita com o objetivo único de minimizar a diferença
entre o conjunto de frequências naturais, mas também o desenvolvimento de uma rotina
que integre as plataformas MATLAB - EasyMod - ANSYS APDL de forma a calibrar
diretamente todos os parâmetros modais (frequência natural, modo vibracional e taxa de
amortecimento).
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A Modelagem de sistemas MGDL
não amortecidos

A maioria das estruturas são contínuas e possuem infinitos graus de liberdade
associados, como se sua composição interna fosse compreendida por infinitas conexões
massa-mola-amortecedor interligados. A modelagem 1GDL é útil para analisar sistemas
vibratórios simples, entretanto mostra-se limitada quando trata-se de uma estrutura real.
De maneira análoga, a análise de sistemas contínuos requer a solução de equações dife-
renciais parciais, cuja complexidade pode tornar o problema com solução analítica muito
difícil. Por meio da modelagem de sistemas discretos com n graus de liberdade, como mos-
tra a figura 46, entretanto, propõe-se a solução de um conjunto de n equações diferenciais
ordinárias (RAO, 1986), dadas por:

[M ]{ẍ} + [C]{ẋ} + [K]{x} = {F (t)} (A.1)

Onde [M], [C] e [K] são as matrizes n×n de massa, amortecimento e rigidez respec-
tivamente, {ẍ},{ẋ},{x},{F(t)} são vetores n × 1 de aceleração, velocidade, deslocamento
e força.

m1 m2 mi mj mn

k1

x1

F1(t)

c1

k2

c2

ki

ci

kj

cj

kn

cn

kn+1

cn+1

ki(xi − xi − 1)

F2(t) Fi(t)

Fi(t)

mi

Fj(t) Fn(t)

Ponto 1

x2 xi xj xn

ci(xi − xi − 1)
ki + 1(xi+1− xi)
ci + 1(xi+1− xi)

+xi, +xi, +xi

Ponto 2 Ponto i Ponto j Ponto n

Figura 46 – Sistema massa-mola com vários graus de liberdade. Fonte: Rao (1986)

A equação de movimento A.1 é formada a partir do equilíbrio do sistema, compondo-
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se as matrizes n × n do sistema considerado na figura 46 por:

[M ] =



m1 0 0 · · · 0
0 m2 0 · · · 0
0 0 m3 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · mn


(A.2)

[C] =



c1 + c2 −c2 0 · · · 0
−c2 c2 + c3 −c3 · · · 0
0 −c3 c3 + c4 · · · 0
... ... ... . . . −cn

0 · · · 0 −cn cn + cn+1


(A.3)

[K] =



k1 + k2 −k2 0 · · · 0
−k2 k2 + k3 −k3 · · · 0

0 −k3 k3 + k4 · · · 0
... ... ... . . . −kn

0 · · · 0 −kn kn + kn+1


(A.4)

E os vetores força e deslocamento (nx1),

{F (t)} =



F1(t)
F2(t)
F3(t)

...
Fn(t)


(A.5)

{x} =



x1

x2

x3
...

xn


(A.6)

Como o interesse, agora, é apresentar a modelagem de sistemas não amortecidos,
considera-se a matriz [C], na equação A.1, com valor nulo em todos os termos, reduzindo-a
ao seguinte sistema de equações diferenciais:

[M ]{ẍ} + [K]{x} = {F (t)} (A.7)
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A.1 Abordagem modal: o problema do autovalor

Analisando-se a resposta do sistema discreto como sendo a de vibração livre
({F (t)} = {0}) e não amortecida (não dissipativa), equação A.7, determina-se a solu-
ção para o sistema por meio de uma separação de variáveis do tipo:

x(t) = {X}T (t), i = 1, 2, · · · , n (A.8)

Sendo,

xi = XiT (t), i = 1, 2, · · · , n (A.9)

Onde {X} é um vetor constante que representa a característica espacial da res-
posta, enquanto que T (t) é uma função do tempo. Fisicamente isso é traduzido no fato
que a relação entre as coordenadas é invariante com o tempo, de maneira que a forma
modal não varia durante o movimento, somente a amplitude.

Substituindo A.9 em A.7 obtém-se

[M ]{X}T̈ (t) + [K]{X}T (t) = {0} (A.10)

Onde pode-se reescrever o sistema de maneira a separar as equações correspon-
dentes

 n∑
j=1

mijXij

 T̈ (t) +

 n∑
j=1

kijXij

T (t) = 0, i = 1, 2, · · · , n (A.11)

De onde resulta-se na seguinte relação

∑n
j=1 kijXij∑n
j=1 mijXij

= − T̈ (t)
T (t)

, i = 1, 2, · · · , n (A.12)

Observa-se que o termo à esquerda é dependente do índice i (graus de liberdade do
sistema), enquanto que o lado direito depende apenas do tempo; ambos os lados, então,
devem ser iguais a uma constante. Assume-se que essa constante seja ω2, cujo significado
físico é a frequência natural de oscilação do sistema completo, um valor positivo, de
maneira a se obter uma solução harmônica válida para o termo dependente do tempo.

 T̈ (t) + ω2T (t) = 0 (a)
([K] − ω2[M ]){X} = 0 (b)

(A.13)

O sistema resultante é composto por uma EDO A.13 (a) no tempo que compreende
um problema de vibrações livres e não amortecidas, com solução descrita pela equação
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A.14; e uma equação espacial composta por um problema de autovalores e autovetores
A.13 (b).

T (t) = C1cos(ωt + ϕ) (A.14)

Onde C1 e ϕ são constantes que representam a amplitude e fase, respectivamente,
do movimento harmônico associado a cada ponto do sistema. Determinam-se as frequên-
cias naturais do conjunto a partir da solução da parte espacial da resposta (equação A.13
(b)), cujo sistema possui solução trivial ({X} = {0}). Para uma solução não-trivial deve-
se impor a condição do determinante nulo para o termo que acompanha a matriz, ou
seja

∆ =
∣∣∣[K] − ω2 [M ]

∣∣∣ =
∣∣∣kij − ω2mij

∣∣∣ = 0 (A.15)

A expansão dessa equação resulta no polinômio característico de n-ésimo grau,
cujas raízes são n valores de ω2, onde pode-se mostrar que todas são reais e positivas
quando as matrizes [M ] e [K] são simétricas e positivamente definidas (WILKINSON,
1965). Cada autovalor (ω2) é associado a um autovetor {X}i, ou também chamado de
modo natural.

A.2 Ortogonalidade ponderada e normalização dos vetores modais

Por uma questão de dependência linear dos autovetores, observa-se que quando
{X}i é a solução do sistema homogêneo (equação A.13 b), existe constante γ ∈ R tal
que γ{X}i também satisfaz a solução. Dessa forma, fazendo-se uso da propriedade de
ortogonalidade dos vetores modais, demonstrada em (RAO, 1986), observa-se que

{X}T
j [M ]{X}i = 0, i ̸= j (A.16)

{X}T
j [K]{X}i = 0, i ̸= j (A.17)

Assim, desde que [M ] e [K] sejam matrizes simétricas para validade da ortogona-
lidade, quando i = j têm-se que

{X}T
i [M ]{X}i = mi, i = 1, 2, · · · , n (A.18)

{X}T
i [K]{X}i = ki, i = 1, 2, · · · , n (A.19)
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Ou reescrevendo na forma matricial,

(diag[M ]) =


m11

. . .
mnn

 = [X]T [M ] [X] (A.20)

(diag[K]) =


k11

. . .
knn

 = [X]T [K] [X] (A.21)

Onde [X] é a matriz modal, representando cada i-ésima coluna como o i-ésimo
vetor modal, como apresenta a seguinte equação

[X] =
[
{X(1)}{X(2)} · · · {X(n)}

]
(A.22)

A normalização é um procedimento que altera a magnitude dos vetores modais
objetivando retirar a característica de proporcionalidade entre os autovetores, tornando
os modos únicos a um sistema MGDL. Pode-se realizar a normalização em relação a
qualquer grandeza do sistema, porém em análise modal o mais comum é feita pela matriz
de massa. Para obter um vetor modal {Φ}i normalizado com base na matriz de massa a
partir de um autovetor {X}i, assim como demonstrado em (EWINS, 1984), deve-se fazer

{Φ}i = {X}i√
mi

i = 1, ..., n (A.23)

Onde mi é proveniente da relação de ortogonalidade A.18. Por conseguinte, essa
relação ponderada pelos autovetores normalizados pela matriz de massa é escrita na forma
matricial por

[ΦT ][M ][Φ] = [I] (A.24)

[ΦT ][K][Φ] = [diag(ω2
i )] i = 1, ..., n (A.25)

A.3 Vibração livre de sistemas não amortecidos

A solução mais geral para a equação do movimento dada por A.13 (b) pode ser
expressa pela combinação linear de todas as possíveis soluções do sistema, utilizando-se
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o princípio da superposição de eventos, considerando-se o fato de que o sistema é linear.
Descreve-se o movimento geral, a partir do natural, por meio da formulação

{x} =
n∑

i=1

{
X(i)

}
Aicos(ωit + ϕi) =

n∑
i=1

{
X(i)

}
Aisin(ωit) (A.26)

Onde Ai e ϕi são constantes que podem ser valoradas a partir das condições iniciais
do problema, ou seja, quando

{x(0)} =


x1(0)

...
xn(0)

 e {ẋ(0)} =


ẋ1(0)

...
ẋn(0)

 (A.27)

A.4 Desacoplando equações de movimento com coordenadas nor-
mais

Com o objetivo de promover a solução da equação de movimento do sistema,
transformam-se as n-acopladas EDOs governantes em n-desacopladas de segunda ordem,
fazendo-se uso das coordenadas normais. Assim, no espaço desacoplado do sistema, a
solução é obtida por meio da análise de n-sistemas de 1 grau de liberdade. O procedimento
seguinte é voltar às coordenadas físicas iniciais por meio de uma transformação inversa,
como apresenta a figura 47.

COORDENADAS FÍSICAS

Equações de movimento acopladas
Condições iniciais

Funções de forçamento

COORDENADAS PRINCIPAIS

Equações de movimento desacopladas
Condições iniciais convertidas

Funções de forçamento convertidas
Solução separada

COORDENADAS FÍSICAS

Solução geral

TRANSFORMADA TRANSFORMADA

INVERSA

Figura 47 – Fluxograma de para solução modal. Fonte: adaptado Hatch (2000)

Dessa forma, considerando a equação do movimento do sistema não-amortecido:

[M ]{ẍ} + [K]{x} = {F} (A.28)

A transformação de coordenadas é feita utilizando-se a seguinte relação:

{x} = [Φ]{q} (A.29)

Onde o vetor {q} representa as coordenadas normais do sistema. Dessa forma,
aplicando-se A.29 em A.28, obtém-se:

[M ][Φ]{q̈} + [K][Φ]{q} = {F} (A.30)
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Normalizando-se o sistema em relação à matriz de massa [M ] por meio de uma
pré-multiplicação por [Φ]T , tem-se que {Φ}T [M ]{Φ} = 1 e {Φ}T [K]{Φ} = [diag(ω2)].
Então, resulta-se em:

{q̈} + [diag(ω2)]{q} = {F̄} (A.31)

Onde {F̄} = [Φ]T {F}, que representa um forçamento no espaço de coordenadas
normais. O sistema de equações A.31 é desacoplado e trata cada massa do sistema in-
dependendentemente. Para serem definidas as condições iniciais do deve-se avaliá-las da
seguinte forma:

{x(0)} = [Φ] {q(0)}
{ẋ(0)} = [Φ] {q̇(0)}

(A.32)

A.5 Função de resposta em frequência de sistemas MGDL não-
amortecidos

Anteriormente no texto mostrou-se que a equação de movimento de um sistema
com vários graus de liberdade não-amortecido, excitado por um forçamento suposto
harmônico de mesma frequência e fase (assumida igual a zero) é dada por:

[M ]ẍ(t) + [K]x(t) = {F (t)} (A.33)

Onde F (t) é um vetor n×1 de de n forçamentos externos atuando sobre o sistema,
formulado pela seguinte equação:

{F (t)} =



F1

F2
...

Fn


sin(ωt) = {F}sin(ωt) (A.34)

O sistema oscila harmonicamente na frequência de excitação, assumindo solução
para o deslocamento e aceleração dadas, respectivamente, por:

{x(t)} =



X1

X2
...

Xn


sin(ωt) = {X}sin(ωt) (A.35)
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{ẍ(t)} = −ω2



X1

X2
...

Xn


sin(ωt) = −ω2{X}sin(ωt) (A.36)

Substituindo-se A.35 e A.36 em A.33 tem-se que:

([K] − ω2[M ])︸ ︷︷ ︸
Matriz de rigidez dinâmica

{X} = {F} (A.37)

O termo em destaque na equação anterior apresenta unidade de rigidez e é definido
por [Z(ω)]. Se a matriz for não-singular, válido para frequências de excitação distintas
das naturais do sistema, a amplitude de resposta é dada por:

{X} = [Z(ω)]−1{F} = [α(ω)]{F} (A.38)

A inversa de [Z(ω)] é denominada matriz de receptância [α(ω)], que contém as FRF
do sistema. É caracterizada por ser uma matriz simétrica, manifestando a reciprocidade
devido à linearidade de resposta vibracional do sistema MGDL modelado. Isso significa
dizer que a resposta observada na coordenada "i"dado um forçamento aplicado em "j"é a
mesma quando mede-se em "j"e aplica-se em "i"(FU; HE, 2001).

Outra característica de relevância é que apesar de se derivar a partir de um sistema
forçado, a receptância reflete as propriedades de um sistema dinâmico linear, similar aos
parâmetros modais de frequências e modos naturais vibracionais, não dependendo, pois,
de forçamentos externos.

Objetiva-se, agora, interpretar fisicamente o significado de uma FRF. A partir de
A.38 tem-se que a amplitude de resposta na coordenada "i"é dada por:

Xi = α(ω)i1F1 + α(ω)i2F2 + · · · + α(ω)inFn (A.39)

Quando aplica-se somente uma força no sistema, denominada Fj, a equação A.39
reduz-se a:

α(ω)ij = Xi

Fj

(Fr = 0, r = 1, 2, ..., n r ̸= j) (A.40)

Essa formulação sugere que o ij-ésimo termo da matriz α(ω) é a função de resposta
em frequência quando o sistema possui somente entrada de força na coordenada "j"e
resposta medida na coordenada "i"(FU; HE, 2001).

Além da receptância, pode-se medir a FRF a partir de outras respostas do sistema,
como apresenta a tabela 21.
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Tabela 21 – Propriedades de resposta para FRF. Fonte: Ewins (1984)

Parâmetro de resposta Resposta/ Força H(ω)
Deslocamento Receptância [α(ω)]

Velocidade Mobilidade [Y (ω)]
Aceleração Acelerância ou Inertância [A(ω)]

A.5.1 Composição de FRF utilizando parâmetros modais

Obter a função de receptância a partir de A.38 é um processo custoso computacio-
nalmente, pois é necessária a inversão de uma matriz n × n. Manipulando-se matematica-
mente, pode-se obter a seguinte relação (FU; HE, 2001), fazendo-se uso, agora, da matriz
modal normalizada pela massa

[α(ω)] = [Φ] [diag(ω2
i − ω2)]−1[Φ]T i = 1, ..., n (A.41)

Onde o índice "i"representa as frequências dos modos naturais do sistema. Analisando-
se um termo isolado da matriz [α(ω)], tem-se que:

αjk(ω) = ϕj1ϕk1

ω2
1 − ω2 + ϕj2ϕk2

ω2
2 − ω2 + · · · + ϕjnϕkn

ω2
n − ω2 (A.42)

Que pode ser reescrito na forma vetorial como:

αjk(ω) = {ϕj1ϕk1 ϕj2ϕk2 · · · ϕjnϕkn}



1
ω2

1−ω2

1
ω2

2−ω2

...
1

ω2
n−ω2


(A.43)

A.5.2 Fenômeno de anti-ressonância e mínimo de uma FRF

A anti-ressonância e mínimo de uma FRF são fenômenos dinâmicos não tão impor-
tantes quanto a ressonância propriamente dita, devido ao fato de não estarem associadas
às severas amplitudes de vibrações. Diferenciam-se da ressonância no sentido de serem
parâmetros locais de uma FRF, ao passo que a primeira representa um parâmetro global
da estrutura (as mesmas frequências de ressonância são esperadas em qualquer FRF do
sistema).

A melhor forma de se observar e compreender esses fenômenos é por meio da
observação de um exemplo simplificado. Considere, então, um sistema massa-mola com
dois graus de liberdade (2GDL), figura 48, onde as massas são iguais a 1 kg e as rigidezes
das molas assumem o valor de 1000 N/m cada.

87



Figura 48 – Sistema massa-mola com 2 graus de liberdade

Realizando-se o diagrama de corpo livre e determinando-se a equação do movi-
mento global, tem-se que:

1 0
0 1

ẍ1

ẍ2

+

 2000 −1000
−1000 2000

x1

x2

 =

0
0

 (A.44)

Os resultados para frequências naturais e modos vibracionais são:

[diag(ω2
r)] =

1000 0
0 3000

 (rad/s2) [Φ] =

−0.7071 −0.7071
−0.7071 0.7071

 (A.45)

Utilizando-se a equação A.43 pode-se chegar em 4 configurações de FRF obtidas
para o sistema, sendo apresentadas na figura 49.

Figura 49 – Excitação e leitura de resposta nos possíveis pontos para um sistema de 2GDL
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Antes de explicitar o significado matemático da resposta, deve-se abordar o assunto
de como se representar uma FRF, que pode ser feito de variadas formas, a depender das
propriedades que se quer destacar (FU; HE, 2001). De início, pode-se plotar frequência e
magnitude em escalas lineares ou logarítmicas, que exibem claramente as frequências de
ressonância nos picos de amplitude. Entretanto esse método torna a região do entorno da
frequência de ressonância de difícil interpretação. Uma forma comum e conveniente de se
representar a FRF é por meio de uma escala decibel (dB), tal como apresenta a figura 49,
que ajuda a expor a vizinhança de anti-ressonâncias e mínimos da função. A conversão
para a escala dB é feita a partir da seguinte equação:

α(ω)dB = 20
(

log10
|α(ω)|

1m
N

)
(A.46)

O estudo deste sistema 2GDL revela que existe uma relação intrínseca entre as anti-
ressonâncias de um sistema estrutural e suas formas modais. Entre as duas frequências
naturais, na FRF, existe ou uma anti-ressonância ou um mínimo de função, isso devido à
questão de α(ω)jk assumir valor próximo de zero, ou nunca poder assumir o valor nulo,
respectivamente (EWINS, 1984), dessa forma conclui-se que a formação desses fenômenos
é oriunda a partir do sinal dos elementos da matriz modal relacionados para cada termo
da matriz de receptância. A partir da plotagem das diferentes FRF’s para o sistema de
2GDL percebe-se, também, a característica de reciprocidade na matriz de receptância,
importante para determinação da forma modal de vibração do sistema, como mostra
(AVITABILE, 2017).
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B Teoria de vigas de
Euler-Bernoulli

Considera-se o diagrama de corpo livre e esforços internos do elemento de viga in-
finitesimal (figura 50) sujeitado a um esforço externo f(x, t) por unidade de comprimento,
que gera um momento fletor M(x, t) e esforço cortante V (x, t). A equação que descreve
o equilíbrio de forças na direção do eixo z, quando considerada a força de inércia, é dada
por:

Figura 50 – Diagrama de corpo livre (a), diagrama de esforços internos (b) para um ele-
mento de viga. Fonte: Rao (1986)

−(V + dV ) + f(x, t)dx + V = ρA(x)dx
∂2w

∂t2 (x, t) (B.1)

Onde ρ é a massa específica do material e A(x) é a área da seção transversal, que
varia de acordo com a coordenada x, w é a flexa da linha neutra da viga. A equação que
retrata o equilíbrio de momentos em torno do eixo y é dada por:

(M + dM) − (V + dV )dx + f(x, t)dx
dx

2
− M = 0 (B.2)

Pode-se utilizar a regra da cadeia nas derivativas dV e dM , obtendo-se:

dV = ∂V

∂x
dx e dM = ∂M

∂x
dx (B.3)
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Aplicando-se B.3 em B.1 e B.2, tem-se que:

−∂V

∂x
+ f(x, t) = ρA(x)∂2w

∂t2 (x, t) (B.4)

∂M

∂x
(x, t) − V (x, t) = 0 (B.5)

Utilizando-se B.5 pode-se reescrever B.4 como:

−∂2M

∂x2 + f(x, t) = ρA(x)∂2w

∂t2 (x, t) (B.6)

Da teoria de flexão de vigas de Euler-Bernoulli, a relação entre momento fletor e
deflexão é expressa por:

M(x, t) = EI(x)∂2w

∂x2 (x, t) (B.7)

Onde E é módulo de elasticidade à deformações normais à seção transversal, I(x)
é o momento de inércia da seção transversal, em torno do eixo y. Inserindo B.7 em B.6
tem-se que:

∂2

∂x2

[
EI(x)∂2w

∂x2 (x, t)
]

+ ρA(x)∂2w

∂t2 (x, t) = f(x, t) (B.8)

Para uma viga de seção constante, ou seja A(x) = A e I(x) = I, e sujeitada à
vibração livre, portanto f(x, t) = 0, a equação de movimento B.8 reduz-se a:

EI

ρA

∂4w

∂x4 (x, t) + ∂2w

∂t2 (x, t) = 0 (B.9)

O processo de resolução de uma EDP é feito a partir de uma separação da função
w(x, t) = W (x)T (t), aplicando-se valores gerais de condição inicial definidos por:

w(x, t = 0) = w0(x) (B.10)

∂w

∂x
(x, t = 0) = ẇ0(x) (B.11)

Aplicando-se a partição da função w(x, t) na equação B.9 e rearranjando ambos
os lado, obtém-se:

(
EI

ρA

)
1

W (x)
∂4W (x)

∂x4 = − 1
T (t)

∂2T (t)
∂t2 = cte = ω2 (B.12)
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Define-se, novamente, ω como sendo a frequência natural da viga. Resulta-se em
duas EDOs governantes, para a função W (x) e para a função T (t), com o seguinte formato:

∂4W

∂x4 (x) − β4W (x) = 0 (B.13)

∂2T

∂t2 (t) + ω2T (t) = 0 (B.14)

Onde,

β4 =
(

ρA

EI

)
ω2 (B.15)

A solução da equação B.14 é dada por:

T (t) = Acos(ωt) + Bsin(ωt) (B.16)

Onde A e B são constantes definidas a partir das condições iniciais. Para a solução
da equação B.13 assume-se que:

W (x) = Cesx (B.17)

Onde C e s são constantes. Deriva-se o polinômio característico de B.13 como:

s4 − β4 = 0 (B.18)

As raízes do polinômio são dadas por:

s1,2 = ±β, s3,4 = ±iβ (B.19)

Por fim, pode-se escrever a equação geral de deslocamento vertical da viga por
meio da equação B.20.

W (x) =C1(cosβx + coshβx) + C2(cosβx − coshβx)+

+ C3(senβx + senhβx) + C4(senβx − senhβx)
(B.20)

Onde C1, C2, C3, C4 são constantes que podem ser determinadas por meio das
condições de contorno impostas para a solução do sistema proposto, assim como o valor
de β. As frequências naturais podem ser computadas a partir da seguinte expressão:

ω = β2
√

EI

ρA
= (βl)2

√
EI

ρAl4 (B.21)
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A função W (x) é denominada modo normal ou função característica da viga. Para
esse sistema, existe um número infinito dessas referentes grandezas, onde cada frequência
natural está associada a um modo normal.

Algumas condições de contorno comuns para vigas estruturais são listadas a seguir,
além de formulações solucionadas para casos principais.

1. Livre-livre
EI

∂2w

∂x2 = 0 e
∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
= 0 (B.22)

2. Suporte simples

w = 0 e EI
∂2w

∂x2 = 0 (B.23)

3. Engaste
w = 0 e

∂w

∂x
= 0 (B.24)

Tabela 22 – Condições de contorno comuns para vibração lateral de vigas. Fonte: Rao
(1986)

Condições de Contorno
da viga Forma modal Valor βnl

Wn(x) = Cn[sin(βnx)]
β1l = π
β2l = 2π
β3l = 3π
β4l = 4π

Wn(x) = Cn[sin(βnx) + sinh(βnx)
+αn(cos(βnx) + cosh(βnx))]

onde, αn = sin(βnl)−sinh(βnl)
cosh(βnl)−cos(βnl)

β1l = 4, 730041
β2l = 7, 853205
β3l = 10, 995608
β4l = 14, 137165

(βl = 0 para modo
de corpo rígido)

Wn(x) = Cn[sinh(βnx) − sin(βnx)
+αn(cosh(βnx) − cos(βnx))]

onde, αn = sinh(βnl)−sin(βnl)
cos(βnl)−cosh(βnl)

β1l = 4, 730041
β2l = 7, 853205
β3l = 10, 995608
β4l = 14, 137165

Wn(x) = Cn[sin(βnx) − sinh(βnx)
−αn(cos(βnx) − cosh(βnx))]

onde, αn = sin(βnl)+sinh(βnl)
cos(βnl)+cosh(βnl)

β1l = 1, 875104
β2l = 4, 694091
β3l = 7, 854757
β4l = 10, 995541

Wn(x) = Cn[sin(βnx) − sinh(βnx)
+αn(cosh(βnx) − cos(βnx))]

onde, αn = sin(βnl)−sinh(βnl)
cos(βnl)−cosh(βnl)

β1l = 3, 926602
β2l = 7, 068583
β3l = 10, 210176
β4l = 13, 351768

Wn(x) = Cn[sin(βnx) + αnsinh(βnx)]

onde, αn = sin(βnl)
sinh(βnl)

β1l = 3, 926602
β2l = 7, 068583
β3l = 10, 210176
β4l = 13, 351768

(βl = 0 para modo
de corpo rígido)
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A Equipamentos Experimentais

A.1 Martelo de Impacto ICP® 086E80
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