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Resumo

Neste trabalho, foram utilizados processos de Poisson e de renovacao para modelar dados
de acidentes graves de transito de algumas rodovias federais do Brasil, ocorridos no
periodo 2016 a 2017. A distribuicao dos tempos entre ocorréncias dos acidentes foi
modelada por uma distribuicdo Weibull e por uma mistura de distribui¢oes Weibull. Os
parametros dessas distribui¢oes foram estimados por maxima verossimilhanca, com o
suporte do algoritmo EM. Quando a distribuicao dos dados dos tempos entre ocorréncias
dos acidentes apresentou uma distribuicao Weibull com parametro de forma um, o processo
de contagem utilizado para analisar o niimero de acidentes foi de Poisson, porém foi
utilizado o processo de renovagao quando a distribuicao dos tempos entre ocorréncias dos

acidentes se ajustou melhor por uma mistura de distribuicoes Weibull.

Palavras-chave: Distribuicado Weibull. Processo de Poisson. Processo de Renovacao.

Mistura de distribui¢oes. Acidentes de transito.
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1 Introducao

Processos estocasticos de contagem sao modelos probabilisticos naturais para
analisar o nimero de acidentes de transito que ocorrem em uma determinada regido para

um determinado intervalo de tempo.

O Brasil é um pais que escolheu o transporte rodoviario como principal meio de
circulagdo de seus bens e mercadorias, ou seja, a maior parcela de sua riqueza. Mas, junto
aos veiculos destinados a esse tipo de transporte, também circulam pessoas com interesses
diversos, seja para simples deslocamento, viagens de férias, trabalho, etc., e que, aliado as
condic¢oes desfavoraveis de infraestrutura, ao comportamento inadequado dos condutores
e pedestres, um fluxo tao heterogéneo e envolvendo veiculos de dimensoes e peso muito

desiguais, favoreceu o grande niimero de acidentes graves em todo o pais.

A Policia Rodovidria Federal — PRF — atende cerca de setenta mil quilometros
de rodovias por todo o Brasil e um dos seus principais servigos é o de atendimento
aos acidentes de transito ocorridos na malha das rodovias federais. Além de realizar o
atendimento, a PRF é responsavel por fazer estudos e aplicar procedimentos para reduzir

a quantidade desses acidentes, principalmente aqueles que deixam vitimas graves ou fatais.

As informagoes de cada acidente de transito atendido pela PRF sao coletadas em
um sistema préprio chamado BAT (Boletim de Acidente de Tréansito), em um modelo
unico para todo o Brasil, e entao seus dados sao disponibilizados para extracao ao ptblico

em geral.

A justificativa para o uso dos dados da PRF dé-se pela facilidade em ter acesso a
essa informacao e pela qualidade das informagoes registradas em seu boletim de acidente;
sendo que tal estudo com abrangéncia nacional seria muito dificil através de dados de
outros 6rgaos de transito de nivel estadual, tendo em vista que nem todos divulgam com
qualidade as informagoes de acidentes registradas, além da falta de uniformidade dos

modelos de boletins de acidentes confeccionados por esses 6rgaos.

O estudo também se justifica pela necessidade de entender melhor as caracteristicas
dos acidentes graves em rodovias federais, e com isso auxiliar na elaboragao de politicas

de enfrentamento as ocorréncias dessa natureza.

O objetivo principal deste trabalho é aplicar a teoria desses processos de contagem
para analisar dados de acidentes de transito graves ocorridos na malha rodoviaria federal
do Brasil.

Um processo de contagem com incrementos impendentes e estacionarios geral é

um "processo de renovagao', que por sua vez é caracterizado pela "distribuicdo entre a
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ocorréncia dos eventos".

Uma andlise exploratoéria dos dados de acidentes graves em rodovias Brasileiras
indicaram que a distribuicao entre a ocorréncia dos acidentes segue em alguns casos
distribuicao exponencial ou Weibull e em outros casos, aparentemente, uma mistura de
distribui¢oes Weibull. O processo de contagem correspondente ‘a distribuigdo Exponencial
¢ um processo de Poisson e nos outros casos o processo de contagem é de renovagao mais

amplo.

O trabalho esta organizado de forma que no capitulo 2 é apresentado uma revisao
da distribuicao Weibull, assim como da mistura de duas distribui¢oes, além da teoria de
processos de contagem, processo de Poisson e renovagao. No capitulo 3 uma revisao sobre
estimacao por maxima verossimilhanca e algoritmo EM ¢é apresentada. No capitulo 4, o
ferramental teodrico é utilizado na aplicacao de dados de acidentes em algumas rodovias

federais.
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2 Conceitos Preliminares

2.1 Distribuicao de Probabilidade Weibull

Neste capitulo descrevem-se os principais conceitos basicos e necessarios para

desenvolver o trabalho.

2.1.1 Definicao

A distribuigdo Weibull é uma distribuigao de probabilidade continua com diversas

aplicacoes praticas da distribuicao (Weibull, 1951).

Por defini¢do, uma variavel aleatoria X tem distribuicao Weibull se a funcao de
densidade de probabilidade f é dada por:

flzia;B) = g(;)“‘le_(’g) , >0 (2.1)

0, r <0,
sendo « o parametro de forma, 8 pardmetro de escala. Quando o = 1 o modelo X se reduz
a uma variavel exponencial.

Abaixo seguem graficos em que um dos parametros da distribuicao varia enquanto

0 outro permanece constante:

Na figura 1, em que se manteve o valor constante para o pardmetro « (forma),
variando o parametro (3, observa-se uma mudanca drastica na escala, com a expansao e

compressao do grafico.

Na figura 2, com o valor do parametro § constante, a mudanga no pardmetro «
ocasiona variacao acentuada na forma do grafico. E quando temos um valor para a < 1,

hé a predominancia do aspecto exponencial do grafico.

A funcao de distribuicdo acumulada da distribuicao Weibull, com parametros « e

B, denotada por Weibull(av , 8 ), é expressa por:

F(r;o;8) =4 17 e(;(ﬁ) T2 8’ (2.2)
z <0,

Os momentos de X ~ Weibull(a, ) sao obtidos através de:
t
B[] = p'T (= + 1 2.3
[e*90) = BT~ + 1), (2:3)

em que [ representa a fung¢ao gama.
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Figura 1 — Curvas da funcao de densidade de uma variavel Weibull com o = 1.5 e 3
variando.
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Figura 2 — Curvas da funcao de densidade de uma variavel Weibull com 3 = 1 e « variando.

Assim:

M, = 5”1‘(% +1) (2.4)

Dessa forma, de (2.4), temos, respectivamente, a esperanga e variancia de X
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~ Weibull(a, B): X
E[X] = 61“(& +1); (2.5)

Var[X] = # {F(Q + 1> - (F(l + 1))2} (2.6)

(67 «

A distribui¢ao Weibull tem sido utilizada em diversas areas para modelar tempo de
vida, for¢a ou tamanho, entre outras varidveis. Por exemplo, Weibull (1951) a utilizou para
modelar forcas de tensao necessarias para torcer uma barra de ago ou para rompimento de
fibras de algodao indiano. Na ultima década, destacam-se as aplicagoes da distribuicao
Weibull na area estatistica de "Analise de Sobrevivéncia',como pode ser visto em Colosimo
e Giolo (2006).

Neste trabalho, utilizamos a distribuicao Weibull para modelar o tempo entre

ocorréncias de acidentes na malha rodoviaria Brasileira.

A distribuicao Weibull pode ainda apresentar um terceiro pardametro de locagdo, pu,
que é responsavel por transladar a curva ao longo do eixo x, e a func¢ao de distribui¢ao

tem a forma:

f(@; 505 8) = g(xgﬂy_le(x?) ; (2.7)

em que x > v e 3,a > 0. Desta forma, sua distribuicdo acumulada é dada por:

F(z;p;a;8)=1— e_(wgu)a. (2.8)

2.2 Mistura de Distribuicoes

Conforme McLachlan & Peel (2000), misturas finitas de distribuigoes de qualquer
natureza tém sido objeto de atencao crescente principalmente nas ultimas décadas, pois
possibilitam uma flexibilizagao bastante util na modelagem de diversos fendmenos aleatérios.
Tais fendbmenos estao presentes em diversas areas do conhecimento, em que se faz uso
de misturas de distribui¢oes, como na engenharia, astronomia, fisica, medicina, etc. As
aplicacoes nessas areas levam em consideracao que a populacao em questao é composta
por duas ou mais subpopulagoes. Desta forma a densidade da populagao pode apresentar
mais de uma moda e/ou assimétrica que ndo vem de uma tnica populacdo; nesse sentido,
Pearson (1984) fez uso de uma mistura entre duas distribuigdes normais para ajustar dados

referentes & medida do tamanho de carangueijos da Baia de Napoles.

Ainda segundo McLachlan & Peel(2000), dadas as fungoes de densidades fi, ..., f,

de uma familia F, um modelo de mistura finita dessas g densidades é a combinagao convexa
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F(45:0) = S pi(15-00) 29)

em que f;(y;) representa as densidades componentes da mistura e p; sdo as propor¢oes de

mistura, onde:
g
Yopi=1, (2.10)
i=1

com(O0<p <leit=1,..,9.

Neste trabalho, o tempo entre ocorréncias em um processo de contagem seguird
uma distribuicao homogénea Weibull ou um distribuicao heterogénea, mistura de duas
distribuicdes Weibull.

2.2.1 Mistura de Distribuicoes Weibull

Ao substituir (2.7) em (2.9) com n=2, obtemos o modelo de mistura de duas

distribuigbes Weibull, conforme a seguinte equacao:

Qp T yea—1 _(zya Qg /T \o2—1 _(zyay
z|®) =p—(— e P+ pp—(— e P2’ 7 2.11
f@10) =p5 () r5,(5) (2.11)

em que «; > 0,3; > 0 sdo os parametros de forma e escala, respectivamente, da
subpopulagao i ,p; proporgdes da mistura com p; = 1 —py, e © = (p1, a1, a9, B1, 52) € 0
vetor de pardmetros do modelo de mistura Weibull (MMW) definido em (2.11).

Os momentos para uma mistura de distribuicoes Weibull sdo obtidos da seguinte

forma:

Mp(t) = [ &' d(piFy(2) + poPa(@))de = pi [ @' dfy(@)de + ps [ o' dfa(w)de =
0 0 0

= leFl (t) + pQMFz (t)

Logo, temos que:

t t
Mp(t) = plﬁfr( + 1) +p25§F< + 1)- (2.12)
an &%)
Sendo assim, os dois primeiros momentos sao calculados:

p=EX)=Mp(l)= P151F<; + 1) +p2B2F<a12 + 1>;

1

(2.13)

2 2
E(X? = plﬁfr( + 1) +p2B§F( + 1).
aq (6]
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Para ilustrar o modelo (2.11), apresentamos na Figura 6 as densidades do MMW

para os quatro vetores de parametros dados na Tabela 1:

Mistura Welbull: 8, Mistura Welbull: @
[-=]
S ©
[2<] oo
s «
£ 34 = oo
o o
S -
= — —
S T T T T T T ° T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X X
Mistura Welbull: 85 Mistura Welbull: &,
o .
= <
o3
w | -
= o |
= = | E
= 5 & i
[=]
™ - ]
L= -
2 <
= T T T T T T = T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X X

Figura 3 — Misturas de distribuicoes Weibull para parametros da Tabela 1.

Tabela 1 — Vetor de pardmetros do MMW (2.11).

©; ap i oy P p
0, 2 05 7 2 0.5
O, 5 09 10 04 0.3
O3 2 0.8 10 2 0.8
©, 08 03 5 1 0.7

Observa-se, principalmente a partir da mistura dada pelo vetor de parametros Oy,

que um valor de o < 1 da a mistura uma tendéncia exponencial visivel.

2.3 Processos de Poisson e Renovacao

De acordo com ROSS (2010), um processo estocastico {X (¢),t € T'} é uma cole¢do
de varidveis aleatdrias, em que para cada t € T', X (¢) é uma varidvel aleatéria; no qual o
indice ¢ é frequentemente associado ao tempo, sendo entao X (t) o estado do processo no

tempo t.

O conjunto T' é chamado de conjunto de indices do processo. Quando 7" é um
conjunto contavel, o processo estocastico é chamado de processo a tempo-discreto, caso
T seja um intervalo no conjunto de ntimeros reais, temos um processo a tempo-continuo.

Entao, o conjunto {X,,,n =0,1,2,...} é um processo estocastico a tempo-discreto indexado
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por valores inteiros nao negativos; enquanto que {X;,t > 0} é um processo estocastico a

tempo-continuo indexado por valores reais nao negativos.

O espago de estados de um processo estocastico é definido como o conjunto de

todos os valores possiveis que a variavel aleatéria X (¢) pode assumir.

Portanto, um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias que descre-

vem a evolugao no tempo de algum processo (fisico).

Defini¢ao 2.1: Um processo de contagem, conforme ROSS (2010), é definido como
um processo estocastico a tempo continuo com espago de estados discreto, {N(t),t > 0},
em que N(t) representa o nimero de eventos ocorridos no tempo ¢ e que satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) N(t) = 0;
(ii) N(t) é um valor inteiro;
(iii) Se s < t, entao N(s) < N(t);

(iv) Para s <t, N(t) — N(s) é o nimero de eventos no intervalo (s,?].

Se o nimero de eventos que ocorre em intervalos de tempo disjuntos sao indepen-
dentes, o processo de contagem possui entao incrementos independentes. Como exemplo,
considere N () como o nimero de veiculos que chegam em determinado cruzamento da
via a um tempo t, entdao {N(t),t > 0} é um processo de contagem que corresponde a
chegada desses veiculos no cruzamento, e nesse caso é razoavel entender que esse processo

de contagem possui incrementos independentes.

Um processo de contagem ¢ dito ter incrementos estaciondrios. se a distribuicao do
nimero de eventos que ocorrem em um intervalo de tempo depende somente do tamanho
desse intervalo, ou seja, o processo possui incrementos estacionarios se o niimero de eventos
no intervalo (s, s + t] tem mesma distribuicdo para qualquer valor de (0, t], independente
do valor de s. Isso pode ocorrer, por exemplo, no caso anterior de veiculos chegando em
um determinado cruzamento da via, porém, se houver nesse local horarios em que o fluxo
aumenta (como num horario de rush), ndo se podera com razoabilidade considerar que

esse processo possui incrementos estacionarios.

2.3.1 Processos de Poisson

Defini¢ao 2.2: O processo de contagem {N(t),t > 0} é um processo de Poisson

com taxa A > 0 se:

(i) N(0) = 0.
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(ii) O processo tem incrementos independentes.

(iii) O ntimero de eventos em qualquer intervalo de tamanho ¢ tem distribuigao Poisson

com média At; ou seja, para todo s,t >0

P{N(t+s) — N(s) :n}:e_”();;)n, n=0,1,.. (2.14)

Nota-se que a partir da condig¢ao (iii) o processo de Poisson tem incrementos

estaciondrios e também e

E[N(t)] = M, (2.15)

em que A ¢ a ser a taxa do processo.

M

Figura 4 — Processo de Contagem Poisson (A = 2).

Na figura 4 observa-se uma possibilidade de processo de contagem Poisson com
taxa A = 2.

Considere um processo de Poisson e seja o tempo do primeiro evento dado por
T;. Ainda, para n > 1, T,, denota o tempo entre o (n — 1)-ésimo e o n-ésimo evento. A

sequéncia {T,,,n = 1,2, ...} representa os tempos entre as chegadas dos eventos.

Mostra-se que os tempos entre as chegadas de um Processo de Poisson com taxa
A AT,,n =1,2, ...}, sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.) com distribui¢do exponencial de parametro A, ver ROSS (2010). Isto é, F(t) =
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P(T,, <t) =1—e. Isso significa que o processo nio possui memoéria e a cada ocorréncia

temos um recomego do processo.

Uma outra medida de interesse é o tempo total até a ocorréncia do n-ésimo evento,

Sy, ou tempo de espera até o n-ésimo evento, sendo que

S, =S"T, n>1, (2.16)

=1

conforme a proposi¢ao anterior, entao S, tem distribuicdo gama com parametros n e A:

e ()t

fs.(t) = Ae CEE t=>0. (2.17)

Exemplo 1: Suponha que pessoas imigrem para um territério de acordo com uma
distribuicao Poisson com taxa diaria de A = 1. Qual seria o tempo esperado até que o
décimo imigrante chegue, e qual a probabilidade que o tempo entre o décimo e o décimo

primeiro imigrante seja maior que dois dias?
Para o primeiro caso, temos que E[So] = % = 10 dias.
No segundo caso, temos que P{T}; > 2} = ¢ 2* = ¢72 ~ 0.133.

Um importante resultado de um processo de Poisson afirma que um processo de
contagem {N(t),t > 0} é um processo de Poisson homogéneo com taxa A se e somente se

os tempos entre as chegadas {T,,,n = 1,2, ...} sdo v.a/s i.i.d. com distribuigdo exp(\).

Diversos sao os exemplos de aplicacao do processo de Poisson, os quais sao carac-
terizados por possuir eventos que ocorrem de forma repetida e aleatorizada ao longo do
tempo, isto é, o nimero de eventos que ocorre em intervalos de tempos disjuntos, com o
mesmo tamanho, sao independentes e identicamente distribuidos. Além disso, os tempos
entre as ocorréncias sao variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas de

forma exponencial.

Alguns processos sao considerados homogéneos, ou seja, a taxa desses eventos
é constante, ou heterogéneos, com mais de um tipo de ocorréncia. Como exemplo,
podemos modelar dessa forma o niimero de e-mails que sdo recebidos, e que, havendo
uma classificagao etaria das pessoas que recebem os e-mails é possivel obter um caso de
taxas heterogéneas de recebimento. Acidentes de transito, considerando o envolvimento
de tipos diversos de veiculos (automével, motocicleta, caminhao, etc.), traz uma situagao
de provavel heterogeneidade das taxas desses acidentes; nimero de clientes que chegam a
uma loja, etc. Para mais detalhes sobre processos de Poisson nao-homogéneos ver ROSS
(2010).

Nas situacoes que serao tratadas neste trabalho, nem sempre os tempos entre as

ocorréncias de eventos (acidentes) estarao ajustados por uma distribui¢do exponencial.



2.3. Processos de Poisson e Renovag¢do 21

Uma analise descritiva prévia dos dados em estudo nos mostrou que tal distribuicdo pode
ser uma Weibull ou ainda uma mistura de duas distribuicoes Weibull, por hipétese. Nesse
ultimo caso, precisa-se de um processo de contagem mais geral que Poisson para garantir
que a distribuicao entre as chegadas pode ser qualquer distribuicao F, em particular, uma
mistura de Weibull.

2.3.2 Processos de Renovacao

Um processo de contagem N(t),t > 0 é um processo de Renovagao com fungao
de renovagdo m(t) = FE[N(t)] somente se os tempos entre as chegadas dos eventos,
{X,,n =1,2,...} sdo varidveis aleatérias i.i.d. F qualquer. Para um processo de renovagao

em que X1, Xs,... s20 os tempos entre as ocorréncias, e o valor de Sy = 0, define-se

Sp=> Xi n>1, (2.18)
i=1
< XX > X5 >
0 S, S, S, Time

Figura 5 — Processo de Renovagao.

em que S; = X, representa o tempo até a primeira renovacao do processo, Sy = X7 + Xo
o tempo da segunda renovacao, e assim sucessivamente; ou seja, S,, representa o tempo da

n-ésima renovacao.

Assim, sendo X;, i > 1, variaveis aleatérias independentes identicamente distribui-
das com distribuicao F; S, = > ; X; tem distribuigao F,, (convolugoes de F'), entdo a

distribuicdo do processo e a funcdo de renovacao sao dadas, respectivamente, por:

P{N(t) =n} = P{N(t) > n} — P{N(t) > n+1} =
P{S, <t} — P{Sp11 <t} = (2.19)
P{N(t) = n} = F,(t) — Foa(t),

m(t) = B[N (t)] = iP{N(t) >n} = ip{sn <t = iFn(t). (2.20)

A fungao m(t) é conhecida como o valor médio da fung¢ao de renovagao.

Na teoria de probabilidade, a convolugao de distribui¢des de probabilidade corres-
ponde a operacao de adicao de variaveis aleatérias independentes, formando combinacoes

lineares dessas varidveis. Para mais detalhes sobre convolugao ver Hogg et al (2004).
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Exemplo 2: Suponha um processo de renovacao cuja funcao de valor médio é
dada por:
m(t) = 2t, com t > 0.

Qual a distribuicao do nimero de renovagoes que ocorrem no tempo t = 107

Solugao: Da equagao (2.13) temos que E[N(t)] = At, e como m(t) = E[N(t)] = 2t,

temos que N(t) é um processo de Poisson com taxa 2. Assim:

P{N(10) =n} = 620(2710')71, n > 0.

O processo de Poisson ¢ o tinico caso em que o processo de renovagao tem uma

funcao de valor médio linear.

Mostra-se que m(t) unicamente determina o processo de renovagao, ou seja, ha
uma correspondéncia um para um entre a distribuicdo F' dos tempos entre as ocorréncias
e m(t). Isso pode ser evidenciado ao assumir que a distribuigdo dos tempos entre as
ocorréncias possui fungao de densidade f e distribuicdo acumulada F, tem-se que a funcao

de renovagao é determinada po F, ao resolver a "equagao de renovagao:

m(t) = /[1 Fm(t — 2)|f()de = F(t) + /Ot m(t — ) f(z)dz. (2.21)

2.3.3 Distribuicao Assintética de um Processo de Renovacao.

De (2.20) tem-se que a distribui¢ao de um processo de renovagao {N(t),t > 0}
¢é obtido pela convolucao da distribuicao dos tempos entre as chegadas, F. Porém, essas
convolugbes nem sempre tém expressoes fechadas simples, o que dificulta o calculo da
distribuicao exata do processo de renovacao. Uma alternativa para o calculo da distribuicao
aproximada do processo de renovacao é dada considerando-se o limite assintotico do

processo. A prova de todos os resultados apresentados a seguir podem ser encontrados em
ROSS (2010).

Proposigao 2.3: Seja {N(t),t > 0} um processo de renovagao com fungao de
renovagao m(t) e sejam {X,,n > 0} os tempos entre as renovagoes variaveis aleatorias

iid F com F(X,) = p. Entdo, com probabilidade 1, tem-se que

N(t 1
t() — —, quando t — 0. (2.22)
i

Algumas consideragoes: i) A proposigao anterior é valida mesmo que a média dos
tempos entre as renovagoes, u, for infinita; nesse caso, interpreta-se i como zero; ii) O

valor de i ¢ chamando de taxa de renovagao; iii) Como a taxa entre renovagoes é p, é
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intuitivo que a taxa média em que ocorre as renovagoes é de 1 para cada p unidades de

tempo.

A proposicao 2.3 afirma que com probabilidade 1, para um tempo suficientemente

longo a taxa média de renovagodes do processo é de i

Proposicao 2.4: Seja {N(t),t > 0} um processo de renova¢ao com funcao de
renovacao m(t) e sejam {X,,n > 0} os tempos entre as renovagoes v.a’s i.i.d F com
E(X,) = p. Entao

t 1
mi) — —, quando t — c0. (2.23)
0

O valor i ¢é chamado de taxa de renovagao do processo.

Proposigao 2.5: (Teorema do Limite Central para um Processo de Renovagao)
Seja {N(t),t > 0} um processo de renovagao e sejam {X,,n > 0} os tempos entre as

renovagoes v.a.s i.i.d F com E(X,) = p e Var(X,) = ¢ Entao

1 7 2
tq2<l']:\/§/€ 2 dr =

t to?
N(t) ~ N(, 0_3>
o
Exemplo 3: Uma maquina processa determinado trabalho ininterruptamente. O

tempo que a maquina leva para executar um trabalho apds o outro tem distribuicdo gama

com parametros n =4 e A = 2.
a) Qual é o nimero médio de trabalhos processados em até t= 100 horas?

Para um valor de ¢ suficientemente grande, de acordo com (2.22), tem-se que
m(t) = E(N(t)) = i

b) Qual é a probabilidade aproximada de que a maquina processe no maximo 90

trabalhos até o tempo t7

Se designamos N (t) como o nimero de trabalhos que a maquina pode processar
até o tempo ¢, entdo {N(t),t > 0} é um processos de renovagao.

Temos que P(N(t) <90) = P<Z = gf/é) Utilizando a proposigao 2.5, p=2e
8

0? = 1. Entao, para um tempo suficientemente grande, N () ~ N(;, g)
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3 Estimacao

3.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca dos Tempos entre Aci-

dentes

Como o objetivo deste trabalho é modelar dados de acidentes de transito em
algumas rodovias federais, baseado na revisao da teoria de processos de contagem dada
no capitulo 2, primeiro procurou-se a distribuicao I’ que melhor se ajuste aos dados dos
tempos entre os acidentes. Empiricamente notou-se que essa distribui¢do pode ser de uma
tunica populagao ou de uma mistura de duas populagoes. Aqui, utilizamos o MMV (Método
da Maxima Verossimilhanga) para estimar os pardmetros dessa distribuicao. O método
de MV para uma populagdo X ~ F' consiste em, dada uma amostra {X;, Xo, ..., X,,}, de

X ~ F, entao a funcao de verossimilhanca é

n

L(0) = f(z1;0) f(22;0) - -+ - f(wn; 0) = [] f(@:30). (3.1)

=1

A fungdo L(#) fornece a verossimilhanga que as varidveis aleatorias assumem para
um valor particular de xq, xs, ..., x,,. A verossimilhanca é o valor da fun¢ao de densidade
conjunta da amostra, para variaveis continuas, e a funcao de probabilidade conjunta, para

varidveis discretas.
O valor de 6 que maximiza L(f) é o estimador de méxima verossimilhanca (EMV).

Isto é, o EMV ¢ a solugao de

oL()
op "
(3.2)
0*L(0)
o

sendo que, por conveniéncia, pode-se substituir na derivada L(f) pela fungao log-verossimilhanga,

log[L(0)], pois o valor que maximiza uma também maximiza a outra fungao.

Quando o modelo da populacao vem de uma mistura de duas sub populagoes, do

tipo (2.9), o procedimento de MV tem que utilizar o algoritmo EM.

3.1.1 O Algoritmo EM

Definido por Dempster et al. (1977), o algoritmo EM tem seu uso aplicado ao

calculo do estimador de méxima verossimilhanca (EMV), fazendo uso, basicamente, de dois



26 Capitulo 3. Estimagao

passos: o primeiro, passo "E"que calcula o valor esperado do logaritmo da verossimilhanca
e o passo "M", que consiste em calcular o valor maximo da funcao anterior. Os passos
sao repetidos em sequéncia ata se chegar numa convergéncia, a partir da definicdo de um

critério de parada.

De forma geral, as aplicagoes do algoritmo EM leva em consideragao a incompletude
dos dados e quando a maximizacao da funcao de verossimilhanga apresenta dificuldades as
quais sao resolvidas com a admissao de valores adicionais, resultando em maior simplificacao
do seu célculo, pois, conforme os trabalhos de Zhu e Lee (2001), na maioria das vezes,
a funcao log-verossimilhanca dos dados completos apresenta maior simplificacdo em sua

forma que a log-verossimilhanca dos dados observados.

O algoritmo EM converge para o EMV e tal prova, com corre¢ao a partir da prova
dada por Dempster et al. (1977), pode ser encontrada em Boyles (1983) e Wu (1983).

Considerando o conjunto de dados y observados e o conjunto de dados faltantes
m, temos que o conjunto de dados completos é estabelecido por y, = (y, m), com fungao
densidade de probabilidade dada por f(y.|f), com § € © C R?. Temos que a fungio
log-verossimilhanga para os dados completos é dada por [.(f]y,.), e assim temos que os

dois passos do algoritmo EM sao dados por:

o E (Expectation): calculamos Q(0|0%) = E[l.(0)y.)|y,0™], em que a esperanca é

tomada em relacdo & distribuicdo condicional f(y|m,#®*)).

1) que maximiza Q(0|0*)).

e M (Mazimization): encontrar o valor de 6
Os passos "E'e "M"sao repetidos até atingir a convergéncia sujeita ao critério de

parada em que |[*F) — )| < ¢,

O uso do algoritmo EM para estimar os pardmetros de uma mistura de distribuigoes
Weibull foi amplamente utilizado e, apesar de se encontrar outras abordagens envolvendo
esse tipo de estimagao, McLachlan & Peel (2000), referéncia para este trabalho no que se

refere a estimagao, enfatizou o uso do algoritmo EM em sua obra.

3.1.2 Algoritmo EM para Mistura de Distribuices Weibull

Um dos objetivos deste trabalho é encontrar os parametros da mistura de distribui-
coes Weibull relacionados aos dados de tempo entre acidentes graves ocorridos em algumas
rodovias federais do Brasil. Os parametros sao encontrados com a utilizacao da técnica de
algoritmo EM aplicadas em uma mistura de distribuigoes Weibull conforme equagao (2.9),

ou seja, encontrar valores para © = (7, aq, ag, 81, [2).

Seja X uma variavel aleatéria com valores X, Xo, ..., X,, e distribuicao de pro-
babilidade F' dada conforme (2.11), e sendo K = (ki, ks, ..., k) subconjunto de dados
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incompletos da varidvel X de tamanho N, e Z = (K,Y) os dados completos, em que
Y = (y1,¥2, .-, Yn). A funcao de distribuicao e a fun¢ao de verossimilhanga dos dados

incompletos, respectivamente, é definida por f(x;0) e L(O|K).

O algoritmo EM encontra primeiro a esperanca dos valores da funcao log-verossimilhanca
dos dados completos, com relagao aos dados desconhecidos Y, dado os valores de K e os

parametros estimados, ou seja,

Q(0;0W) = Elin(h(K,Y|0))|K,0®] =
2 X omy | &= X () NG
- Z Z log(pl)f(”xiv @l ) + Z Z log[fl(xi’el )]f(lll‘,, @l )’

I=1i=1 I=14=1

(3.3)

Em que ©F sdo os atuais parametros estimados que se usa para calcular o valor da
esperanca e © sao os novos parametros que otimizados e incrementados em (), definindo
assim o primeiro passo do algoritmo (expectation). O segundo passo, mazimization, é

definido como a maximizac¢ao da esperanca computada anteriormente.
A partir de entao, faz-se a alternancia entre cada um dos passos do algoritmo EM.

No segundo passo, na (k+41)-ésima interacdo, maximizar Q(0; ©®)) com relacio a

p1 é equivalente a atualizar pt por

D 1 ¥ (1
=5 2 f(1]«:,© (3.4)

em que,

fllz; 00" =

e atualiza-se @l(kﬂ), [ = 1,2 ao se resolver a equacao

N
)
S fl)as, @Ek))mlog(ﬁ(%; oMy =0

=1 l

Entao, na (k+1)-ésima interagao a atualiza¢ao das estimativas de al(kﬂ) e l(kH),

para [ = 1,2, sdo obtidos, respectivamente, ao solucionar o seguinte sistema de equagoes:

In(x;) Lo inge)

> Flles O+ in(e) +in(5) -

i=1 l !

} =0 (3.6)
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ede 5, 1 =1,2, ao calcular

b = {—az zﬁvlf<1|xi;@§“>}m.
YN Fl|zi; 0z

3.1.3 Procedimentos para Modelagem dos Dados

A seguir, sao apresentados os passos necessarios para o ajuste dos dados de acidentes:

Passo 1: Utilizar as equagoes (3.1) ou (3.3) a (3.5) para estimar os pardmetros da
distribuigao F dos tempos entre acidentes, definida em (2.2) ou por (2.11), respectivamente.

O primeiro caso é para uma Weibull e o segundo para a mistura de duas Weibull.

Passo 2: Fazer o estudo do niimero de acidentes de acordo com as equagoes (2.21)
a (2.23).
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4 Aplicacao

Foram coletados a partir de diversas rodovias federais do pais os dados de acidentes
graves (acidente com pelo menos uma vitima morta ou com ferimentos graves), ao longo

dos anos de 2016 e 2017, conforme o quadro de variaveis abaixo:

Tabela 2 — Resumo da base de dados de acidentes da PRF.

Variavel Descricao

id Numero identificador da ocorréncia (acidente)

pesid Numero identificador do envolvido no acidente

data Data em que ocorreu o acidente

dia semana Dia da semana do acidente, formato "Y-m-d"

horario Horario do acidente, formato "HH:MM:SS"

uf Unidade da Federacdo onde ocorreu o acidente

br Numero identificador da rodovia federal do acidente

km Quilémetro onde ocorreu o acidente

municipio Municipio de ocorréncia do acidente

causa acidente Causa principal presumida do acidente, conforme classificacdo da PRF
tipo acidente Especificacdo do tipo de acidente, conforme tabela classificagdo da PRF
condicao meteorologica | Classificagdo meteorolégica no momento do acidente

tipo pista Tipo de pista conforme classificagdo da PRF

id veiculo Numero identificador do veiculo envolvido

tipo veiculo Classificacdo do veiculo quanto ao seu tipo

estado fisico Classificagao do estado fisico do envolvido quanto as lesoes

idade Idade do envolvido no acidente

Sex0 Sexo do envolvido no acidente

Inicialmente, as variaveis de interesse serao a data e o horario de cada acidente, para
a criacdo de uma nova varigvel definida como a diferenga (em dias) de uma ocorréncia para
outra, em que, ao considerar esses eventos sucessivos como independentes e identicamente
distribuidos com uma distribuicao qualquer de probabilidade, é possivel associar um
processo de contagem desses eventos em determinados periodos e, portanto, obtém-se um

processo de renovacao.

Na andlise descritiva de alguns trechos de rodovias, é possivel observar uma
aproximacao da densidade dos tempos entre os eventos a uma distribuicao Weibull. Em
varios casos, o "parametro de forma'encontrado da distribuicao Weibull teérica tem valor
proximo a 1, o que denota uma aproximacao a distribuicao exponencial e, por isso, chega-se

a um Processo de Poisson.

Em algumas rodovias federais, no entanto, a distribuicao dos tempos entre os
acidentes aparenta ser composta por uma mistura de distribuigoes, aqui considerada

hipoteticamente como uma mistura de distribuicoes Weibull.



30 Capitulo 4. Aplicagio

4.1 Dados de Acidentes Graves na BR 101/RJ: Modelo Poisson

Um caso particular em que um processo de Poisson pode ser usado para modelagem
de N(t), contagem dos acidentes graves, estd exemplificado nos dados dos tempos de
acidentes na BR 101/R.J, ao longo dos anos de 2016 e 2017, com as estatisticas principais

de acordo com a tabela 3.

Tabela 3 — Estatisticas dos tempos (em dias) entre acidentes — BR 101/RJ.

Observagoes  Min  Quartil 1 Mediana Média Quartil 3 Max  Desvio Padrao

250 0.0000 0.340 0.9000  1.3230 1.965 7.6200 1.3339

A distribui¢do dos dados pode ser visualizada abaixo na figura 6, com o histograma
associado, a curva (em vermelho) da distribuigdo empirica e (em azul) a distribuicao

tedrica exponencial com pardmetro A\ = 0.7545 (taxa).

Na figura 7, compara-se as distribui¢cbes acumuladas empirica e tedrica, além do

grafico ggplot (comparagao dos quantis), mostrando um bom ajuste.

—— Exponencial Tedrica
Densidade Empirica

w

©

=

[=]

L

(]

(= [

[
| | 1 | 1
0 2 4 6 8

Tempo (dias)

Figura 6 — Grafico dos tempos entre acidentes (teérico e empirico).

Uma outra situagdo que se pode propor é, a partir do particionamento entre
acidentes graves envolvendo motocicletas ou nao, tentar verificar as diferencas entres esses

grupos.



4.1. Dados de Acidentes Graves na BR 101/RJ: Modelo Poisson 31

o _| o
.0
© _|
=) ©
o
© g
IS a
= T,
L =
< | =
[=] =
¢
(o) -
[a¥]
N
-—- Acum. Empfirica -—- Empfirica
g — Acum. Estimada e - — Estimada
| | | ] ] | |
0 2 4 6 8 0 5 10 15
Tempo (dias) Quantil Tedrico

Figura 7 — Distribuicao acumulada e qgplot dos tempos.

Para o caso dos acidentes em que houve a participacao de alguma motocicleta no
acidente e para as ocorréncias sem nenhuma moto envolvida, as principais estatisticas dos

tempos entres as ocorréncias estao detalhadas na tabela 4.

Tabela 4 — Estatisticas dos tempos (em dias) com e sem motos — BR 101/RJ.

Tipo Obs. Min Quartil 1 Mediana Média Quartil 3 ~Max DP
Com Motos 173  0.000 0.810 2.710 4.193 6.040 27.060 4.496
Sem Motos 377  0.000 0.560 1.400 1.930 2.690 12.460 1.834

A distribuicao dos tempos pode ser visualizada na figura 8, referente ao acidentes
(a) em que houve alguma moto envolvida e (b) quando nao houve, com o respectivo
histograma associado, a curva (em vermelho) da distribuicdo empirica e (em azul) a

distribuigdo teérica da curva exponencial (via Algoritmo EM).

As figuras 9 e 10 apresentam as distribui¢oes acumuladas empirica e tedrica, além

do grafico qgplot (comparacao dos quantis), para cada um dos dois casos.

Em seguida, é apresentada a tabela 5 apresentando as estimativas do pardmetro A
da distribuicao exponencial dos tempos entre as ocorréncias, conforme método de maxima
verossimilhanca, considerando todos os tipos de veiculos e para os casos em que houve uma
particdo entre os acidentes envolvendo motos ou nao. Os testes de Kolmogorov-Smirnov
apresentados na tabela reforcam a nao rejeicao da hipdtese de que esses tempos tém

distribuicao exponencial.
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Figura 8 — Ajuste tempos entre acidentes com motos a distribuigdo exponencial.
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Figura 9 — Distribuicao acumulada e ggplot dos tempos de acidentes com motos.
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Figura 10 — Distribui¢do acumulada e ggplot dos tempos de acidentes sem motos.
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Tabela 5 — Estimativas e valor de teste de KS para os tempos de acidentes.

Tipo Taxa A Erro Padrao  KS  wvalor-p
Com Motos  0.24 0.0180 0.0762 0.2706
Sem Motos 0.51 0.0266 0.0325 0.8207
Total 0.75 0.0322 0.0275 0.8015

Observa-se que os valores dos parametros A para os dois grupos somados chegam

ao valor do parametros.

Considerando o total de acidentes ocorridos na BR 101/RJ, como exemplificagao
das probabilidades de ocorrer nenhum, um ou mais de um acidente grave dentro de
determinado ntimero de dias, a tabela 6 mostra algumas dessas probabilidades para a

contagem de acidentes de acordo com o nimero de dias entre 0 e 7.

Tabela 6 — Probabilidades para N () conforme t (dias) e n (acidentes).

t/n 0 1 2 3 4 5 6

1 047024 0.35480 0.13385 0.03366 0.00635 0.00096 0.00012
022113 0.33369 0.25177 0.12664 0.04778 0.01442 0.00363
0.10398 0.23537 0.26638 0.20099 0.11373 0.05149 0.01942
0.04890 0.14758 0.22269 0.22403 0.16903 0.10203 0.05132
0.02299 0.08675 0.16362 0.20576 0.19406 0.14642 0.09206
0.01081 0.04895 0.11080 0.16720 0.18922 0.17133 0.12927
0.00508 0.02685 0.07092 0.12485 0.16485 0.17413 0.15328

N O O W N

Um exemplo de grafico de N (t) pelo tempo ¢ (em dias) é mostrado na figura 11,
em que, para varios intervalos de tempo ¢, apresentam-se as possibilidades para contagem
de acidentes graves N(t), conforme o modelo Poisson especificado abaixo, levando-se em

conta os valores das estimativas para A\ da tabela 5:

A(AD)"
n!

P{N(t)=n}=¢e"

Y

para todo n,t > 0.

O grafico da figura 10 evidencia o quanto a contagem de acidentes graves com
envolvimento de moto é inferior ao caso complementar (com todos os outros tipos excluindo

as motos), no mesmo intervalo de dias.

Como exemplo prético, para a ocorréncia do 100° acidente grave nessa rodovia
(com e sem motos), e, de acordo com o que foi visto na revisao tedrica, calcula-se esse

tempo da seguinte forma:

E[Swo] =3 =

ou seja, deve ocorrer o centésimo acidente apds 133 dias.
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Figura 11 — Processo de Contagem Poisson com cada taxa da tabela 5.

Uma outra forma de se observar o comportamento para cada grupo, é observando
as probabilidades de ocorrer um acidente com motos, sem motos ou geral, de acordo com

o intervalo de dias, conforme figura 12.
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Figura 12 — Probabilidade dos eventos de acidentes por grupo ocorrerem em ¢ dias.
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Observa-se que os acidentes graves com motos ocorrem com maior probabilidade

num intervalo mais espacado de dias.

4.2 Dados de Acidentes Graves: Processo de Renovacao

42.1 BR 110/BA

O préximo caso a ser discutido é referente aos dados dos tempos entre acidentes
graves ocorrido na malha da BR 110/BA ao longo dos anos de 2016 e 2017. Diferentemente
do caso anterior, BR 101/RJ, em que os tempos entre os acidentes graves estdao ajustados
a uma distribuigdo exponencial, os tempos entre os acidentes ocorridos na BR 110/BA
serao analisados sob a hipotese de ajustarem-se a uma mistura entre duas distribuigoes

Weibull, o que implica numa anélise sob um processo de renovagao.

As estatisticas principais dos tempos (em dias) do trecho da BR 110/BA sao

apresentadas conforme tabela abaixo:

Tabela 7 — Estatisticas dos Tempos entre Acidentes — BR 110/BA.

Observacoes  Min  Quartil 1 Mediana Média Quartil 3 ~ Max  Desvio Padrao

254 0.0000  0.7125 1.8850  2.8747  4.4350  19.2000 2.8691

Os tempos entre as ocorréncias, de 2016 a 2017, referente & BR 110/BA, conside-
rando uma distribuicdo Weibull e, comparativamente, uma modelo de mistura Weibull
(MMW), estao ilustrados na figura 13:

(=]
S ] —— Densidade Empirica
- Weibull Tedrica
MMW
[Te]
=

Densidade

Dias

Figura 13 — Modelos para os tempos entre acidentes BR 110/BA.
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Visualmente o modelo com mistura adere melhor a densidade empirica.

Os valores dos parametros para cada situacao acima encontra-se na tabela 8.

Tabela 8 — Estimativas dos Pardmetros — BR 110/BA.

Modelo

Weibull Simples « = 1.025182 3 = 5.049275
Weibull Mistura oy = 1.87274 1 = 8.889720 «an = 1.04734 [, = 2.02114 p = 0.50746

A figura 14 apresenta as comparacoes entre as distribui¢oes acumuladas dos tem-
pos com um modelo teérico Weibull (a) e com uma mistura de modelos (b), conforme
parametros estimados na tabela 8. Apresentando melhor conformidade o modelo de

mistura.

A figura 15 ilustra a comparacao entre os quantis dos valores empiricos versus uma
Weibull tedrica (a) e um MMW (b), conforme pardmetros estimados na tabela 8, o que

mostra melhor ajuste também ao MMW.

O teste de Kolmogorov-Smirnov foi utilizado para verificacao do melhor ajuste aos
tempos entre acidentes graves e o resultado é indicado na tabela 9, onde se pode verificar

que o modelo MMW apresentou melhor ajuste.

Apesar do ajuste melhor para os dados do modelo com mistura de Weibull, nao

houve uma diferenca tao significativa com relagao ao ajuste com um modelo simples.

(a) Weibull Estimado x Acumulado Empirico (b) MMW Estimado x Acumulado Empirico
S <
[= 2] [ 2]
o | IS
w w
IS IS
£ 3
w w
< ~
[ (=]
[a¥] [a¥]
o | o 7]
-—- Acum. Empirica -—- Acum. Empirica
2 4 — Acum. Estimada S — Acum. Estimada
| | | ] | | | | | 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 14 — Distribui¢oes acumuladas para comparativas.
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(a) Quantis: Weibull Estimado x Empirico (a) Quantis: MMW Estimado x Empirico
o
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Figura 15 — Graficos ggplot: Weibull e MMW.

Tabela 9 — Teste de Kolmogorv-Smirnov para os Dois Casos.

Modelo KS p-Valor
Weibull Simples  0.062069  0.9427
Weibull Mistura 0.041379  0.9997

De acordo com a proposicao 2.5, que trata do teorema do limite central para
um processo de renovacgao, sendo t um valor suficientemente grande, a distribuicao das
contagens de ocorréncias, N(t), é dada por N(t) ~ N(;, Z’;), sendo = E(X) e 0% =
Var(X).

Conforme discutido na sessao 2.2.1, o enésimo momento para a mistura é dado por:

Var(X) =0" = BE(X?) — [E(X)]?,

ou seja, ao considerar esse caso como um processo de renovacao, em que os tempos Sao
modelados por uma MMW, a distribuicdo das contagens de acidentes, N(t), apresenta

. . .~ J O L N . 2
uma distribuicao normal com média ﬁ e variancia tﬂ%:

e para a mistura referente aos tempos entre os acidentes na BR 110/BA, tem-se
que = F(X) =4.9821 ¢ 02 = Var(X) = 20.2183:

t
N(t) ~ R ———,0.1635 - ¢
®) (4.9821’0 035 )
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A tabela 10 apresenta diversos valores para a probabilidade de que ocorra um
determinado nimero (n) de contagens de acidentes de acordo com o nimero de dias (t),

além do valor esperado para esse nimero de dias conforme o valor para a média m.

Tabela 10 — Probabilidades para N(¢) (mistura) conforme t (dias) e n (acidentes).

t/n 01 06 08 10 12 16 20 E[N(1)]
30 0.00841 0.17381 0.14348 0.05312 0.00882 0.00002 0.00000  6.02
40 0.00215 0.09566 0.15178 0.13164 0.06242 0.00229 0.00001  8.03
60 0.00015 0.01457 0.04469 0.09147 0.12496 0.06933 0.00763  12.04
80 0.00001 0.00159 0.00681 0.02147 0.04996 0.10867 0.07010 16.06
100 0.00000 0.00015 0.00080 0.00328 0.01052 0.05210 0.09744  20.07
120 0.00000 0.00001 0.00008 0.00041 0.00161 0.01384 0.05270  24.09
150  0.00000 0.00000 0.00000 0.00001 0.00007 0.00105 0.00817  30.11

E possivel perceber que o valor médio das contagens, E[N(t)], esté préximo do
namero de acidentes onde a probabilidade é maior. Por exemplo, a probabilidade de
termos 10 acidentes graves na BR 110/BA ao longo de 40 dias é de 0.13164, mas ter 8

acidentes graves para esse mesmo periodo a probabilidade sobre para 0.15178.

Uma exemplificacdo de um processo de renovagao conforme discutido acima é
apresentado na figura 16, com os valores de contagem média para os periodos descritos na
tabela 10.

35
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25 . S i T i
24.09 ’_,—‘l
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04 - H—IJ ----- EIN()]

Figura 16 — Contagem do Processo de Renovagao com Mistura.



4.2. Dados de Acidentes Graves: Processo de Renova¢do 39

Verifica-se de acordo com a figura 16 que para um periodo de 100 dias a contagem

de acidentes graves na BR 1110/BA encontra-se em torno de 16.
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5 Conclusao

Para o caso, muito comum, de modelar os dados dos tempos entre acidentes
graves nas rodovias conforme uma simples distribui¢ao Weibull (na maior parte das vezes
particularizada pela distribuicdo exponencial), exemplificada aqui na BR 101/RJ, os
resultados mostrados produziram informagoes bastante uteis sobre o comportamento dos
acidentes nesse local, dando margem ainda para diversas outras analises considerando

outras variaveis nao utilizadas neste trabalho.

O modelo proposto para a mistura de distribui¢oes Weibull, usado nos dados de
tempos entre acidentes graves na BR 110/BA, mostrou uma melhoria quanto a descrigao
desses dados, mesmo que para esse caso em particular o teste de Kolmogorov-Smirnov
nao evidenciou uma grande diferenga em relagao ao modelo com apenas uma distribuicao
Weibull. Como proposta para essa situacao, é possivel testar uma estimacao para a MMW
em que haja mais um parametro para cada componente do modelo, um parametro de
locacao, e entao verificar se a translacao de qualquer um dos componentes da mistura

resulte num modelo ainda mais bem ajustado.

Como proposta para trabalhos posteriores, é interessante investigar as causas da
mistura entre as populacoes dos tempos entre acidentes, de acordo com as diversas variaveis

presentes nos dados fornecidos pela Policia Rodoviaria Federal.
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APENDICE A - Equacio de Renovacio
para Mistura de Weibull

Para o caso da mistura de distribui¢oes weibull, a equacao de renovagao é ainda

mais complexa:

o/ x\1 —(z)™ g [T\ 2! ()2
+/mt—x{p<> e A +p<> e h2 }dx.
) o Y

A dificuldade de se trabalhar com a equacao acima justifica ainda mais o uso da

teoria assimptotica para estudar casos de processos de renovagao mais complexos.






ANEXO A - Cddigos Usados no R

Distribuicao Weibull Simples — Processo de Poisson

##### ANALISE DESCRITIVA BR 116/BA - DISTRIBUIGAO POISSON ####

library(dplyr) ;
library(ggplot2);
library(lubridate);
library(fitdistrplus);

library(tseries)

load(".../TCC/Anadlise dos Dados/db.RData")
db2 <- db[year(db$data_inversa) == 2016:2017,]

ball6 <- db2[db2$uf == "BA" & db2%br == 116,]
ball6 <- ball6[complete.cases(ballfb),]

dados <- ball6 %>%
group_by(data_inversa, horario, uf, br, km) %>%
summarise(graves=n_distinct(id))

dados$tempo <-as.POSIX1lt(paste(dados$data_inversa,dados$horario),

"%Y-Y%m-%d %H:%M:%S")

dados$tempo <- sort(dados$tempo)

dados$dif <- vector(length = length(dados$tempo))

for(i in 2:length(dados$tempo)){

dados$dif[i] <- round(difftime(dados$tempo[i], dados$tempol[i-1],

units = "days"),2)

summary (dados$dif)
length(dados$dif)
sd(dados$dif)

dados2 <- dados[-1,-7]

47

hist(dados2$dif, main=paste0("Tempo entre Ocorréncias de Acidentes Graves

- BR 116/BA") ,col="grey85",
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freq=F, xlab="", ylab="", cex.main=1.1, col.main="blue",

ylim = ¢(0,0.55), col.main="black", border="grey55")
lines(density(dados2$dif), col="red")
fit <- fitdist(dados2$dif [dados2$dif!=0], "weibull")
ks.test(dados2$dif, "pexp", rate=fit2$estimate[1])
x <- seq(min(dados2$dif) ,max(dados2$dif),0.001)
lines(x, y=dweibull(x, shape=fit$estimate[l], scale=fit$estimate[2]),

col="blue")

# lines(x, y=dexp(x, rate=fit2$estimate[1]), col="green")

legend (’topright’, legend=pasteO("Exponencial: ",names(fit2$estimate),
" =" round(fit2$estimate,2)),
lty=, bty=’n’, cex=1, text.col="blue")

fit2 <- fitdist(dados2$dif, "exp")
plot(£it2)

# Probabilidade para N(t):

Nt <- function(t, n){
exp(-0.62%t)*(0.62*t) "n/factorial(n)

}

Nt(1,2)

m <- matrix(0,7,7,byrow = F)
n <- ¢(0,1,2,3,4,5,6)
for(i in 1:7){
for(j in 1:7){
m[i,j] <= round(Nt(i,n[jl),5)

# Esperanga para o n-ésimo acidente

E <- n/0.62
n <- seq(0,100,1)
plot(E ~n)
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#ACIDENTE COM MOTOS

table(db$tipo_veiculo)

db2 <- db[year(db$data_inversa) == 2016:2017,]

db2$tipo_veiculo <- trimws(db2$tipo_veiculo)

motos <- c("Motocicleta","Motocicletas","Motoneta","Ciclomotor")
motos <- db2[db2$tipo_veiculo %in% motos,]

vetor <- motos$id[!duplicated(motos$id)]

motos <- db2[db2$id %in% vetor,]

nmotos <- db2[!(db2$id %in% wvetor),]

ball6 <- motos[motos$uf == "BA" & motos$br == 116,]
ball6 <- ball6[complete.cases(ballfb),]

dados <- bal16 %>%
group_by(data_inversa, horario, uf, br, km) %>%
summarise (graves=n_distinct(id))
dados$tempo <-as.POSIX1lt(paste(dados$data_inversa,dados$horario),
"%Y-%m-%d %H:%M:%S")
dados$tempo <- sort(dados$tempo)
dados$dif <- vector(length = length(dados$tempo))
for(i in 2:length(dados$tempo)){
dados$dif [i] <- round(difftime(dados$tempo[i], dados$tempol[i-1],
units = "days"),2)

summary (dados$dif)
length(dados$dif)
sd(dados$dif)

dados2 <- dados[-1,-7]
hist(dados2$dif, main=pasteO("Tempo entre Ocorréncias de Acidentes Graves com Motos
- BR 116/BA"),col="grey85",
freqg=F, xlab="", ylab="", cex.main=1.1, col.main="blue",
ylim = ¢(0,0.14), col.main="black", border="grey55")
lines(density(dados2$dif), col="red")
fit <- fitdist(dados2$dif [dados2$dif!=0], "weibull")
ks.test(dados2$dif, "pexp", rate=fit2$estimate[1])
x <- seq(min(dados2$dif) ,max(dados2$dif),0.001)
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lines(x, y=dweibull(x, shape=fit$estimate[l], scale=fit$estimate[2]), col="blue")
# lines(x, y=dexp(x, rate=fit2$estimate[1]), col="green")
fit
legend(’topright’, legend=pasteO("Exponencial: ",names(fit2$estimate),
" = " round(fit2$estimate,2)),
lty=, bty=’n’, cex=1, text.col="blue")

fit2 <- fitdist(dados2$dif, "exp")

### Acidentes sem Motos

ball6 <- nmotos[nmotos$uf == "BA" & nmotos$br == 116,]
bal16 <- ball6[complete.cases(ballf),]

dados <- ball6 %>%
group_by(data_inversa, horario, uf, br, km) %>%
summarise(graves=n_distinct(id))

dados$tempo <-as.POSIX1t(paste(dados$data_inversa,dados$horario),

"%Y-Y%m-%d %H:%M:%S")

dados$tempo <- sort(dados$tempo)

dados$dif <- vector(length = length(dados$tempo))

for(i in 2:length(dados$tempo)){
dados$dif [i] <- round(difftime(dados$tempo[i], dados$tempol[i-1],

units = "days"),2)

summary (dados$dif)
length(dados$dif)
sd(dados$dif)

dados2 <- dados[-1,-7]
hist(dados2$dif, main=pasteO("Tempo entre Ocorréncias de Acidentes
Graves sem Motos - BR 116/BA"),col="grey85",
freq=F, xlab="", ylab="", cex.main=1.1, col.main="blue",
ylim = ¢(0,0.40), col.main="black", border="greyb5")
lines(density(dados2$dif), col="red")
fit <- fitdist(dados2$dif [dados2$dif!=0], "weibull")
ks.test(dados2$dif, "pexp", rate=fit2$estimate[1])
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x <- seq(min(dados2$dif) ,max(dados2$dif),0.001)
lines(x, y=dweibull(x, shape=fit$estimate[1l], scale=fit$estimate[2]), col="blue")
# lines(x, y=dexp(x, rate=fit2$estimate[1]), col="green")
fit
legend(’topright’, legend=paste0("Exponencial: ",names(fit2$estimate),
" = " round(fit2$estimate,2)),
1ty=, bty=’n’, cex=1, text.col="blue")

fit2 <- fitdist(dados2$dif, "exp")

# Grafico probabilidades:

t <- seq(0,10, 0.0001)

f <- exp(-0.62*t)

f1 <- exp(-0.21%t)

f2 <- exp(-0.41%t)

plot(f ~ t, type="1", main="Probabilidade de dois Eventos Ocorrerem
entre t Dias", ylab="Probabilidade", col="1")

lines(f1 ~ t, col="2")

lines(f2 ~ t, col="3")

legend(’topright’, legend=c("Total", "Com Motos", "Sem Motos"),

bty=’n’, cex=1, col= 1:3, 1ty = 1)

Mistura de Distribuicoes Weibull — Processo de Renovacao

## Criacgdo da Base de Dados
library(dplyr);
library(ggplot2);
library(lubridate) ;
library(fitdistrplus);

load(".../TCC/Andlise dos Dados/db.RData")
db2 <- dbl[year(db$data_inversa) == 2016:2017,]
ba324 <- db2[db2$uf == "BA" & db2$br == 110,] # BA/110 e BA/324
ba324 <- ba324[complete.cases(ba324),]
dados <- ba324 %>%
group_by(data_inversa, horario, uf, br, km) %>%
summarise(graves=n_distinct(id))

dados$tempo <-as.POSIX1lt(paste(dados$data_inversa,dados$horario),
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"%Y-%m-%d %H:%M:%S")
dados$tempo <- sort(dados$tempo)
dados$dif <- vector(length = length(dados$tempo))
for(i in 2:length(dados$tempo)){
dados$dif [i] <- round(difftime(dados$tempo[i], dados$tempol[i-1],
units = "days"),2)
}
dados2 <- dados[-1,-7]

#### ALGORITMO EM PARA MISTURA DE WEIBULL ####

x <- dados2$dif
res <- matrix(rep(NA, 1*7), 1, 7)
set.seed(1182)

## Mistura de duas distribuigdes Weibull (fungio de densidade)

mweib = function(x){
pl1l*x((al1]l/b[1])*((x/b[1])~(al1]-1)) *exp(-(x/b[1])~a[1])) +
pl2]*x((al2]/b[2])*((x/b[2])~(al[2]-1))*exp(-(x/b[2])~a[2]))

## Estimagdo dos Valores inicias
erro <- Inf

iter <- 0

a <-c(1,1)

b <- ¢c(4,3)

p <- ¢(0.5,0.5)

while(erro > 0.000001){

## Passo E (Expressdo decorrente da Regra de Bayes)

function(x, j){
pljl*(aljl/b[j1)*((x/b[j1)~(aljl-1))*exp(-(x/b[j1)~aljl)

mweib(x)

fpost
fpl
fp2
fp = fp1/fp2
return(fp)

3

## Maximizar Proporcgéo
for(j in 1:2){
piljl=mean(fpost(x,j))
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veros <- function(param){

a = c(param[1], param[2])

b = c(param[3], param[4])

if((al1]1>0) && (al[2] > 0) && (b[11>0) && (b[2]>0))

return((-1)*sum(log((al1]/b[1])*((x/b[1])~(al1]-1))
*xexp (- (x/b[1])"al1])*pi[1] +

(al2]/p[2])*((x/p[2]) " (al2]-1))
*exp (-(x/b[2])"al2])*pi[2])))

else return(-Inf)

vero_ant <- veros(c(a, b))

## Valor Inicial

## Estimagdo com o Optim [Nelder-Mead]
estima <- optim(vi, veros, NULL, hessian=FALSE)

a <- c(estima$par[1], estima$par([2])
b <- c(estima$par[3], estima$par(4])
vero_atu <- veros(c(a, b))
erro=abs(vero_atu-vero_ant)/vero_ant
erro=abs (erro)

iter = iter + 1

res[1,] <- c(iter, a, b, pi)

}

round(res[1,], 5)

## Grafico Comparativo com As Estimativas Unimodais

par (mfrow=c(1,1))

# antes
hist(x, main="",col="grey85", freq=F, xlab="Dias", ylab="Densidade",
cex.main=1.1, col.main="blue",

col.main="black", border="greyb5", cex.main=0.9, ylim=c(0,0.18))
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lines(density(x), col="red")

fit <- fitdist(x[x!=0], "weibull")

k <- seq(min(x) ,max(x),0.00001)

lines(k, y=dweibull(k, shape=fit$estimate[l], scale=fit$estimate[2]),
col="blue")

## depois
hist(x, main="",6col="grey85",
freq=F, xlab="Dias", ylab="Densidade", cex.main=1.1, col.main="blue",
col.main="black", border="greyb5", cex.main=0.9, ylim=c(0,0.18))
lines(density(x), col="red")
lines(k,res[1,6]*dweibull (k,shape = res[1,2],scale = res[1,4])+res[1,7]
*xdweibull (k,shape = res[1,3],

scale = res[1,5]), col="blue")

# Acumulada

f <- function(j){
res[1,6]*dweibull (j,shape = res[1,2],scale =res[1,4])+res[1,7]
xdweibull (j,shape = res[1,3],scale = res[1,5])

Fx <- function(x){
res[1,6]*(1-exp(-(sort(x)/res[1,4]) res[1,2]))+res[1,7]
*x(1-exp(-(sort(x)/res[1,5]) res[1,3]))

}

Fx2 <- function(x){
1-exp(-(sort(x)/fit$estimate[2]) " fitPestimate[1])

par (mfrow=c(1,2))

acum <- ecdf (x)

plot(acum, col="grey", ylab="F(x)", main="Weibull Simples",

cex.main=0.9, xlab="")

curve(Fx2, add=TRUE, col="red", lwd=2)

legend("bottomright", legend=c("Acum. Empfirica", "Acum. Estimada"),
1ty=c(6,1), bty=’n’,
cex=1.1, col=c("grey","red"), lwd = c(2.5,2))
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plot(acum, col="grey", ylab="F(x)", main="Mistura Weibull",
cex.main=0.9, xlab="")
curve (Fx, add=TRUE, col="blue", lwd=2)
legend("bottomright", legend=c("Acum. Empfirica", "Acum. Estimada"),
1ty=c(6,1), bty=’n’,
cex=1.1, col=c("grey","blue"), lwd = c(2.5,2))

## qqplot

set.seed(1182)

par (mfrow=c(1,2))

dist = rweibull(10000, shape=fit$estimate[1], scale = fit$estimate[2])

qqplot(dist, x, main="Weibull Simples", xlab="",cex.main=0.9, ylab="")

qqline(x, distribution = function(p) qweibull(p,shape=fit$estimate[1],
scale = fit$estimate[2]),

col="red")

dist = rweibull (5000, shape=res[1,2], scale = res[1,4])+
rweibull (5000, shape=res[1,3], scale = res[1,5])
qqplot(dist, x, main="Mistura Weibull", xlab="",cex.main=0.9, ylab="")
qqline(x, distribution = function(p) qweibull(p,shape=res[1,2],
scale = res[1,4])+

qweibull (p,shape=res[1,4], scale = res[1,5]), col="blue")

## KS Teste

yl <- sort(acum(x))
y2 <= Fx(x)

y3 <- Fx2(x)
ks.test(yl,y2)
ks.test(yl,y3)
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