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RESUMO

O aprimoramento computacional e o uso de métodos numeéricos permitiram um
desenvolvimento significativo do campo de otimizacao estrutural. O primeiro algoritmo
de otimizacdo estrutural proposto considerou a otimizacdo de tamanho/parametro
seguida pela otimizacdo de forma, Silva (2002). No entanto, o remalhamento e as
alteracdes na geometria durante o processo de otimizacdo ndo eram possiveis.
Bendsge e Kikuchi (1988) propuseram o método da homogeneizagéo, que consiste
em utilizar a teoria dos compdsitos para transformar a otimizagdo da forma em uma
distribuicdo de material, permitindo assim a otimizac&o da topologia. Sigmund (2001)
implementou o método de homogeneizacdo usando apenas o algoritmo de 99 linhas
escrito em Matlab®. O contorno do dominio otimizado resulta com aspecto de dente
de serra, ndo sendo adequado para um processo de fabricacdo simples. Neste estudo,
a otimizacdo da topologia € realizada usando a rotina de 99 linhas e os projetos
otimizados sdo suavizados usando as curvas Spline, Bézier e Hermite. Uma pesquisa
abrangente sobre essas curvas, bem como a aplicacao, é discutida neste trabalho. No
projeto final, os elementos com densidade maior que um valor especifico (0,3 e 0,9)
foram suavizados através das curvas paramétricas. A influéncia dessas op¢des no
design suavizado foi investigada e discutida. Apos o processo de suavidade o projeto
otimo gerado por cada uma das curvas é avaliado numericamente usando o método
dos elementos finitos para recuperar os campos de tensdo e deformacdo. As
estruturas utilizando curvas de Bézier apresentaram menos irregularidades que as
curvas de Spline e Hermite. Bem como o uso de densidades maiores que 0,3
apresentaram um acréscimo de 0,240 Kg a estrutura final. Além disso os campos de
tensdo e deformacdo demonstraram um aumento ao se utilizar densidades maiores
que 0,9.

Palavras-chave: Otimizacdo topologica. SIMP. Contornos suavizados, Método de
homogeneizac¢éo, Curva de Bézier, Curva de Hermite, Spline.



ABSTRACT

The computational enhancement and the use of numerical methods allowed a
significant development of the structural optimization field. The first purposed structural
optimization algorithm considered the sizing optimization (also known as parameter
optimization) followed by the shape optimization, Silva (2002). However, the
remeshing and changes in the geometry during the optimization process were not
possible. Bendsge e Kikuchi (1988) proposed the homogenization method, which uses
the composites theory to transform the shape optimization in material distribution, thus
allowing the topology optimization. Sigmund (2001) implemented the homogenization
method using only 99 lines algorithm written in Matlab®. The optimized design results
as a sawtooth aspect being not suitable for a straightforward manufacturing process.
In this study, the topology optimization is performed by using the 99 lines routine and
the optimum designs are smoothed by using Spline, Bézier and Hermite curves. A
comprehensive survey about these curves as well as the application is discussed
herein. In the final design, those elements with a density higher than a specific value
(0.3 and 0.9) were smoothed through the parametric curves. The influence of these
choices on the smoothed design was investigated and discussed. After the
smoothness process, the optimum design generated for each curve is numerically
evaluated by using finite element method in order to recover the stress and strain fields.
The smoothed structure using Bézier curves presented fewer irregularities than Spline
and Hermite curves. Moreover, the structures using densities higher than 0.3 provided
mass increase of 0.240 Kg. Besides that the stress and strain fields demonstrated
increase in the structures using elements with densities higher than 0.9.

Keywords: Topology optimization. SIMP. Smooth boundaries. Homogenization
method, Bézier Curve, Hermite Curve, Spline.
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1. INTRODUCAO

O avanco da tecnologia dos computadores e o aumento de processamento de
informacgdes, possibilitaram ao campo da engenharia e ciéncia solu¢des de problemas
cada vez mais complexos. O uso de elementos finitos e simulagdes fez com que
grande parte dos problemas, muitas vezes discutidos apenas academicamente
tivesse abrangéncia na industria. Tornando assim o0s processos de criacdo de
produtos cada vez mais rapidos. Além de produzir componentes mais seguros e
viaveis economicamente.

A otimizacao estrutural foi uma das técnicas que tiveram um aumento em sua
aderéncia industrial. Com uma maior taxa de processamento de informagdes foi
possivel a criacdo de algoritmos, como o simplex para otimiza¢do de parametros. A
solucéo de problemas de otimizacdo de forma se tornaram viaveis somente apos a
criacao das linguagens de programacao. No entanto, esses algoritmos enfrentavam
algumas dificuldades em relagéo a necessidade de remalhamento da estrutura e o
uso de uma topologia fixa. Diante disto, Bendsge e Kikuchi, 1988, propuseram
transformar o problema de otimizacdo de forma em uma distribuicdo de material,
através do método de homogeneizacdo. Desta maneira, € alterada a topologia e a
forma da estrutura sem a necessidade de remalhamento em cada iteracao.

O método de homogeneizacdo proporcionou grandes avangos no campo da
otimizacao estrutural. Entretanto, o uso de elementos finitos proporciona a estrutura
um aspecto de dente de serra. E citado por Bendsge e Kikuchi (1988), como proximo
passo da metodologia, a criacdo de contornos suavizados para as estruturas. Varios
métodos foram introduzidos e proporcionaram estruturas 6timas de contornos suaves,
como o Level Set, método de bolhas, B-splines, entre outros.

A otimizacéo estrutural esta presente como um método eficiente de obtencéo
de geometrias 6timas tanto na industria como no meio académico. Através dos
processos de otimizagdo obtém-se estruturas com menor peso e mesma eficiéncia,
proporcionando uma reducéo nos custos. Além de gerar ganhos de sustentabilidade,
uma vez que sao utilizados menos recursos para producao dos componentes.
Deixando claro a importancia na engenharia das metodologias e processos de

otimizacao.
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1.1. CONTEXTUALIZACAO

Maxwell 1872 e Mitchell 1904 foram os precursores da otimizagéo estrutural.
Utilizando da teoria da elasticidade sobre o campo de tensées mecanicas obtiveram
estruturas em formato de trelicas posicionadas na direcdo das tensfes principais,
conforme demonstrado na Figura 1.1. Devido a falta de uma empregabilidade os

resultados foram considerados apenas no campo académico.

7%
.

)
%

Figura 1.1. Exemplo das estruturas obtidas por Mitchell 1904. Fonte: Silva (2002).

A otimizagéo estrutural ficou sem muita evolugdo até o desenvolvimento do
método de elementos finitos, bem como 0 método simplex para solucéo de otimizagao
paramétrica. Com o surgimento das linguagens de programacdo na década de 70
surgem os primeiros algoritmos de otimiza¢ao de forma e métodos probabilisticos com
algoritmos genéticos.

Os problemas de otimizacdo de forma enfrentavam alguns obstaculos como a
necessidade de remalhamento em cada iteracdo, devido a forma da estrutura se
alterar durante todo o processo. Uma vez determinada a topologia inicialmente ndo é
possivel alterar durante o processo de otimiza¢ao, o que ndo garante que a topologia
selecionada é ideal. Diante desses impasses Bendsge e Kikuchi (1988)
desenvolveram o método de homogeneizacao, o qual busca transformar o método de
otimizacao de forma em uma distribuicdo de material com otimizacdo de parametros.
A densidade de um elemento € otimizada com intuito de garantir uma continuidade
entre as condicbes de contorno iniciais. Esse método possibilita a otimizagédo
topologica da estrutura sem precisar incorporar um moédulo de remalhamento ao
algoritmo. Além de deixar estabelecida a malha de elementos da estrutura que pode
ser utilizada para uma otimizacao dos contornos. Bendsge e Kikuchi (1988) entendem
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0 método deles como o primeiro passo da otimizacdo de uma estrutura, sendo o
segundo passo a énfase em garantir contornos suaves.

O método de homogeneizacdo foi de grande relevancia para o campo de
otimizacdo estrutural e garantiu muitos estudos validando a metodologia como
Bendsge (1989). Outros métodos mais complexos para solucdo de otimizacdo
topolégica como Sethian e Weigmann (2000) que utilizaram da metodologia
desenvolvida por Osher e Sethian (1988), conhecida como método Level set
combinada com a técnica de diferenca finita.

O método Level set proposto Osher e Sethian (1988) baseia-se em estudos de
fendmenos fisicos, a exemplo disso o caso de crescimento de cristais, para propor um
algoritmo chamado PSC (Propagacdo de Superficies sob Curvatura). A intencao é
seguir frentes de propagacéo onde a curvatura € dependente da velocidade, com uso
de equac0es diferencias parciais. A funcdo conhecida como Level Set é definida em
grande parte dos casos como a de maior dimenséo conhecida @, a qual parte de uma
funcéo nivel zero (zero level set).

Grande parte dos outros métodos, principalmente de homogeneizacao,
entregam resultados limitados pelo formato dos elementos, em sua maioria com
contornos descontinuos. Lee et al. (2007) combinaram a representacdo de contornos
com critérios para desenvolvimento de espacgos vazios e procuraram suavizar 0s
contornos utilizando de curvas B-splines na otimizacdo de forma para evolugéo dos
contornos. Parthasarathy et al. (2011) também utilizaram de B-splines como forma de
encontrar superficies suavizadas ao utilizar fungdes densidade na representacéo das
fronteiras. Sendo assim utilizaram da aproximacdo B-splines no campo de

deslocamento ao invés do tradicionalmente usado Lagrange.

1.2. JUSTIFICATIVA

O uso de métodos de otimizagdo tem tomado grande propor¢do na industria
em geral, principalmente na automotiva. Com o uso de metodologias sistematicas é
possivel encontrar estruturas com a mesma performance, porém de peso reduzido,
ou seja, utilizando menos material e reduzindo os custos.

A utilizacdo de uma malha de elementos para calculos de tensdo e deformacéo
entregam estruturas de dificil aplicacdo real, uma vez que ndo se consegue chegar a

uma superficie de contornos suaves e mais proximas de uma peca manufaturada.
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Sendo necessario o uso de uma malha refinada na intencéo de gerar fronteiras suaves
aumentando o tempo computacional e consequentemente o custo.

A procura por novas metodologias onde se buscam estruturas suavizadas tem
sido mais frequente. Sethian e Weigmann (2000) foram os primeiros a aplicar o Level
Set para solucao de problemas de otimizacéo topologica, combinando-o com a técnica
de diferencas finitas.

Lee et al. (2007) estavam a procura de contornos suaves e utilizaram de uma
relacdo direta entre a representacdo de contornos e a imersao de novos vazios na
estrutura combinados com curvas B-splines. Utilizaram de um método ESO
(otimizacdo estrutural evolucionaria), B-splines e desenvolveram critérios de selecéo
na intencéo de computar a influéncia de novos furos na eficiéncia da estrutura, medido
através da sensibilidade em torno da funcéo objetivo em sacrificio as limitagdes. Os
pontos de contorno sao representados por curvas B-splines e seus pontos de controle.
A melhora do design € acompanhada pela movimentacdo dos pontos de controle e
criacao de novas curvas ao se inserir novos vazios no dominio.

Yi e Kim (2017) observaram que existe um grande gargalo entre os resultados
da otimizagéo e a parametrizacdo de um modelo em CAD, pronto para otimizagéo e
manufatura. Utilizando um método de contorno ativo, empregaram um processamento
de imagens para tragar B-splines nos contornos e extrair as informagdes dos
segmentos dispostos no contorno da estrutura. Um algoritmo foi elaborado para
identificar caracteristicas geométricas como: redondeza, curvatura dos segmentos,
linhas, arcos, circulos e filetes, sendo feita uma descricdo e otimiza¢do na construcao
de um modelo parametrizado em CAD.

A construcdo das curvas de contorno da estrutura através de splines é de
extrema importancia, principalmente de uma forma que néo interfira na performance
e nem aumente significativamente o custo computacional do algoritmo. Zoz (1999)
realizou um estudo da performance de algoritmos para splines Bézier, B-splines e
casteljau.

O método desenvolvido busca uma forma simples de se obter superficies
suavizadas ap0s uma analise geométrica dos resultados obtidos no método
homogeneizagdo. Operando um método de homogeneizagdo, combinado com
elementos finitos (MEF) para solucéo de distancias e tensdes, contando ainda com o
critério de otimizagdo e SIMP (Material Soélido Isotropico com Penalizacdo) para

solucdo das equacbes de otimizacdo e transformacdo em uma distribuicdo de
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material. Bem como um algoritmo para célculo de curvas de interpolacéo e analise de
performance entre as curvas de Bézier, Hermite e Splines. Ap0s a obtencdo da
estrutura € realizado um estudo dos campos de tenséo e deformacgéao para validacao

de toda a metodologia.

1.3. OBJETIVOS

1.3.1. OBJETIVO GERAL

Elaborar um algoritmo numérico em MATLAB® para suavizacdo de superficies
resultantes de uma otimizacao topoldgica, ademais uma analise de performance entre
0 uso de curva de Bézier, Hermite e Spline. Além de verificar o impacto em relacéo ao
emprego de uma condicao inicial, a qual diz que elementos com densidades maiores
que 0,3 ou 0,9 pertencem ao contorno desde que estejam proximos a estrutura. O
meétodo realiza uma analise geométrica dos resultados de otimizacdo topolégica
entregues pelo cddigo criado por Sigmund (2001), calculando assim uma superficie
suavizada baseada nas curvas de interpolacdo. A metodologia € validada em um
estudo dos campos de tenséo e deformacao das estruturas obtidas.

1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

A proposta do trabalho é feita a partir de alguns objetivos especificos:
e Comparar as performances entre o uso de curvas de Bézier, Hermite e Spline.
e Realizar um estudo dos campos de tensdo e deformacédo utilizando uma
convergéncia de malha através do refinamento h.
e Comparar os campos de tensao e deformacéo de cada estrutura obtida ao se
alterar as curvas do contorno.
e Comparar a influéncia da selecédo de densidade para elementos presentes no

contorno da estrutura.

1.4. ESTRUTURA DO TRABALHO

Apresenta-se nesta secao a estrutura do trabalho com um descritivo a respeito

de cada capitulo para um melhor entendimento.
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O capitulo 1 apresenta uma introducdo a respeito do tema abordado, é
evidenciado as principais justificativas e objetivos para este trabalho e uma
apresentacao acerca da estrutura do texto.

O capitulo 2 demonstra a fundamentacdo tedrica destacando as principais
teorias utilizadas durante o trabalho, como Otimizacdo Topolbgica, Método da
Homogeneizag&o e Curvas Paramétricas.

O capitulo 3 indica toda a metodologia empregada durante a realizacdo do
trabalho, demonstrando o funcionamento do algoritmo desenvolvido para suavizacéo
das estruturas.

O capitulo 4 exibe todos as discussdes e resultados obtidos ao se empregar
toda a metodologia descrita no capitulo 3. Evidencia-se as estruturas obtidas pelo
algoritmo de suavizacdo, um comparativo entre 0 comportamento das curvas de
Bézier, Hermite e spline, bem como s&o verificados os campos de tensdo e
deformacgéo.

O capitulo 5 discute a respeito de todos os resultados obtidos e realiza uma
sugestédo de trabalhos futuros.

Por fim é disposto o Anexo |, o qual apresenta brevemente sobre a metodologia

de elementos finitos.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. OTIMIZACAO ESTRUTURAL

A industria aeronautica foi a primeira a utilizar os conceitos de otimizacéo
estrutural. Para as aeronaves a reducédo de peso é mais importante do que o custo da
estrutura em muitos dos casos. Na industria civil, mecéanica e automotiva em situagdes
onde o peso ndo influéncia na performance, o custo € um parametro primario para as
decisbes de projeto. Uma vez que as matérias primas sao recursos limitados, assim
como as fontes primarias de energia, se torna necessario o emprego dos conceitos
de otimizacao nos projetos da industria, Haftka e Glrdal (1992).

As anadlises estruturais para obtencdo de deslocamentos e tensdes das
estruturas eram resolvidas através de equacdes diferenciais e varios métodos
numeéricos como seéries infinitas, antes do advento dos computadores. O
desenvolvimento de um projeto 6timo pode buscar entdo pelo melhor momento de
inércia na viga respeitando as restricbes de projeto, por exemplo. O advento dos
computadores e o aumento da quantidade de processamento possibilitaram a
implementacdo do método dos elementos finitos. A partir deste momento pode-se
dividir todo o dominio em elementos e isso permite que se atribuam parametros
(densidade, médulo de elasticidade) a cada um desses elementos. Com isso é
possivel entdo obter estruturas 6timas ao se procurar pela melhor distribuicdo dos
parametros no dominio, Haftka e Gurdal (1992).

A Otimizacdo Estrutural busca criar uma metodologia para obtencdo de
estruturas otimizadas com aplicacdo de algoritmos. Um problema tipico de otimizacdo
estrutural € apresentado na Eq. (1). Para um melhor entendimento do problema é
necessario o conhecimento de alguns conceitos. A funcdo objetivo representa uma
funcdo matematica, a qual deve ser otimizada durante o processo e pode apresentar
uma medida da eficiéncia do método sendo demonstrado por C. As variaveis de
projeto sdo parametros que serdo alterados para que se encontre uma convergéncia
da funcéo objetivo, no caso é demonstrado como p. As restricdes de projeto possuem
o objetivo de indicar até que ponto a estrutura pode ser otimizada, dessa forma é
evitado situacdes em que o algoritmo retira todo o material da estrutura, representadas

por g(p) e h(p). Além disso evita com que se crie estruturas descontinuas, ou seja,
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nao apresentando uma conformidade em relagcdo as condicbes de contorno

estabelecidas.

minimizar ou maximizar C(p) ==y funcdo obejetivo
Tal que: Q)

g(p)=<0 .~
{h( p)=0} |:> restricoes do problema

Pmin S P = Pe
E possivel encontrar alguns tipos de otimizacéo estrutural. As metodologias
desenvolvidas podem alterar desde os parametros como a forma e a topologia da
estrutura. Serdo apresentados neste capitulo alguns conceitos iniciais de otimizacéo
paramétrica e otimizagdo de forma, sendo que seré enfatizada a metodologia de
otimizagéao topologica, a qual é utilizada neste estudo.

2.1.1. OTIMIZACAO PARAMETRICA

Um dos principais e mais utilizados métodos de otimizagdo € o paramétrico.
Essa metodologia busca encontrar os parametros 6timos de uma estrutura mantendo
a sua forma inicial. Silva (2003) apresenta um exemplo pratico que clarifica a
quantidade de célculos praticados com o aumento das variaveis e combinacdes,
deixando claro a importéncia de se utilizar um algoritmo de otimizagao.

Em uma asa de avido as possiveis variaveis sao: espessura das nervuras,
momento de inércia das longarinas, distancia entre as nervuras, distancia entre as
longarinas, espessura da chapa em diferentes pontos e material da estrutura
totalizando 10 parametros. Para o célculo da rigidez da asa levando em conta que
sera possivel a alteracdo de apenas 3 dos 10 parametros citados acima e que cada
um desses pode assumir 10 valores teriamos um total de 103 combinacGes. Cada
analise em elementos finitos levaria 0,1 segundos, com um tempo total de 100
segundos. Se ao invés de 3 parametros fosse utilizado todos os 10, teriamos um total
de 101° combinacgdes considerando que cada andlise levaria 10 segundos. A andlise

final levaria um total de 3.200 anos.

2.1.2. OTIMIZACAO DE FORMA

Os métodos de otimizacdo de forma procuram garantir uma estrutura final
otimizada considerando as coordenadas dos pontos ou parametros de curvas splines
como variaveis passiveis de otimizacdo. Esse método trabalha exatamente nos

contornos e na forma externa da superficie, sendo utilizado muitas vezes com a
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intenc@o de reduzir pontos de concentragdo de tensdo. O método inicia-se com a
definicAo do dominio e as condi¢cdes de contorno, logo apds sédo selecionadas as
direcOes e areas a serem otimizadas. Desta forma o desenvolvimento do algoritmo ira
calcular quais as sensibilidades e a influéncia na funcao objetivo otimizando a forma
da estrutura.

A metodologia de otimizagdo de forma pode ser implementada de diferentes
maneiras, um exemplo das possibilidades é com o uso da representacdo de uma
malha de elementos finitos. Dessa forma é possivel empregar as coordenadas dos
nés de cada elemento como varidveis de projeto, calculando em cada interacdo o
impacto na fungcdo objetivo, (Haftka e Grandhi, 1986). Apesar do potencial
demonstrado pelo método é preciso em cada interagcéo fazer um remalhamento devido
a alteracdo da forma da estrutura. Outra possibilidade € apresentada por Tvergaard
(1973), em que os contornos sdo representados por uma série de curvas simples,
como arcos, splines, linhas retas, entre outros. As otimizagdes sao realizadas com as
restricbes de utilizar as curvas simples para construcao do contorno 6timo. Entretanto
este método também depende de uma malha de elementos e, portanto, deve-se
empregar um remalhamento em cada iteragéo.

Strang e Kohn (1986) apresentaram uma metodologia que emprega a teoria
dos compdsitos para otimizacdo de forma. Desta maneira 0 método busca definir se
o elemento da malha irA compor material ou ndo, através da unido de trés
sistematicas: otimizacdo de projetos, relaxamento e homogeneizagcdo. Bendsge e
Kikuchi (1988) empregaram a metodologia em casos praticos e demonstraram a

eficiéncia de se alterar a forma em conjunto com a topologia.

2.1.3. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

A otimizacdo topologica € o método que garante a menor massa dentre 0s
outros, devido a possibilidade de gerar furos no interior da estrutura em cada iteracao.
Com o uso do método da homogeneizacao e transformando um método de otimizagcao
de forma em uma distribuicdo de material € possivel entdo empregar uma otimizacao
topoldgica, conforme descrito por Bendsge e Kikuchi (1988). A teoria dos compdsitos
pode ser empregada com o método de otimizacéo topologica considerando os vazios

como materiais de rigidez muito baixa, proximas a do ar.
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Sigmund (2001) trouxe uma formulacdo simplificada com o intuito de facilitar a
implementacgao de algoritmos para computacéo, a qual pode ser usada como exemplo
para simplificar o entendimento do método. A Eqg. (2) traz uma aproximacéo baseada
em uma abordagem da lei de energia. Onde a funcdo objetivo é minimizar a
flexibilidade sujeito as restricbes de volume fracionario, bem como a Lei de Hooke e

as variaveis de projeto como valores de densidade variando entre zero e um.

mli)n: C(p) =U'KU = 2?:1(pe)pu£k0ue]
sujeito a: @ =f }

0
KU =F |
0<pmin<p<1 }

@)
onde U e F representam os deslocamentos e forcas globais, respectivamente. A
variavel K € a matriz de rigidez global, u, e k, sdo os vetores de deslocamento e a
matriz de rigidez de cada elemento, respectivamente. Os valores de V(p) e V,
demonstram o do volume de material e o volume de projeto, f a fracdo de volume. Em
que pnin € 0 Vvetor relativo as densidades minimas e N é o total de elementos, obtido
através da multiplicacdo do numero de elementos na horizontal pelo nimero de
elementos na vertical do dominio empregando uma malha regular. A variavel p
representa o valor de penalizacdo do método com a intencdo de constituir matrizes de
densidade em que a maior parte dos elementos terdo valores de 0 e 1. Reduzindo
assim a incidéncia de elementos com densidades intermediarias.

A sensibilidade da funcdo objetiva como pode ser vista na Eq. (3) sao
gradientes e derivadas da funcéo custo em relagéo a quantidade de material em cada
elemento. Esta sensibilidade demonstra a influéncia da massa do elemento na
flexibilidade, possibilitando definir pelo critério de otimalidade a atualizacdo das
variaveis de projeto.

ac _
30, = P(pe)” tulkou, 3)

2.2. METODOS DE HOMOGENEIZACAO
No periodo da década de 70 e 80 alguns softwares CAE disponibilizaram
modulos de otimizagcdo de forma, utilizando da mesma analise de sensibilidade

empregada em uma otimizacdo paramétrica. No entanto, sO era efetivo se 0s

contornos da estrutura fossem descritos por curvas paramétricas. Porém ao se alterar
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a forma da estrutura é necessario alterar o modelo de elementos finitos, dessa forma
€ preciso empregar um modelo de remalhamento integrado ao processo de
otimizacdo. O uso de equacOes paramétricas para representacdo da estrutura
restringe as possibilidades de solucéo e o resultado final, dificultando a alteracdo da
topologia da estrutura durante as iteracoes.

A teoria da metodologia de movimentag&do dos contornos da estrutura ganhou
grande énfase devido as dificuldades encontradas com a otimizacdo de forma. Haftka
e Gandhi (1986) implementaram essa logica utilizando um modelo de elementos
finitos e considerando as coordenadas dos nds como variaveis de projeto. Com o
estado da arte de otimizacdo de forma muito bem estabelecido no meio cientifico
Bendsge e Kikuchi (1988) buscam entdo uma metodologia capaz de otimizar tanto a
forma como a topologia da estrutura e também solucionar os problemas citados acima.
Para isso a representacdo dos contornos por curvas paramétricas se torna inviavel,
devido a impossibilidade de alteracdo de topologia durante o processo. E proposto
entdo transformar uma otimizacao de forma em uma distribuicdo de material utilizando
materiais compdsitos, com dois tipos de matérias, vazio e soélido. Dessa forma néo se
busca uma otimizacdo de contornos e sim uma distribuicdo 6tima de microestrutura
composta por espacos vazios e sélidos. O método de homogeneizacao € aplicado
com o intuito de determinar equacdes construtivas macroscopicas com constituintes
microscopicos.

O método considera a estrutura em um sentido amplo, definindo as cargas
aplicadas, o volume e condi¢des de contorno impondo a condig&o que a estrutura final
precisa conectar as superficies tracionadas. Inicialmente € tratado a estrutura como
um bloco sélido ou um espaco vazio, onde é retirado ou aplicado material de maneira
otima, empregado em um dominio fixo com intencdo de simplificar a geometria e
construgéo do modelo de elementos finitos, evitando a necessidade de empregar um
modulo de remalhamento. Bendsge e Kikuchi (1988) consideram o meétodo de
homogeneizagdo como um primeiro passo, devido a ndo entregar uma superficie com
contornos suavizados entendendo que o préximo passo seria entdo aplicar um método
para otimizar os contornos produzindo estruturas suavizadas. Essa divisdo em duas
etapas diminuiria o custo computacional, devido a ja se conhecer o modelo de
elementos finitos da estrutura final.

A formulac&o do método parte entdo da teoria de elasticidade linear, com o0 uso

da energia bilinear conforme apresentado na Eq. (4). Considera-se uma estrutura
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mecanica ocupando um dominio  em R3, com as imposicdes de forcas no corpo f. e
tracOes de fronteira f;. O projeto 6timo & encontrado minimizando a flexibilidade e

procurando a escolha otima de E;j; a partir de op¢cdes admissiveis Ugg.

ap(w,v) = [, Ejuen@e;(v)dX
4)

Vetor com deformacdes linearizadas:

ou; | O0uj

2\ox; = ax;

®)

Carregamento linear:

Lw)= [, fo-vdX + [, f;-vds

Flexibilidade minima:

6

minimizar L(u)

(7a)
Eijki € Ugqa

(7b)
sujeito a ag(u,v) = L(v) V v € U, restricdes de projeto

(7c)

Para obter a otimizacdo de forma deve ser feita uma pequena alteracéo nos valores

de E;j,, mostrado em Eq. (8). Onde P(p) representa a parte que € ocupada por material

Q™ em Q de acordo com Eq. (9).

Eijki(p) = P(P)E, 1,
8
lsepenm™

P(p) = {Osep E-Q/_Qm

9)
Uma outra restricao para otimizacgéo se trata do valor em relagdo ao volume mostrada
na Eq. (10):

I, P(p)dp =VOL
(10)

Empregando a metodologia de compdsitos, toda a estrutura € descrita por uma

funcdo de densidade, a qual pode variar em um intervalo [0,1], sendo que O &

considerado um material de baixa resisténcia e a unidade como material sélido. Dessa
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forma a otimizacdo passa a ser uma otimizagdo paramétrica com os valores de
densidade como varidveis de projeto. Essa metodologia entdo otimiza a0 mesmo
tempo a distribuicdo de material, bem como a forma otima. Bendsge (1989) descreve
algumas formas de se trabalhar com funcdes de densidade que empregam variaveis
de otimizacao continuas.

Para se empregar uma otimizagéo utilizando de elementos finitos é necessario
entdo o uso de algoritmos de otimizacdo discretos. Bendsge (1989) introduziu uma
funcdo de densidade artificial P(p),p € Q,0 < P(p) < 1 com valor de penalidade p > 1
alterando a formulacdo da Eq. (8) e da Eq. (10), conforme demonstrado na Eq. (11).
Com esse meétodo foi possivel encontrar valores intermediarios de densidade, no
entanto grande parte dos elementos apresentam valores 1 ou 0. Esse modelo
apresentou também uma grande dependéncia de malha, além de uma dificuldade de

representacao fisica dos valores intermediarios.

Eijia(p) = [P(0)IPEijiq, VOL = [, P(p)dx
11)

A Eq. (7) pode ser reformulada para o caso de uso de fungdes discretas e
redefinida conforme Eq. (12) (Bendsge (1989) e Sigmund (2001)).

min: C(p) = UTKU = Y5, (pe)Puékotte
P

vip) _
y v S
Su]elto a: KU =F

0 < Pmin Ep < 1
(12)

onde U e F representam deslocamentos e forcas globais, respectivamente. A matriz
de rigidez global é representada por K, u, e k, sdo, respectivamente, deslocamento
e matriz de rigidez do elemento. A variavel de projeto é representada por p, sendo
Pmin O Vetor composto pelas densidades relativas minimas. A constante N é o numero
total de elementos presente na malha, o fator de penalizacdo é apresentado como p.
O volume de material e de dominio sdo evidenciados por V(p) e V,, respectivamente
e f é afracdo de volume.

O método apresentado pela Eg. (12) pode ser resolvido por varios algoritmos

de aproximacdo como critério de otimalidade (OC), programacao linear sequencial
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(SLP), método de movimentacédo de assintotas (MMA) e entre outros. O critério de
otimalidade, o qual sera utilizado nesse estudo, parte de um processo heuristico
baseado no multiplicador de Lagrange encontrado a partir de um algoritmo de
bisseccdo. Bendsge (1995) propds o uso da equacdo (13) para atualizacdo das

variaveis de projeto de acordo com o critério de otimalidade.

max(Pmin, Pe — M) € peB;7 < max(Pmin, Pe — M)
P& =4 peBe se Max(Pmin, po —m) < pBg < min(1, p, +m)

min(1, p, + m) se min(1, p, + m) < p,B,
(13)

sendo que m representa o limite de movimentagdo.. Colocado na intencdo de
estabilizar a iteragc&o, para que o valor ndo tenha grandes alteracdes e um elemento
ir de um vazio para um espaco soOlido em uma iteracdo. O coeficiente numérico
amortizagdo n é disposto na intencdo de também auxiliar na estabiliza¢éo da iteracao.

Pode-se encontrar B, conforme apresentado na Eq. (14).

_oc
__ _Ope
Be = v

Ope

(14)

A € o multiplicador de Lagrange encontrado pelo algoritmo de bissecc¢éao.

2.3. CRITERIO DE OTIMALIDADE (OC)

Os métodos de otimizacao estrutural foram concebidos para serem resolvidos
sistematicamente e com a menor intervencdo possivel. Devido a esse
desenvolvimento sisteméatico, uma série de algoritmos foram propostos para resolucéo
das equacbes de otimizacdo vistas em 2.2. Varios métodos numéricos foram
desenvolvidos para solucdo de problemas de otimizagcdo em diversos campos da
engenharia e ciéncia. No entanto o método de otimalidade teve uma grande aderéncia
aos problemas de otimizacdo estrutural devido ao fato de ser muito eficiente em
problemas com uma pequena quantidade de restricdes comparada a quantidade de
variaveis de projeto, Haftka e Gandhi (1986).

A exposicao do critério de otimalidade (OC) foi pela primeira vez proposto por
Wasiutynski (1960). Sendo muito mais heuristico e investigativo em uma solugéo que
aprimore diretamente a funcéo objetivo, diferentemente do que é visto no método de

movimentacgao das assintotas (MMA).
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Os multiplicadores de Lagrange séo aplicados com o objetivo de encontrar 0os
pontos de méaximo e minimo da equacao caracteristica do problema de otimizacgéo,
respeitando as suas restricdes, conforme a Eq. (7). Desta maneira as condi¢cfes de
otimalidade da varidvel de projeto p sdo um subconjunto das condi¢des estacionarias

da equacao de Lagrange, demonstrada na Eq. (15).

£=1w) — {ag(w@) — (@} + A(J P(p)d2—V)+ [, 1*(p)(P(p) — D)2 +

Jy A=) (min — P(p))dL2
(15)

ende u é um multiplicador de Lagrange na conjuntura de equilibrio pertencente ao
campo de deslocamento cinematicamente permitido. Em uma condicao de p = ppin =

0 tém-se que u = u, no entanto, para p pode ser visto em Eqg. (16).

O0E;; —
a;kl Sij(u)gkl =A+ A+ -1
(16)
Com comutacéo de condicdes:
A~ =04 = 0,2 (pmin — P(p)) = 0,27 (P(p) —1) = 0
an

No que tange a valores intermediarios a condicdo da Eq. (16) se torna constante e

igual a A como em Eq. (18).

pP(P)PEf €1 (W e (u) = A
(18)

Bendsge (1995) propds o uso da Eg. (19) para atualizacdo das variaveis de

projeto de acordo com o critério de otimalidade.

max(Pmin, Pe — M) € peB;7 < max(Pmin, Pe — M)
o2 = 1 poB Se A (Pims pe — M) < peBY < min(1, p +m)

min(1, p, + m) se min(1, p, + m) < p.B,
(19)

Correspondendo m ao limite de movimentacdo, disposto na intencdo de
estabilizar a iteragdo, e assim nao tenha grandes alteracdes que fagam um elemento,
em uma unica alteracdo, variar de um espaco destituido de material a maci¢o. A
constante n € um coeficiente amortizador numérico assentado no fim de auxiliar na

consolidagéo da iteragéo e B, € elucidado a partir da Eq. (20).
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_0c
_ _0pe
B = v

dpe

(20)

A € o multiplicador de Lagrange estabelecido através do algoritmo de bissecc¢éao.

2.3.1. MODELO DE MATERIAL SOLIDO ISOTROPICO COM PENALIZACAO
(SIMP)

Alterando-se os procedimentos para uma forma discreta algumas modificacdes
de variaveis precisam ser feitas. E nessa hora que utiliza-se o SIMP substituindo as
variaveis de integracdo das equacdes por variaveis continuas, entretanto deve ser
adicionado um termo de penalizacdo (p) como visto em Eq. (21) o que garante valores

de densidade entre O — 1.

Eijii(p) = P(P)PEjy, p > 1
fﬂ P(p)d2 <V(p)dV; 0<P(p)<1, pen
(21)
Uma observacédo que deve ser feita em relacdo ao uso do SIMP, se encontra em
valores minimos para o funcionamento correto do método. Para obter valores apenas
de 0 — 1 deve-se considerar o valor de p > 1, dessa forma os valores intermediarios
de densidade sdo evitados, os quais produzem um custo computacional e néo
oferecem uma rigidez relevante para a performance da estrutura. Utilizando de uma
limitacdo de volume, deve ser considerada uma penalizacdo p > 3, assegurando

assim uma distribuicdo em sua grande parte binaria.

2.4. SUAVIZACAO DE CONTORNOS

O método de homogeneizacdo descrito acima € considerado o primeiro passo
de uma otimizacdo topoldgica e o segundo passo enfatiza o desenvolvimento de
metodologias capazes de gerar uma estrutura com contornos suavizados. Varios
estudos foram feitos com o propdsito de se obter uma geometria final com
delineamentos abonancgados como visto em Yi e Kim (2017), em Lee et al. (2007) e
Lin e Chao (2000). Nesse estudo serdo aplicadas Curvas de Bézier, Curvas de

Hermite e Splines para solugdo dos contornos suaves. Essas curvas paramétricas sao
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as principais utilizadas em computacao gréafica e com funcionamento demonstrado a

sequir.

2.4.1. CURVAS PARAMETRICAS

Coordenadas cartesianas geralmente séo descritas por fungdes y = f(x), que
dependem de uma variavel x. Dessa forma o valor de y depende da variavel x implicita
na fungao f(x). Sendo assim seu uso limita-se a somente algumas representacdes
graficas. As curvas paramétricas sdo definidas entdo por um parametro t e 0
posicionamento no espaco descrito por x = f(t) e y = g(t). Forma muito utilizada na
ciéncia ao se considerar o parametro t como o valor de tempo e os valores de x e y
descrevendo a posi¢cdo no tempo definido. Essa possibilidade de definir a posi¢céo de
pontos em relagdo a um parametro fez com que as curvas paramétricas ganhassem
relevancia na computacao gréfica.

O engenheiro Pierrer Bézier da Renault e o matematico Paul de Casteljau da
Citroén na década de 60 foram os responsaveis pela criagao das “curvas de Bézier”.
Estas curvas proporcionaram um grande avanco na industria automotiva e foram
bases para o desenvolvimento dos softwares de graficos CAD (computer aided
design). Possibilitando a criacdo de designs e desenhos 3D com auxilio do
computador implementados em quase toda a industria hoje em dia.

Rabut (2002) transcreve algumas cartas enviadas por Pierrer Bézier com intuito
de entender o que motivou e qual o cenario do engenheiro ao criar entdo as curvas
qgue levaram o nome dele. Pierrer foi contratado pela Renault logo apds a crise de
1929 para integrar o setor de ferramentas e matrizes, este que pertencia ao
departamento de planejamento de processos. Sendo ele responsavel por escolher e
implementar melhorias aos processos de fabricagcdo de componentes mecanicos.

Todos 0s componentes em que era necessario alguma precisdo eram planos,
cilindricos ou conicos, os quais eram definidos apenas com linhas retas ou circulos.
O desenho da carroceria era feito de forma artistica e a referéncia era o estilista, dessa
maneira 0 seu julgamento era subjetivo e alterava-se com o tempo. Os designers
precisavam de muitas habilidades matematicas e utilizavam de quadros de curvaturas,
curvas francesas, estrias de madeira e réguas de aco para descrever a geometria do
projeto. Os desenhos em sua grande maioria ndo tinham precisdo, ocasionando

carros com diferenca de varios milimetros entre os lados. Desta maneira, uma seérie
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de problemas eram gerados durante a manufatura, como por exemplo, pecas que
deveriam estar em contato apresentavam lacunas entre elas. Além de muito dos
processos serem extremamente manuais e com muita interferéncia durante toda a
cadeia de producéo.

Os computadores comecaram a chegar nas industrias por volta dos anos de
1950 e em grande parte para atividades administrativas, algumas raras vezes, quando
disponivel, era utilizado para atividades cientificas e técnicas. Por volta dos anos de
1955 comegam a surgir as primeiras maquinas controladas numericamente, fazendo
perfuracbes em pontos especificos, entre outas atividades. Com o avanco da
tecnologia pode-se observar maquinas de fresa em linha reta e arcos. Desta forma
esperava-se que com o tempo fosse possivel entdo uma solucdo para construcéo de
carrocerias. Para este tipo de componente € necessario a construcao de curvas, as
quais sao essenciais para criar superficies. As caracteristicas ndo planas e definidas
por varias projecdes utilizando pequenos arcos de circulos ou parabolas néo € ideal,
uma vez que em muitos casos pode ser preciso uma mudanca local.

A ideia de Bézier era inscrever uma curva de forma apropriada em um cubo,
dessa maneira, alterando-se o cubo em um paralelepipedo e depois em um poligono,
irA se alterar também a forma da curva. Ele observou a possibilidade de maiores
alteracbes nas curvas implementando fungdes mateméticas ao invés de
transformacdes lineares, como utilizadas no cubo e no paralelepipedo. Uma dessas
funcdes empregadas por ele foi a funcdo de Bernstein que originaram as B-splines.

Esse capitulo ira elucidar algumas das mais importantes curvas paramétricas

como splines, curvas de Bézier e curvas de Hermite.

2.4.1.1. SPLINE

As curvas splines vieram como um O6timo aliado para os designers
considerando que € uma representacdo matematica onde obtém-se o controle da
forma e constréi superficies com certa facilidade alterando somente os pontos de
controle e o polinémio de interpolacao.

Assumindo que n +1 pontos xg, x4, ..., X, COM uma restricdo de xy, < x; < -+ <
x,. Contendo um valor de w > 0 que representa o grau da spline S, a qual deve possuir
todos os nos citados acima de tal forma que:

e Em cada intervalo [x;_, x;], S € um polinbmio de grau < w;

e Stem uma derivada (w — 1)S‘continua no intervalo [x,, x,,].
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Portanto S € um pedaco de polinbmio com grau maximo de w e as derivadas no grau
maximo de w — 1.
Uma spline de grau 1 é chamada de spline linear, mostrado na Eqg. (22), uma

de grau 2 € a spline quadratica e a de grau 3 spline cubica.

p1(x) = a; + byx,x € [x¢,%1),
S(x) =1 p2(x) = a; + b (x),x € [x1,x7),

pn(x) =a, +byx,x € [xn—l; xn);
(22)

A spline cubica é uma das mais utilizadas na construcdo de curvas suavizadas em
computacédo grafica devido a:

e Menor grau de polinbmio que pode suportar uma inflexao;

e Possuir um bom comportamento numérico;

e Garante continuidade até a derivada de segunda ordem.

2.4.1.2. CURVAS DE BEZIER

A representacdo de superficies e linhas amenas de forma computacional
surgiram de um mecanismo concebido por Pierre Bézier na década de 60, o qual foi
apresentado como curvas de Bézier. Essa inovacao foi a porta de entrada para o
entendimento da computacdo grafica e assim favoreceu o surgimento de diversos
softwares CAD como Maya, Blender e 3D Max.

Para maior entendimento a respeito das curvas também conhecidas como
“Bézier Curves” tém-se entdo 4 pontos de controle P ={P,, P, P, P;}, que
estabeleceram sua curvatura dependendo da disposicéo espacial. Ainda que se tenha
um vetor com valores de fungéo definidos parametricamente Q(t), com variagbes em
iguaisa 0 <t <1 percorrendo toda a curva.

O polinbmio de Bernstein de grau w pode ser descrito na Eq. (23). As curvas

de Bézier pertencem a um caso especial de w = 3 como demonstrado na Eq. (24).

BY() = (M)ti@a — ot
(23)

w!
(7) = w—1)!
(24)

Qs(t) = B§(t)Py + B (t)Py + B3 (t)P, + B3 (t)Ps
(25)
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Cada B} s&o valores escalares em R e os pontos de controle P; em 9t3. A Eq. (25)

pode ser descrita de forma matricial na Eq. (26).

Qs(t) = [B][P]

(26)

Algumas propriedades das “Bézier Curve” sdo explicadas em concordéancia ao
polinémio de Bernstein: cada funcao é base real, o grau de cada polindmio é uma a
menos que o numero total de pontos e o primeiro e Ultimos pontos coincidente com os

pontos da curva.

2.4.1.3. CURVA DE HERMITE

Curvas de Hermite apresentam um caso em patrticular de splines, onde sao
definidos os pontos de controle e também os vetores tangentes dos pontos de
extremidade da curva. Dessa forma mesmo que se tenham os mesmos pontos de
controle é possivel encontrar curvas com formatos distintos alterando-se apenas os

vetores tangentes, conforme demonstrado na Figura 2.1.

SN
C )

e

-

2
/ 4

. — . — - /

Figura 2.1. Exemplo de curvas de Hermite.

A curva de Hermite é estabelecida entdo pelos pontos inicias e finais X(0) e
X(1), além dos valores da primeira derivada nos pontos das extremidades X'(0) e
X'(1). Com esses valores é possivel entdo determinar a matriz de Hermite M que é
bem caracteristica dessa curva, conforme demonstrado por Angel e Shreiner (2012).
Para isso inicia-se com um polinbmio de interpolacdo com suas respectivas

constantes conforme demonstrado na Eq. 27.

Xt)=at3+bt>? +ct+d
(27)
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A primeira derivada entdo da Eqg. 31:

X'(t) = 3at?+2bt + ¢

(28)
Representando matricialmente:
@
— 3 2 b
X@)=1[t3 ¢ ¢ 1l|;
dl
(29)
[a
X@©=1032 2¢ 1 oll?
d
(30)
Substituindo os valores de X(0), X(1), X'(0) e X'(1):
"
— b
X(0)=[0 o0 o 1lf,
[d ]
(31)
-
— b
X(W=[1 1 1 1lf,
[d ]
(32)
0
oy — b
X'©0)=[0 0 1 ol|,
[d ]
(33)
a
11y — b
XW=[3 2 1 0]|¢
[d ]
(34)
Representando todas as equac¢des em uma unica matriz temos:
X1 0 0 0 1yya
XMOf_fr 1 1 1]|p
X' lo o 1 oflc
) 13 2 1 olld
(35)

Invertendo as equacdes para se encontrar 0s valores dos coeficientes:
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a 2 -2 1 17[X(0)
pl|_|-3 3 -2 1[[x(]|_
cf”fo o 1 ollx(0 =M.G
bl 11 0o o ollya)l

(36)

Sendo que M representa a matriz de Hermite e ¢ a matriz de geometria, dessa

forma apenas alterando os valores da geometria é possivel entdo encontrar o
polinbmio de interpolagdo da curva Hermite, uma vez que a matriz de Hermite sempre

serd encontrada na equagéo.

2.4.2. ESTUDO DOS CAMPOS DE TENSAO E DEFORMACAO

Parte fundamental de um projeto de engenharia é a validacdo dos dados
obtidos pela solucdo numérica, verificando se a estrutura ira ter a capacidade de
sustentar os esforcos pré-definidos. Bem como definir o material que suporte as
tensdes e deformacdes exigidas pelas condicdes de trabalho da estrutura. O método
de elementos finitos e 0 uso de softwares para solucdo de problemas em diversos
campos da engenharia foram desenvolvidos com o objetivo de facilitar a tomada de
decisao e realizar simulacbes computacionais. As simulacdes através das plataformas
de elementos finitos proporcionam uma reducéo de custo e possibilidade de empregar
outras Gticas e condi¢cdes ao problema. Todo esse processo incentiva melhorias no
processo de desenvolvimento de componentes. Nesse estudo sera utilizada uma
plataforma comercial de elementos finitos para comparativo de projeto possibilitando

um estudo dos campos de tensdo e deformacao da estrutura otimizada.

2.4.2.1. CONVERGENCIA DE MALHA

A principal ideia do método de elementos finitos é a divisdo do dominio em
varios elementos e solucionar o problema de forma discreta. O resultado final dessa
metodologia € uma aproximagdo e contém um erro médio em cada solucdo. A
convergéncia de malha busca um refinamento de resultados para que entéo se tenha
uma solugdo com menor erro implicito.

Existem basicamente duas formas de se refinar a malha de elementos. A
primeira forma € mais simples utiliza um maior nimero de elementos, ponderando o
aumento consideravel do custo computacional em cada operacédo, chamado muitas

vezes de refinamento h, Zienkiewicz, et al. (2005) demonstrado na Figura 2.2.
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Geralmente o processo se inicia com o uso de uma malha grosseira, com elementos
grandes, medindo em cada iteracdo o erro médio do processo e alterando tamanho
dos elementos. Repetindo o processo até se alcancar um erro médio admissivel para

0 usuario, Aymone (1996).

Figura 2.2. Refinamento h. Fonte: Pereira (2005).

Outra forma de refinamento consiste em alterar o grau do polinémio utilizado
para solucdo dos deslocamentos entre cada n6, chamado de refinamento p,
Zienkiewicz, et al. (2005), visto em Figura 2.3. Permitindo uma solu¢do com menos
graus de liberdade e consequentemente com um menor custo computacional, com o
uso de uma malha inicial adequada a convergéncia é alta, Aymone (1996). Sendo
recomendado para estruturas com pontos de singularidades, como os concentradores
de tensdo, visto que essas regides podem gerar instabilidades, Novotny e Fancello
(1998).

Figura 2.3. Refinamento p. Fonte: Pereira (2005).



38

3. METODOLOGIA

Esse capitulo tem o intuito de descrever a metodologia utilizada no estudo para
obtencdo dos resultados numéricos. Utilizou-se o algoritmo de Sigmund (2001) em
Matlab® para desenvolvimento da otimizac&do topoldgica e a partir dos resultados
elaborar curvas de suavizacdo dos contornos da estrutura. Empregou-se curvas
Splines, Bézier e Hermite para verificar a influéncia nas estruturas otimizadas. Um
comparativo de todo o trabalho desenvolvido é feito através de um estudo dos campos
de tensdo e deformacéo utilizando uma plataforma comercial de elementos finitos.
Esse capitulo é dividido em Otimizagéo topoldgica, explicando o funcionamento do
algoritmo elaborado por Sigmund (2001). Comenta-se sobre a suavizacdo dos
contornos, descrevendo a construcao das curvas. Além de uma andlise dos campos
de tensdo e deformacdo, demonstrando os processos utilizados na plataforma de

elementos finitos.

3.1. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

O algoritmo desenvolvido por Sigmund (2001) apresenta um cdédigo para
otimizacdo topoldgica em Matlab® utilizando apenas 99 linhas. Para isso ele utiliza
uma malha de elementos finitos fixa, diminuindo o custo computacional e simplificando
a solucéo do problema através do método da homogeneizacéo de Bendsge e Kikuchi
(1988). Emprega-se para solucdo do método da homogeneizacdo o critério de
otimalidade e o modelo de material isotrépico com penalizacéo (SIMP). Desta forma
sao distribuidas densidades em uma matriz de elementos, sendo que os resultados
sdo impressos em variagcdo de branco e preto a variar com a densidade de cada

elemento no intervalo de 0 a 1.

3.1.1. ELEMENTOS FINITOS

7

O método de elementos finitos é utilizado para solucdo das equagbes de
equilibrio resultando em tenséo e deformacao de cada elemento da malha, esses séo
entrada para o método da homogeneizacéo solucionado de forma discreta.

O método consiste na divisdo de um problema continuo em uma malha de
elementos e pontos que respeitam a lei de Hooke K = UF, sendo possivel encontrar
os valores de deslocamentos e tensbes em cada ponto, conforme demonstrado por
Bathe (1996).
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Para reducdo do custo computacional Sigmund (2001) utiliza um sistema de
malha fixa com elementos numerados do canto superior esquerdo até o canto inferior
direito conforme ilustrado na Figura 3.1. A malha é composta por elementos
quadrados com 4 nos e 2 graus de liberdade em cada, um na vertical e outro na
horizontal, como na Figura 3.2. Outra vantagem desse método € o uso de uma mesma
matriz de rigidez para cada elemento, como em Sigmund (2001) e Andreassen et al.
(2011).

1 4 7 10

2 5 8 11

3 6 9 12

Figura 3.1. Exemplo de malha regular.

Figura 3.2. Exemplo de elemento.

Considerando o modelo de malha pré-fixado e o método de elementos finitos.
Sigmund (2001) emprega o problema de otimizac&o topoldgica discreto, baseado na
lei de forga objetivando minimizar a flexibilidade e maximizar a resisténcia conforme
Eq. (37).

min:C(p) = UTKU = Zgzl(pe)pugkoue
p
sujeito a: Yp) - f
Vo
KU =F
0< Pmin < p < 1
@37
com U é a matriz de deformacéo, K a matriz de rigidez, F o vetor de forcas, C a funcéo

objetivo, p a variavel de projeto, N o numero total de elementos composto pela produto
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de elementos na vertical e na horizontal, p constante de penalizagéo, V(p) volume de
material e V;, volume do dominio.

O principio de materiais compositos no método de homogeneizacéo aplica uma
densidade que varia no intervalo de 0 a 1. Estas densidades determinam o médulo de
elasticidade do material que sera empregado em cada elemento, conforme

demonstrado na Eqg. (38).

Ee(pe) = Emin + P& (Eo = Emin)

(38)
onde E, representa o médulo de elasticidade do elemento, as densidades de cada
elemento sdo demonstradas por p.,. O mdédulo de elasticidade minimo, geralmente
proximo a do ar é estabelecido por E,,;,, 0 fator de penalizacdo é p e o modulo de
elasticidade do material E,.

Para solucionar a Eq. (37) Sigmund (2001) emprega o algoritmo do critério de
otimalidade desenvolvido por Bendsge (1995), devido a simplicidade. O algoritmo
calcula em cada iteracdo os valores da varidvel de projeto para cada elemento
presente na malha conforme os critérios apresentados na Eq. (39).

max(pmin'p - m) se peB;7 = max(pmin'p - m)
peBen se max(Pmin, p — M) < .DeB;7 < min(1, p, + m)

new _

Pe

min(1, p, + m) se min(1, p, + m) < p,B,
(39)

uma vez que m é considerado como um limite superior positivo, n € um coeficiente de
amortecimento (geralmente n = 1/2). B, é calculado através da Eq. (40), que utiliza

um multiplicador de Lagrange A calculado pelo método da bisseccéo.

ac

dpe
(40)
A sensibilidade da funcdo objetivo € calculada através da primeira derivada
conforme Eq. (41), através dessa sensibilidade é possivel entender o impacto na

funcao objetivo ao se alterar a densidade no elemento, bem como no volume.
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0 _
== - (pe)p 1ngkoue

0x¢

(41)
av
0pe

(42)

3.1.1.1. TENSAO EQUIVALENTE DE von MISES

O célculo da tenséo de von Mises é obtido através da Eq. (43) podendo calcular

em cada elemento e verificando onde a estrutura é mais solicitada.

1
o™ = \/5 [(oxx — oyy)? + (Oyy — 0xy)? + (Oxy — 0xx)?

(43)
onde,
__E (%ux aﬂ)
IxX = 12 ( ax TV%y
(44a)
—_E (p2xx aﬂ)
Ovy = 15op) (v ox T or
(44b)
1/0u ou
oxy = 26eis 5 (52 +5)
(44c)

sendo que E representa o médulo de Young, v € o coeficiente de Poison, G € o modulo
transversal do material e uy e uy Sao respectivamente, a variacdo de deslocamento

emXeY.

3.1.2. FILTROS

A presenca do chamado “tabuleiro de xadrez” € uma caracteristica recorrente
em muitos algoritmos de otimizacdo. Essa particularidade apresenta uma falsa nocao
para o célculo de rigidez, além de produzir estruturas de dificil manufatura e baixo
desempenho. A solucdo para evitar os problemas em relacdo aos checkerboard foi a
criacao de diversos filtros. Em Sigmund (2007) é possivel verificar uma analise sobre
varios desses filtros, observando suas caracteristicas e funcionalidades. A garantia de
existéncia de uma solucdo para o problema independente da malha € atingida ao
utilizar os filtros, revisada por Sigmund e Petersson (2007). Um exemplo de
dependéncia de malha e tabuleiro de xadrez pode ser visto na Figura 3.3.

O funcionamento do filtro parte de uma modificacdo da equacdo de

sensibilidade da funcédo objetivo em relagéo ao elemento como:
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9 _ 1 N g 00
dpe ;732¥=1P1Af2f=1 Hyxy dps
(45)
onde o operador de convolucao:
I’-I? = Tmin — dist(e, f)
{f € N | dist(e,dist(e,f) < rpinbe=1,..,N
(46)

dado que dist(e, f) € a distancia entre o centro do elemento e e f, tendo que o operador
de convolucéo € igual a zero em regides fora da atuacao do filtro. Com a modificacao
a sensibilidade passa a decair linearmente com o aumento da distancia entre os

elementos analisados.

C =76.44

C=73.40

C=71.86
60 x 3

-3
o
X

Figura 3.3. Exemplo de tabuleiro de xadrez e dependéncia de malha. Fonte: Shobeiri
(2016).

3.2 SUAVIZACAO DA ESTRUTURA

A busca por contornos suaves tem a intencdo de promover estruturas mais
viaveis de manufatura, bem como evitar a presenca de concentradores de tensdes
nos componentes. O uso de elementos finitos para solucdo do método da
homogeneizagdo proporciona componentes com aspecto de serra. Desta forma
Bendsge e Kikuchi (1988) indicam que o proximo passo seria a criacdo de

metodologias para obtencdo de contornos suavizados. A metodizagdo automatica
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desse processo de busca por contornos suaves acarreta uma autonomia do processo,
ocasionando assim a redugéo da deciséo do projetista.

O algoritmo busca encontrar os elementos que estdo no perimetro da estrutura,
mais especificamente na fronteira entre os elementos correspondentes como vazios
e elementos solidos. A resposta obtida pelo método de homogeneizacdo passa por
uma andlise e entdo sdo considerados elementos com material todos aqueles com
densidades maiores que 0,3. Para efeito de comparacdo também sdo feitas
simulagbes para densidades maiores que 0,9, dessa forma é possivel analisar o
impacto na estrutura final.

A Figura 3.4 apresenta uma parte da matriz de densidade da estrutura, verifica-
se que as células com densidade igual a 1 representam elementos sélidos. A medida
que os valores diminuem ¢é reduzida a rigidez do elemento. E possivel observar uma
reducdo na densidade de elementos que estdo mais afastados da estrutura. O uso de
duas densidades tem como objetivo apresentar quanto de material é adicionado ao se
considerar densidades muito baixas como 0,3 e quanto material € retirado ao se

utilizar densidades altas como 0,9.

1 0,77 0,47 0,21 0,048 0,0048 5,07e-14
1 1 1 0,80 0,38 0,12 0,01
1 1 1 1 1 0,67 0,26
1 1 1 1 1 1 0,93

Figura 3.4. Exemplo de matriz de densidades.

Para se encontrar os elementos de fronteira primeiramente foi feita a
numeracgdo dos elementos do canto superior esquerdo até o canto inferior direito da
matriz. Dividido em dois vetores com o numero dos elementos que possuem material

Ny, € com os sem material Ng,,, por exemplo:

NSMl NCMl
|[ NSMZ —i I[ NCMZ —i
Ngy = : Ney = :
NSMn—lJ lNCMn—lJ
NSMn NCMn

(47)
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Uma vez que o algoritmo de Sigmund (2001) opera com medidas unitarias, uma forma
de encontrar os elementos no contorno da estrutura é utilizando diferenca entre dois
pontos como na Eg. (48). Para isso sao selecionados os pontos médios de cada
elemento presente nos vetores da Eq. (47) e realizado um algoritmo para o céalculo
entre os vetores conforme a Eq. (48). E considerado um elemento de contorno toda
vez que essa distancia for igual a um (d = 1) conforme apresentado na Figura 3.5.

d= \/(XNCM — Xnsm)? + (Yyem — Yusm)?
(48)

Figura 3.5. Demonstracéo de distancia entre dois pontos.

sendo que Xycy S80 as coordenadas em X dos elementos com material, Xygy
coordenadas em X dos elementos sem material. As coordenadas em Y dos elementos
com material é dada por Yy € para os elementos sem material como Yysy.

Todos esses elementos do contorno sdo organizados em uma matriz binaria
com o objetivo de separar em conjuntos e apds esse processo serem desenhadas
curvas que incorporem esses pontos. Cada elemento selecionado como pertencente
ao contorno é colocado na matriz com o valor de 1 e o restante como 0, podendo ser

conforme ilustrado na Figura 3.6.

11111111111111111111@ee0000000°%80
b - < < < = < < = = e < - < = = <
leeev0lllleeceoeccpneelloneeene
ll1eeeeleeelllleeecoeeeeleccnnse
feleeeelleveeeleeelleceeellecese
beelooeeoleelecelenlleconelene
feeelleeenlllecelecneelenecelle
fbePeeloPeeoPeeloreeenlleseenl
boeeo0eloonoeeloReeo0RRRRlRRRR]
(o= I T I e N < < = A= = < - = = = = e < < - e
fboPoeeBloeeeeloneeeeneeelennl
boeeo0eloonoeelopeeo0eReRRlRRRR]
foBoPeRloPoPoPeRloRPeRRERlleBReRl
Geeelleeepllleceleceelecceelle
boePlooeeoleelenelenlleceeelense
feleeeelleveeeleenlleeeeelleaese
lleeeeleeevllllececceeeeleccnese
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b I < < = < < < = = = e = - < - - <
11111111111111111111¢ee000000080

Figura 3.6. Matriz de elementos binaria.



45

A partir da matriz binaria pode-se organizar e dividir os pontos de controle, que
serdo utilizados para desenhar as curvas. Foi elaborado um algoritmo com intuito de
buscar na matriz elementos com valores iguais a 1. A medida em que o algoritmo
encontra um elemento com valor de 1, € realizada uma busca na vizinhancga de outro
elemento com mesmo valor. Desta maneira na préxima iteracdo o algoritmo buscaria
na vizinhanca do proximo elemento por outros elementos com valores unitarios,
conforme apresentado na Figura 3.7. O resultado desse algoritmo é um vetor com as

coordenadas X e Y de cada ponto médio na Eq. (49).

Figura 3.7. Selecéao de elementos pertencentes a mesma spline.

Xs1 Y51
Es=] :
XSn KSn
(49)
onde E; representa os elementos em cada segmento, sendo realimentado sempre que
o algoritmo encerrar um processo, X e Y; sdo os valores respectivos da coordenada
do ponto médio do elementoem X e Y.

Obtendo todos esses pontos e coordenadas é elaborado um algoritmo que
utiliza polinbmios de interpolacéo para definir as curvas que representam 0s contornos
suavizados da estrutura. A selecao dos pontos de controle para desenhar as curvas
utiliza da mesma metodologia para identificar os pontos pertencentes ao contorno da
estrutura. Ou seja, € empregado um estudo de distancia entre dois pontos no vetor da
Eq. (49), observa-se que ao se encontrar valores de distancia igual 1 os elementos
estdo ou na horizontal ou na vertical do elemento anterior, caso sejam valores
diferente de um indicam que os elementos se encontram em diagonal. Dessa maneira

sdo estipulados pontos de controle todas as vezes que se alteram os valores da
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distancia entre dois pontos, bem como quando se identifica 0os cantos da estrutura
como demonstrado na Figura 3.8.

—)

I -
. ]
e |
1l
EEE=

Figura 3.8. Pontos de controle.

3.2.1. SPLINE

As splines fazem parte do grupo de curvas polinomiais, as quais fazem
aproximacoes interpolando polinbmios entre os pontos de controle. Dessa forma é
possivel se alterar a forma de uma curva pela alteracdo dos pontos de controle, ou
também o grau do polindmio utilizado. Com essa facilidade de implementacédo as
curvas polinomiais ganharam grande aderéncia na computacao grafica.

Para uma representacéo grafica de equacdes matematicas € preciso que exista
uma Unica constante ou no minimo 2 pontos. Uma constante representa uma linha
paralela ao eixo X, uma vez que Y = cte. Em um caso com 2 pontos uma equagao
linear simples Y = aX + b é suficiente para representacdo grafica. Ficando claro que
o grau do polinbmio de interpolacdo esta relacionado a quantidade de pontos de
controle, sendo exatamente igual a N — 1, com N representando o numero total de
pontos. Dessa forma para uma quantidade alta de pontos o polindémio de interpolacao
devera ter um alto grau, se tornando instavel.

Polindmios de interpolacao de terceiro grau Y (X) = aX3 + bX? + cX + d séo os
mais utilizados devido a:

e Menor grau possivel que permite inflexao;

e Apresentar um bom comportamento numerico.
Diante dos problemas com instabilidade de polinbmios de alto grau, uma metodologia
foi desenvolvida empregando polinémios de terceiro grau para interpolagdo a cada 2
pontos utilizando varios segmentos de curvas, garantido pela continuidade entres

eles.
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Considerando um polindémio cubico de interpolacéo entre os pontos i e i + 1

como em Eg. (50).

fi(X)=a;+bX +c;X*+d; X3
(50)

A garantia de continuidade entre os segmentos € dada ao se considerar que 0s pontos

de controle pertencerdo a ambos os segmentos demonstrado em Eg. (51) e Eqg. (52).

filX) = X;
(51)
filXis1) = Yipq
(52)
Substituindo esses valores na Eq. (50).
a; + biXi + CiXiZ + diXi3 = Yl
(53)
a; + bXipq + ¢ Xi1” + diXipr® = Yigs
(54)
A mesma inclinacdo entre os segmentos também deve ser mantida Eq. (55).
fi’(Xi+1) = fi+1’(Xi+1)
(55)
Visto que:
fi’X = bi + ZCiX + 3diXi2
(56)
Substituindo os valores de Eq. (56) em Eq. (55):
b + 26 Xp41 + 3diXi11” = bpyq + 26141 X141 + 3di1 Xipq” -
57
bi — bis1 + Xi1(2¢; — 2¢141) + X412 (3d; — 3dy41) = 0 o0
58

Para se manter a mesma curvatura entre os dois segmentos deve se considerar a

equidade da segunda derivada de cada segmento de polinébmio.

fi”(Xi+1) = fi+1”(Xi+1)
(59)

A segunda derivada é representada pela Eqg. (60).
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fi"(X;) = 2¢; + 6d;X;

(60)
Substituindo os valores de Eq. (59).
2¢; +6d;X;11 = 2C141 + 6d;41 X141
(61)
2¢c; — 2¢i41 + Xj41(6d; — 6d;y4) = 0
(62)

O estudo opera um algoritmo com uma funcao propria do Matlab® através do
comando spline. Essa funcao soluciona as equacdes para obtencéo dos coeficientes
do polinémio de interpolacdo que passa através dos pontos de controle no contorno
da estrutura, representando ainda graficamente os segmentos. Para o funcionamento
desta funcéo é exigido as coordenadas X e Y dos pontos de controle, bem como uma

subdivisao entre as coordenadas X dos pontos subsequentes.

3.2.2. CURVAS DE BEZIER

As curvas de Bézier sdo a base da grande maioria de softwares CAD que
utilizam curvas polinomiais e paramétricas possibilitando a representacdo de
diferentes formas. O algoritmo de Casteljau é um dos utilizados comumente para
representacdo de curvas de Bézier sendo empregado aqui para calculo dos contornos

suavizados tendo como entrada os pontos de controle definidos pelo algoritmo.

3.2.2.1. ALGORITMO DE CASTELJAU

Casteljau é um algoritmo que trabalha com curvas Bézier avaliando e
subdividindo. As subdivisdes sdo realizadas através de interpolacfes lineares dos
coeficientes da curva e construindo um polinémio com mesmo grau. Sederberg (2014)
utiliza um exemplo com 4 pontos de controle de uma curva Bézier P?,PP,P), P
demonstrado na Figura 3.9. O algoritmo envolve a computacdo de uma sequéncia de

ponto de acordo com a Eq. (63).

Pl = -0+t =1 mi=0,,n—)
(63)
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Figura 3.9. Exemplo de funcionamento do algoritmo Casteljau. Fonte: Sederberg
(2014).

t1—t . . . Sy
sendo t = tl—" Nesse exemplo foi utilizada uma curva de Bezier cubica, entretanto o

2—to
método de Casteljau pode ser aplicado em qualquer grau. Observa-se também que o
método descrito trabalha por niveis, quanto maior o nivel da curva, maior a quantidade
de pontos utilizados.
O funcionamento do algoritmo pode ser explicado utilizando o exemplo acima.
Partindo dos quatro pontos PQ, P, PY e PY de controle estabelecidos pela curva de

Bezier tem-se entdo os coeficientes geométricos da curva representados na Eq. (64).

Pi(t) =1 —1)P? + P}

(64a)
Pi(t) =1 —-1)P) + 1P}

(64b)
Pi(t) = (1 —-1)P) + 1P

(64c)
Pi(t) = (1 —1)P} + 1P}

(64d)
P3(t) = (1 —1)P{ + TP}

(64e)
P3(t) = (1 —1)P¢ + 1P}

(64f)

Substituindo os valores em PZ (1) temos a expressdo da curva Bézier mostrado na Eq.
(65).

P3(t) = (1 —1)3P) + 3t(1 — 1)?PY + 3t2(1 — T)PY + 3P}
(65)
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Nessa expressao a curva passara pelos pontos iniciais e finais e pelo ponto definido

pelo algoritmo Casteljau P;.

3.2.3. CURVAS DE HERMITE

As curvas de Hermite apresentam um comportamento e uma metodologia de
calculo parecida com as Splines, no entanto a diferenca consiste na determinacéo de
dois vetores tangente aos pontos de controle inicial e final. Dessa forma o algoritmo
de solucéo do polindbmio de interpolacdo possui uma matriz caracteristica conforme
Eq. (66)

2 -2 1 171[X)]

a

b|_|-3 3 -2 1||X()]|_
c|¥lo o 1 ollx|T™MC
b 1 0 o odlx

(66)

Alterando-se os valores do ponto de controle inicial e final, bem como os vetores
tangentes é possivel a determinacéo dos coeficientes e a representacéo grafica dos
segmentos. Nesse estudo € empregado uma funcéo prépria de Hermite do Matlab®,
o qual garante uma representacao grafica monétono devido a interpolacao dos vetores
tangentes. A funcéo propria do Matlab® para o célculo das curvas de Hermite (pchip)
opera da mesma maneira que a fungéo spline exigindo um vetor de coordenadas X e
Y, além de um vetor com subdivisdes da coordenanda X dos pontos subsequentes. A
diferenca grafica entre as curvas Spline e Hermite pode ser observada no exemplo da
Figura 3.10, ficando claro que a curva Spline nem sempre garante um exemplo

mondtono.

15

0.5

-0.5

. - o
1 = © ©  Sample Points | 7
pchip
spline

-1.5
-3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 3.10. Comparativo grafico entre Spline e Hermite.
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3.3 EXPORTACAO DA GEOMETRIA

Todos os contornos calculados pelas curvas paramétricas foram exportados do
Matlab® através de um arquivo de texto, contendo todas as coordenadas X e Y das
curvas. Esse arquivo foi importado para plataforma comercial de elementos finitos
sendo utilizado para desenho da estrutura em 3D com uma espessura de valor unitario

conforme Figura 3.11 e Figura 3.12.

N
N

Figura 3.11. Curvas importadas.

Figura 3.12. Estrutura em 3D.

3.3.1. ANALISE ESTRUTURAL

A estrutura em 3D obtida é utilizada na plataforma para analise estrutural e

obtencdo dos campos de tenséo e deformacdo. Nesse caso o material pode ser criado



52

na biblioteca do software para ser empregado a toda estrutura. A Figura 3.13
demonstra um exemplo do material usado no estudo aplicado ao software.

Outline of Schematic C2: Engineering Daka s S Al Table of Propertie: + unitario Field Y ¥ o x
A E | C D E A E [ D E
1 Contents Sf tEnglneerlng : O @ D s 1 Yarisble Name | Unit | Default Data Lawer Limit Upper
i 2 Temperature [ ;I 22 Program Controlled | Program Ci
2 =
3 W unitério = o CH\UsersiCrelDeskbop TCCIANSYS)casteljau_f
o Click here to add 2
niew material

< 3
Properties of Cutline Row 3: unitario SRl Chart: Mo data 3 x
A E C D |E

1 Property Yalue Unit. @ @

z E Material Field variables = Table

3 4 Densty 1000 ] OO

4 = E Isatropic Elasticity |:|

5 Derive from Young's Modulu, . ;I

[ ‘¥oung's Modulus 1E+06 Pa h 1]

7 Poisson's Ratio 0,33 |

3 Bulk Madulus 9,803%E+05 Pa ]

9 Shear Modulus 3, 7SMEHDS Pa ]

Figura 3.13. Material criado na biblioteca da plataforma comercial.

Uma vez que serdo aplicadas apenas cargas estaticas, sera utilizado o modulo
de andlise de estruturas estéaticas. Ainda na parte de pré-processamento deve ser
definida as condicbes de contorno, tanto apoio fixo quanto esfor¢cos aplicados a
estrutura. Na Figura 3.14 é possivel observar os apoios fixos aplicados as faces
marcadas da estrutura circuladas em vermelho, bem como a face em que foi aplica

uma carga de -1 N na diregéo do eixo Y.

'Cor.rif: nts: 0,:-1,;0, N

Figura 3.14. CondigOes de contornos aplicados a estrutura.

Na parte do pré-processamento configura-se a malha de elemento, essencial
para um estudo de convergéncia de malha. Um exemplo de malha é observado na
Figura 3.15. O software possibilita determinar o tamanho dos elementos, a qualidade
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em funcéo dos limites de erro, além do tipo de elemento. Nesse estudo é considerada
apenas um refinamento de malha h, alterando-se apenas o tamanho dos elementos.
Para o processo de otimizacdo € necessario uma malha de elementos regulada para

garantir uma convergéncia de resultados.

Figura 3.15. Exemplo de malha de elementos.

Com na plataforma comercial é possivel obter a deformacao total e a tenséo
equivalente de von Mises, parametros calculados também pelo algoritmo em Matlab®
e que podem ter os resultados comparados. A Figura 3.16 e Figura 3.17 demonstram
um exemplo de resultados obtidos pelo software para deformacédo e tenséo,

respectivamente.

7,9939 Min

Figura 3.17. Tenséo equivalente de von Mises.



54

4. RESULTADOS NUMERICOS

Esse estudo tem como objetivo utilizar o codigo em Matlab® de otimizacdo
topolégica desenvolvido por Sigmnud (2001), bem como um algoritmo desenvolvido
para solucéo de contornos suavizados em uma estrutura trelicada. Além de observar
0 comportamento ao se utilizar curvas de interpolacdo spline, Bézier e Hermite, bem
como a influéncia de selecéo de elementos com densidades maior que 0,3 e maiores
que 0,9 que serdo considerados como pertencentes ao perimetro da estrutura. O
estudo dos campos de tensao e deformacao dos resultados entregues pelos codigos
em Matlab® sao realizados em uma plataforma comercial de elementos finitos para
comparar os resultados. A Figura 4.1 apresenta o dominio inicial, bem como as
condi¢des de contorno, demonstrando apoios fixos e uma carga de -1 N aplicada na
direcdo do eixo Y. O estudo desenvolvido no trabalho de concluséo de curso 1
demonstrou o comportamento do cédigo e a evolucdo em relacdo ao refinamento da
malha. Apresentou-se ainda outros exemplos classicos, assim como a influéncia da
constante de raio minimo na producdo dos chamados tabuleiros de xadrez e na
dependéncia de malha empregados por Sigmund (2001). Nesse estudo sera utilizada

uma malha de elementos de tamanhos unitarios de 100 x 50.

L=100

-1IN
H=50 Y

NANAVANATAN

Figura 4.1. Viga engastada.

4.1 VIGA ENGASTADA 100 x 50

O algoritmo apresentado no TCC1 utilizou as curvas de Bézier para
interpolacdo dos pontos de controle apresentados pela programacdo matematica.
Nesse estudo foi realizado um estudo em relacdo a influéncia de selecédo entre
elementos com densidade maior que 0,3 e 0,9. Bem como o estudo dos campos de
tensdes em cada uma das estruturas. Ao final foi realizado um comparativo em relagéo
aos resultados desenvolvidos pelo algoritmo de Sigmund (2001). Nesse estudo foi
alterado o algoritmo de projecdes das curvas paramétricas com a intencao de reduzir

os concentradores de tenséo apresentado na Figura 4.2. O algoritmo exige algumas
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constantes de entrada para o desenvolvimento do programa, essas constantes estao

relacionadas a:

e A malha de elementos sera utilizada, o algoritmo utiliza um Sistema de
malhas fixas para reduzir o custo computacional;

e Filtro de independéncia de malha utilizado;

e Fator de penalizacao (apresentado na secéo 2.3.1.);

e Fracao de volume;

e Raio minimo;

e Qual curva serd utilizada na suavizacéo;

e Condicdes de contorno, Figura 4.3;

e Propriedades mecéanicas do material aplicadas no algoritmo do Matlab®,
Tabela 4.1.

Resultado sem alteracao para Resultado com alteracao para reduzir
concentradores de tensao concentradores de tensdo

Figura 4.2. Evolucédo dos métodos utilizados na suavizacdo dos contornos.

Tabela 4.1. — Propriedades mecéanicas dos materiais utilizados nos exemplos.

Propriedades Valores
Mecanicas considerados
Modulo de

elasticidade 107°

minimo (MPa)

Modulo de
elasticidade 1

maximo (MPa)
Coeficiente de
Poison

0,33

-IN

AN AN

Figura 4.3. Dominio inicial e condi¢gbes de contorno.
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Bézier

Hermite

Spline

Iteracdo 180

Iteracao

Iteracdo 05

Iteracdo 85

I
Iteracédo 180

Iteracdo 05

Iteracéo 85

Iteracdo 180

Iteracéo 5

Iteracao 180

Iteracdo 180

Figura 4.4. Resultado da viga 100 x 50.




57

O algoritmo convergiu a um resultado apos 180 iteragcfes, € possivel observar
a evolucédo da estrutura e comparativos entre as selecées de densidades, 0,3 e 0,9,
na Figura 4.4. A Tabela 4.2 apresenta os valores de tensdo maxima, fragdo de volume
e quantidade de pontos de controle utilizados para densidade maiores de 0,3 e 0,9.

Na figura 4.4, fica evidente um melhor comportamento do método que utiliza
elementos com densidades maiores que 0,9. Apresentam-se mais linhas retas e com
menos pontos de concentracdo de tensdo. Além de estar melhor representando a
estrutura desenvolvida pelo cédigo de otimizag&o topoldgica, uma vez que as curvas
de suavizacdo estdo mais proximas da estrutura Otima desenvolvida pelo método
SIMP.

Tabela 4.2. Evolucéo da tensdo de von Mises, volume fracionario e pontos de
controle fungéo objetivo durante a otimizacéo estrutural para uma estrutura trelicada.

IteragOes Volume Tenséo
fracionario maxima de
(%) von Mises
(MPa)
1 100 10,16 x 1072
5 36,80 3,15x 1072
25 41,12 1,33x1072
45 40,52 1,31x1072
75 40,52 1,31x1072
105 40,44 1,31x1072
180 40,04 1,30 x 1072

Observa-se na Tabela 4.2 que a tensdo maxima se inicia a um valor bem
elevado de 10,16 x 1072 MPa e com 0 aumento das iteracdes ela se estabiliza proximo
ao valor de 1,31 x 102 MPa. Nota-se que a medida que a tensdo maxima se estabiliza
0 mesmo comportamento é apresentado pelo volume fracionario. Demonstrando que
a estrutura ja se encontra em um formato otimizado e o algoritmo esta apenas
redistribuindo as densidades para chegar ao valor de convergéncia em relacdo a
funcd@o objetivo. Esse comportamento da tensdo e do volume fracionario fica mais
evidente quando apresentado graficamente na Figura 4.5, observando a tenséo
estabilizando em 1,34 x 10~2 MPa na iteracdo 18. Apos a iteracdo 18 o grafico se torna

linear, com pequenas variacées e valores de tenséo proximos a 1,31 x 1072 MPa.
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Grafico iteragoes x volume x tensdao maxima
T T T T

100 T T T T 0.2

50

Volume fracionario
1
o
Tensdo Maxima (MPa)

O 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

lteracbes

Figura 4.5. Gréfico Tensao Maxima por Iteracdes.

Constata-se uma reducéao tanto no grafico de tensdo maxima quanto no grafico
de volume devido ao processo de otimizacdo. As densidades iniciais de todos os
elementos séo inseridas como valor da fragdo volumétrica para realocacdo gradual
posteriormente como visto na Figura 4.6. A parte linear do grafico indica uma menor
alteracdo na topologia da estrutura como forma de preservar a conformidade e

elementos mais solicitados.

- X

lteragao 1 Iteracéo 8
Iteracéao 17 Iteracao 47

Figura 4.6. Evolugéo do algoritmo de otimizagao estrutural.
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Os resultados das curvas de interpolacdo podem ser comparados tanto pelo
desempenho visual, quanto pelo desempenho mecéanico, além do custo
computacional para o processamento. A Tabela 4.3 apresenta o tempo de
processamento em segundos para cada iteracdo dos casos apresentados
anteriormente. Os tempos de processamento foram obtido utilizando um processador

core i3 de 2,27GHz, 4 Gb de memadria ram e um sistema operacional de 64 bits.

Tabela 4.3. Tempo de processamento em cada iteracdo.

Iteracbes Pontos Tempo de Tempo de Tempo de
de processamento processamento processamento
controle Bézier (s) Hermite (s) Spline (s)
5 0 9,21 10,11 9,49
25 186 23,42 23,07 22,27
03 45 302 39,76 39,27 37,65
’ 75 312 69,51 67,28 63,27
105 315 107,76 103,23 100,60
180 313 212,75 202,94 210,31
5 0 7,92 7,58 8,33
25 56 20,92 20,16 21,50
09 45 330 35,29 39,00 38,55
’ 75 334 61,41 89,77 76,33
105 334 98,79 139,12 123,75
180 334 192,09 269,12 248,23

O tempo de processamento do algoritmo aumenta conforme o aumento do
namero de pontos controle, bem como a quantidade de curvas necesséarias para
compor todo o perimetro da estrutura. Apesar do nimero de pontos de controle se
tornarem praticamente constantes ap0s o algoritmo determinar o formato 6timo, o
tempo de processamento continua aumentando devido ao custo intrinseco de um
processo iterativo, conforme apresentado na Figura 4.7. Nota-se que o aumento dos
pontos de controle utilizando curvas de bézier ndo acrescenta tempo ao
processamento, observa-se uma reducao de 8 segundos ao se compara o0 uso das
duas densidades. As curvas de Hermite apresentam um aumento de 20 segundos em
relacdo aos dois cenarios, comparando 0 momento em que 0s pontos de controle se
estabilizam a partir da iteracéo 75, conforme visto na Tabela 3. Assim como observado
com as curvas de Hermite, as curvas spline apresentam um acréscimo de 13

segundos entre os dois procedimentos na iteragéo 75.
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Figura 4.7. Gréfico de tempo por iteracdo de todas as curvas.

A utilizacdo elementos com densidades maiores que 0,9 proporcionaram

curvas mais proximas a estrutura original em todas as curvas, influenciando menos a

estrutura obtida pela otimizacéo topoldgica. Nota-se que o uso de curvas de Bézier

proporcionaram contornos mais suaves e com menos concentradores de tensao ao

se comparar

com as outras curvas.

As curvas de Bézier ndo precisam




61

necessariamente passar por todos os pontos de controle, apenas 0s pontos iniciais e
finais devem estar presentes na curva. Curvas de Hermite e Spline séo definidas
passando por todos os pontos de controle, apresentando contornos mais ondulados.
Os custos computacionais para curvas de Bézier apresentaram uma reducao de 8
segundos comparando os dois cendrios. Por sua vez as curvas de Hermite e Spline
tiveram um acréscimo de 20 e 13 segundos, respectivamente, ao se adicionar mais

pontos de controle.

4.2 ESTUDO DOS CAMPOS DE TENSAO E DEFORMACAO

A patrtir dos resultados obtidos anteriormente as curvas foram exportadas para
uma plataforma de elementos finitos com o intuito de obter os campos de tenséo e
deformacgé&o, bem como verificar o impacto no peso da pe¢ca comparando dessa forma
as estruturas otimizadas.

O processo de suavizacdo dos contornos considera alguns elementos com
densidade acima de 0,3x10°°Kg/mm3e 0,9x10"°Kg/mm3 como elementos
completamente sélidos e com densidades de 1x107°Kg/mm?3. Desta maneira o
contorno suave em torno da estrutura adiciona uma massa e volume a essa estrutura.
O impacto dessas consideracdes € calculado utilizando as propriedades mecanicas
conforme demonstrado pela Tabela 4.1. O valor de massa total da estrutura obtida
pelo método de homogeneizacdo pode ser calculado pela soma de toda a matriz de
densidade no Matlab®. O célculo das massas pela plataforma de elementos finitos é
obtido ao se incluir as propriedades mecéanicas do material a base de dados e aplicar
a todo o solido. A estrutura importada para software de elementos finitos utiliza um
dimensionamento em que cada lado de um elemento representa 10mm e densidade
de 1x107°Kg/mm3, desta forma é obtido a massa em Kg e volume em mm3. A
Tabela 4.4 apresenta um comparativo entre a estrutura sem o método de suavizacdo
e as estruturas suavizadas com as curvas paramétricas, demonstrando os valores de

massa e volume em cada uma delas.



62

Tabela 4.4. — Comparativo entre a massa total da estrutura.

Massa (KQ) Massa (KQg) \zolurr;)e \zolurr;)e
Estrutura (Densidades  (Densidades (Der?slirgades (Der?sl:gades
maiores que maiores que : :
0.3) 0.9) maiores que  maiores que
’ ’ 0,3) 0,9)
Sem contorno 6 6
suavizado 2,000 2,000 2,000 x 10 2,000x 10
Curvas de 2,254 1,906 2,254 x 106 1,906 x 10°
Bézier
Curvas de 2,239 1,906 2,239 x 106 1,906 x 106
Hermite
Curvas Spline 2,240 1,907 2,240 x 10° 1,907 x 10°

A Tabela 4.4 demonstra que as curva paramétricas utilizada influenciaram em
um aumento da massa entre 0,239 e 0,254 Kg ao se utilizar elementos com
densidades maiores que 0,3. E apresentado também um aumento do volume entre
0,239 x 10° e 0,254 x 10° mm3 com o uso das densidades maiores que 0,3. O uso de
densidades maiores que 0,9 resultaram em estruturas com 0,094 e 0,093 Kg a menos
gue as estruturas otimizadas. Além de uma reducdo também em relacdo ao volume
de 0,094 x10° e 0,093 x 10 mm3. Os valores de densidade e volume para esses
casos estdo menores do que a otimizacdo topoldgica, devido as curvas passarem no
interior de alguns elementos. O algoritmo de suavizacao apresentou estruturas com
uma reducdo em média de 4,7% da massa e do volume para estruturas com
elementos de densidades maior que 0,9. Pode-se observar também um aumento de
11,27% ao se empregar elementos com densidades maiores que 0,3, representando
um ganho consideravel de massa e volume. A Figura 4.8 apresenta todas as

estruturas importadas a plataforma.
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0,500 (m)

Curvas de Bézier (densidades>0,3) Curvas de Bézier (densidades>0,9)

Curvas de Hermite (densidades>0,3) Curvas de Hermite (den

1

Curvas Spline (densidades>0,3)

Curvas Spline (densidades>0,3)

Figura 4.8. Estruturas importadas a plataforma de elementos finitos.

As condi¢bes de contorno foram adicionadas a estrutura conforme o exemplo
exposto na secao 4.1, demonstrado em Figura 4.9 os pontos de apoio fixo da estrutura
e a carga de -1 N aplicada na direcdo do eixo Y, circulados em vermelho.

0,600 (m)

Figura 4.9. Carga e condi¢des de contorno aplicadas a estrutura.

A convergéncia de malha e o refinamento realizado na plataforma de elementos

finitos, necessita de atencdo a algumas das métricas apresentadas pelo préprio



64

software. Entre elas a qualidade do elemento, esta métrica altera-se entre O e 1, sendo

1 um elemento em forma de um quadrado. A Figura 4.10 apresenta os graficos de

qualidade de elementos em cada uma das estruturas.

Ao se observar a Figura 4.10 verifica-se que os valores de qualidade de

elemento minimo presentes nas estruturas se encontram em torno de 0,4 e 0,5.

Demonstrando uma boa malha com elementos em sua maioria com valores proximos

a area de quadrados e que garantem a convergéncia dos resultados. Observa-se que

a malha de Hermite apresentou os menores valores de qualidade de elemento devido

a presenca de pontos de concentracdo de tensdo. Estes pontos de concentracdo de

tensao dificultam a criacdo da malha e reduzem a qualidade da malha de elementos.

0,3

0,9

Bézier

0,75492
0,70808
0,66304
06171
0,57116 Min

097416 Max
002628
08784
083051
0,76263
0,73475
0,68687
063800
05911
0,54322 Min

0,600 (m)

Hermite

0,99634 Max
0,03453
087271
08109
0,74909
0,68728
0,62547
056366
0,50185
0,44004 Min

0,600 (m)

0,8833
0,82496
076661
0,70826
0,64002
050157
053322
0,47487 Min

0,600 (m)

Spline

0,99995 Max
0,24405
088815
083225
0,77635
0,72045
0,66455
0,60865
055276
0,49686 Min

0,600 (m)

094688
0,89395
084102
0,78308
073515
068221
062028
057634
0,52341 Min

0,600(m)

Figura 4.10. Qualidade de elementos da malha.
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A Figura 4.11, Figura 4.12 e Figura 4.13 apresentam 0s campos de tensao,
deformacé@o e o grafico de convergéncia em todas as estruturas utilizadas nesse

0,3 0,9
019 02:45
(R 0,014544 Max
0012177
- m 0,012929
Bézier | i ||
0,009136 [
Ul s ] 0,0096988
B 0,0080837
s 0,0064636
00030836 0,0048534
ST 0,0032383
. i 700,00 () 0,0016231
1,2444e-5 Min ) ) 0,00 350,00 700,00 ()
7,9939e-6 Min
75,00 525,00
0,013883 Max 0,015282 Max
. 0012341 0013585
Hermite ] oororen ] gorress
L] go0ses7s L] oororen
00077153 00084934
(] oooeirss 1 00067963
(-] oooesna - 00050991
0,003084 0003402
D0 AT ) 700,00 (mm) Ll X 700,00 (mim)
5,5074e-6 Min  — 7,6875e-6 Min
75,00 525,00 75,00 525,00
0,013085 Max 0,015395 Max
. 0011632 0013685
Spline 0010179 = 0011975
0,0087261 . 0,010264
00072731 00085542
| 0,0058202 I ooosea30
00043672 H 00051337
0,0029142 0,0034235
0,0014613 X 700,00 (rmm) 0,0017133 ) X 700,00 (mim)
8,3131e-6 Min 3,0904e-6 Min
700 525,00

Figura 4.11. Tens@es equivalentes de von Mises.

Em todas as estruturas é possivel observar as maiores tensdes presentes
proximas aos pontos de apoio fixo, bem como as maiores deformacdes na regido de
aplicacao do carregamento, conforme demonstrado na Figura 4.11 e na Figura 4.12.
Em alguns casos é possivel observar valores superiores de tensdes comparado com
0s obtidos em Matlab® como na Figura 4.11 (b), Figura 4.11 (d) e Figura 4.11 (f). As
tensdes demonstradas na Figura 4.11 (a), Figura 4.11 (c) e Figura 4.11 (e) apresentam

valores mais proximos aos obtidos no estudo anterior. Todas as estruturas
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apresentaram as tensfes mais elevadas nos cantos proximos a fixacdo dos
componentes, demonstrando que é necesséario fazer um arredondamento desses
pontos. Nota-se que nas regides que apresentam irregularidades apresentam tensdes
inferiores, comprova-se assim gue esses pontos apenas acrescentam material a

estrutura, sem nenhum beneficio de performance.

0,3 0,9
Bézier
2,5537
074322 L] 17
0Min At 20000 (o) 085124
175,00 525,00 0 Min 0,00 330,00 700,00 (mm)
75,00 525,00
o
. 60364
Hermite 1 5818
L asom
37727
o 3018
H 2263
L1 vs0m
00‘::?55 ) 0,00 700,00 (mm) ), 0.0 700,00 (mm)
o .00 o500 75,00 P00
Spline
5,179
43164
353
[
25808
L] 172
) 0,00 700,00 (mm) 8,::_327 700,00 (mm)
T O o

Figura 4.12. Deformagdes maximas.

Os resultados comprovam a eficiéncia do método garantindo uma estrutura de
peso e volume reduzido com capacidade de suportar as condigcbes de contorno
aplicadas. As tens6es maximas apresentadas sao inferiores ao médulo de Young, o

que garante uma estrutura que suporte as cargas sem o rompimento ou deformagéo
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plasticas. As deformagfes méximas apresentadas na Figura 4.12 sdo de escala

milimétrica e apresentam uma estrutura rigida, com deformacdes em torno de 6,6 mm

e 7,7 mm.
0,3 0,9
Tensdo Maxima x Iteragoes Tensdo Maxima x lteragoes
0.014 - , ‘ 0.015 ‘ ‘ ‘
© ©
[oX o
= 0.012} =3
@© ©
£ E
X 001} & 0017
Bézier = = /
o o
‘S 0.008 | b
C C
P 2
0.006 : ‘ ‘ 0.005 ‘ | .
1 2 3 4 5 1 2 3 4
lteracoes lteracbes
(a) (b)
Tensao Maxima x lteracdes Tensado Maxima x Iteragées
0.014 - ‘ —_— 0.016 ‘ ‘ ‘
© ©
(o o
= 0.012 = 0.015
@© (]
= E
X 0.01 %0.014
Hermite | = =
o o
‘S 0.008 ‘% 0.013
C C
P P
0.006 : : : 0.012 : : :
1 2 3 4 5 1 1.5 2 2.5
lteracbes Iteracbes
(c) (d)
Tensao Maxima x Iteracdes 0.016 Tensdo Maxima x Iteragoes
80.013 3
= = 0.014
© ©
£ E
%0012+ X 0.012}
Spline = =
o o
@ @ 0.01)
0.011
2 2
‘ ' ‘ 0.008 : :
1 1.5 2 2.5 3 1 2 3
Iteracbes Iteracbes
(e) ®

Figura 4.13. Gréficos de convergéncia de malha.
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A Figura 4.13 apresentam graficos com comportamento proximos ao linear para
convergéncia das tensdes 0 que era esperado para um estudo de convergéncia de
malha, observa-se uma diferenca relevante de aumento das tensées em cada iteracao
principalmente entre as iniciais e finais ocasionando devido a malha configurada.

Os estudos dos campos de tenséo e deformacdo demonstram a eficiéncia do
método em estabelecer estruturas otimizadas com peso reduzido e capacidade de
suportar as mesmas cargas aplicadas. Nota-se que ainda é necessario melhorar o
método em relagdo aos concentradores de tensdo, bem como a criacdo das malhas
para o estudo dos campos de tensdo e deformacdo que divergiram em algumas
ocasifes. As tensfes elevadas nos cantos da estrutura proximos aos pontos de
fixacdo demonstram a necessidade de arredondamento desses locais devido a
concentracédo de tensdo. A utilizacdo de outras curvas nao apresentou uma menor
eficiéncia mecanica das pecas, apenas em relacdo a uma maior quantidade de

concentradores de tensao e visual.
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5. CONCLUSOES

O trabalho desenvolvido nesta dissertacdo apresentou a implementacao de
uma rotina de suavizagdo de contornos a partir do método de homogeneizacao
desenvolvido por Sigmund (2001). Foi apresentado um comparativo entre a utilizacéo
de curvas de Bézier, Hermite e Spline para definir os contornos suavizados. O estudo
dos campos de tenséo e deformagédo, bem como a convergéncia de malha em uma
plataforma de elementos finitos possibilitou verificar a impacto das estruturas
suavizadas em relacdo a estrutura otimizada. O comparativo entre as densidades
definidas no algoritmo possibilitou visualizar a influéncia em relacéo a adicionar massa
a estrutura.

As curvas de Bézier ndo apresentam um aumento no custo computacional
significativo em relacdo ao aumento dos pontos de controle. Entretanto, curvas Spline
e de Hermite apresentaram um aumento do custo computacional ao se adicionar mais
pontos de controle a estrutura. O uso de elementos com densidades maiores que 0,9
proporcionaram uma estrutura mais proxima a otimizada. Por sua vez o uso de
densidades maiores que 0,3 implementaram curvas mais distantes da estrutura.
Deixando claro na implementacéo da plataforma de elementos finitos o aumento de
em meédia 0,240 Kg a estrutura final para densidades maiores que 0,3. As estruturas
obtidas com densidades maiores que 0,9 resultaram em estruturas em média 0,094 Kg
mais leves.

Os estudos dos campos de tenséo e deformacéo pelo software de elementos
finitos apresentaram valores superiores a tensdo maxima em algumas das estruturas.
Foram apresentadas tensdes de 1,45 x 1072 MPa, 1,52x 1072 MPa e 1,53 x 1072 MPa
superiores a encontrada no Matlab® em torno de 1,31 x 102 MPa. As deformacdes
maximas variaram entre 6,6 mm e 7,7 mm demonstrando estruturas bem rigidas.

Foi observado a existéncia de concentradores de tensdo nos cantos da
estrutura préximos aos apoios fixos, o que demonstra a necessidade de melhoria para
obtencao de cantos arredondados. As regides de irregularidades apresentam baixas

tensdes nao apresentando relevancia a performance da estrutura.

5.1 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

e Implementar técnicas para arredondar os cantos da estrutura suavizadas;

e Implementar melhorias em relagéo as regides que apresentam irregularidades;
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Implementar a formulacao para outros problemas classicos da literatura;
Realizar estudo comparativo entre outros métodos de otimizagdo com
contornos suavizados;

Realizar estudo sobre outras variaveis das curvas paramétricas que podem

influenciar nos resultados.
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ANEXO I: Método de elementos finitos

O estudo de estruturas antes do desenvolvimento do método de elementos
finitos (MEF) era feito através da solucdo de sistemas de equacdes de derivadas
parciais, utilizando de séries de Fourier para auxiliar na solucdo dos problemas.
Devido a tal complexidade essa metodologia era utilizada para solugcéo de estruturas
de geometria simples. O método de diferencas finitas também foi utilizado como o
intuito de vencer algumas das limitacbes oferecidas pelo método das derivadas
parciais. No entanto, a partir da década de 60 com o advento do computador o método
de elementos finitos toma grande propor¢cdo e demonstra um elevado avanco
tecnologico deixando os métodos anteriores praticamente extintos conforme
abordado.

Zienkiewicz, et al (2005) diz que o método de elementos finitos é a
representacdo por um numero finito de elementos (divisbes) de um problema
continuo. Esse modelo apresenta também um nimero finito de pardmetros, bem como
o resultado representado pela unido dessas divisdes deve respeitar o padrdo de
problemas discretos.

Alguns métodos para solucdo de analise estrutural sendo o0s principais a
aproximacédo de Galerkin, que utiliza diferencas finitas, e 0 método de Rayleigh Ritz,
o qual utiliza a energia potencial para equacionar o método de elementos finitos. Sera
abordado o método de Galerkin com intuito de elucidar o funcionamento da
metodologia de elementos finitos, conforme descrito por Zienkiewicz, et al (2005).

Utilizando de uma malha retangular composta por 4 ndés com distancia a e b,
conforme demonstrado pela Figura A.1. O deslocamento de cada elemento pode ser
aproximado em um vetor como em Eq. A.1. Sendo que a representa o total de nés em
cada elemento, e o elemento estudado, u o deslocamento total, &i 0 vetor composto
por cada n6 em cada elemento, N é chamado de funcdo de forma, em alguns casos
€ empregado uma funcdo de interpolacdo, geralmente emprega-se uma matriz

identidade exposto em Eq. A.3.

(A1)
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Devido a se empregar dois graus de liberdade cada né terd um deslocamento

na horizontal e outro na vertical conforme em Eq. A.2.

u= 1)
v(x,y)
(A.2)
Na(xa' ya) =1
(A.3)
ky
Vv
4T 3
Q Q7
b
o ot
1 2
” 2 .
-.._X

Figura A.1. Elemento retangular composto por 4 nés. Fonte: Pereira (2005).

Para o célculo é utilizado coordenadas cartesianas locais que séo calculadas

de acordo ao plano de coordenadas cartesianas globais.

x'=x—-x
(A.4)

y=y-wn
(A.5)

O célculo de deformacdo em cada né é operado segundo Eg. A.6 para o eixo

X e Eq. A.6 para o eixo Y, com coeficientes «a.

u=a,+xa,+yas;+xya, an
A7

v=ag+x'ag+ya;, +x'yag ~s)

Substituindo os valores de coordenadas de cada n6 demonstrado na Figura

A.l, obtém-se:
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U =

(A.9a)
ﬁz = al + aafz

(A.9b)
ii; = a; + aa, + bas + abay,

(A.9c)
ﬁ4 - al + ba3

(A.9d)

A equacdo de deformacdo pode ser escrita em funcdo dos deslocamentos

nodais tanto para horizontal como vertical:

1
[(a—x)(b =yt +x'(b =y, + x'y'lz + (@ — x)1y]

u = E
(A.10)
A partir da Eq. A.11. Obtém-se as equaces para fungéo de forma N,;:
N, = (@=xD( —y')/
! (ab)
(A.11a)
g _x'(b—y") /
Nz = (ab)
(A.11b)
. _ xlyl
% =" an)
(A.11c)
; _(a— x’)y’/
Ne= (ab)
(A.11d)

Com o célculo dos deslocamentos em cada ponto € possivel determinar a deformacao

em cada ponto:

e=Su
(A.12)

Sendo que S é um operador diferencial adequado. Utilizando a Eq. A.1, podemos

aproximar a Eq. A.12 em:

&~ ¢ = Bii¢
(A.13)

B pode ser determinado por:



77

B =SN
(A.14)

Para se determinar o plano de tensdo € necessério calcular a deformacéo relevante

no plano conforme:

ou 0
. dx ax
* Jdv 0 lru
S 3
L louw av| |8 o
7% "5yl 15y ax

(A.15)

O plano de deformacéo é utilizado para definir o plano de tensédo, sendo que é
considerado um valor de deformacéo inicial €, e também uma tenséo inicial o, que
correspondem as condi¢des iniciais do material. A tensédo entéo pode ser determinada
a partir da variacdo das deformacdes ¢ conforme, assumindo um comportamento
elastico linear:

0=D(£_€0)+00 ( )
A.16

D é uma matriz de elasticidade contendo as propriedades do material. Para um estudo

de tensdo no plano, deve ser considerado trés componentes de tensao:

O-.X'
Txy

Pode-se obter a matriz D utilizando de equacdes habituais de relacdo tensao-

(A17)

deformacéo:
v
€& &0 = E (0x — 0x0) — E (Uy - Gyo)
(A.18)
v 1
Ey — Eyg = —E(O'x — Oyxo) + E(ay - ayo)
(A.19)
2(1+v)

Yy = Yxyo = T (Txy - Txyo)
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(A.20)
1 v 0
D = E v 1 0
1—v2 (1-v)
0 0 /5
(A.21)

considerando E como moédulo de elasticidades do material e v coeficiente de Poisson
do material. As forcas equivalentes nodais, o qual representa a distribuicéo de forcas

no elemento podem ser obtidas:

q7
q9=q;5

Tendo a mesma quantidade de componentes presente no calculo dos deslocamentos

(A.22)

ué. A distribuicédo de forcas b, corresponde a quantidade de forca atuante na unidade

de medida de volume no elemento.

ue
i@ = [y
(A.23)
b
b=|,]
by
(A.24)

Caso ndo se tenha uma forca equivalente nodal, as forcas b em cada né devem

respeitar o equilibrio:

b1+b2+b3+b4:0
(A.25)

A determinacdo das forcas nodais atuantes devido ao deslocamento pode ser

calculada:

X

t n 0 n @
t:[tx]zt Ox y] ay
y ny Ny Txy

Sendo t a rigidez do plano de tenséo, e as componentes n, e n, perpendiculares ao

(A.26)

plano do elemento. A resultante em cada lado do retangulo é dada pelo produto de t

pelo comprimento da face [,:
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_ laty
lat = [laty]

Combinando as equacdes de deformacao e tensao, obtém-se:

(A.27)

q = BT[D(B@i® — gy) + 0,]At = K°1i® + f©
(A.28)

Que representa a lei de Hooke, utilizada nos métodos de elementos finitos. Como
pode ser observado em um Unico estudo de um elemento com 4 nés o método mais
simples possui uma quantidade consideravel de célculos, ao se pensar entdo em um
estudo com 4.000 elementos cada um com 4 ndés torna-se inviavel o calculo manual
desse problema. Devido a isso e com o advento do computador varios softwares foram
desenvolvidos para solucéo de diversos problemas de engenharia e ciéncia podendo
citar os mais conhecidos ANSYS, Abaqus, SolidWorks, Catia que apresentam
modulos de elementos finitos. Além da possibilidade de se utilizar algoritmos em
Matlab, C++, Python também com uma quantidade consideravel de estudos para

solucdo de andlises estruturais.



