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Resumo

Este trabalho possui o objetivo de estudar a aplicabilidade da distribuicao Kumaraswamy
Log-Logistica discreta para dados de Anélise de Sobrevivéncia, comparando o respectivo
modelo de regressao proposto por Simdes e Silva (2019) com o modelo de regressao Log-
Logistico discreto. O banco de dados utilizado é referente a politica de proibicao de fumar
pelos estados americanos e os modelos verificam a influéncia de cada covaridvel no tempo

de adesao da politica. As analises foram realizadas por meio do software R.

Palavras-chave: Anadlise de Sobrevivéncia, Distribuigao Kumaraswamy Log-Logistica

Discreta, Distribuicao Log-Logistica Discreta, Modelo de Regressao, Dados Censurados.






Abstract

This paper work has the objective of studying the discrete Kumaraswamy Log-Logistic for
data in Survival Analysis aplicability, comparing the respective regression model, proposed
by Simoes e Silva (2019), with the discrete Log-Logistic regression model. The data base
used on this paper refers to the smoke prohibition policy by the american states. The
regression models verifies the influence of each variable in policy adherence time. All

analysis were done using software R.

Keywords: Survival Analysis, Kumaraswamy Log-Logistic distribution, Log-Logistic

distribution, Regression Model, Censored Data.
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1 Introducao

Com o crescimento da ciéncia de dados, algumas areas da estatistica vém crescendo
bastante nas ultimas décadas, em especifico, a analise de sobrevivéncia, a qual cresceu
bastante na década de 80 devido a sua aplicacao em medicina. Esta técnica considera
como variavel resposta o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse, denominado
de tempo de falha, podendo ser o tempo até a morte de um paciente ou até a falha de

um produto industrial ou até um cliente se tornar inadimplente.

Os dados de sobrevivéncia apresentam uma peculiaridade, que é a presenca de ob-
servacoes parciais da resposta, denominadas de censura. Estas sao observacoes que nao
apresentaram o evento de interesse até o final do estudo ou por algum motivo nao pu-
deram mais ser observadas. Apesar de serem observagoes ”incompletas”, elas devem ser
contidas na analise dos dados, pois a omissao delas pode ocasionar em conclusoes vie-
sadas. Logo, uma das vantagens da técnica de andlise de sobrevivéncia é a inclusao de

dados censurados na analise.

Para descrever o tempo de falha, sao utilizadas distribuicoes de probabilidade. Na
literatura as funcoes mais utilizadas, como Weibull, Exponencial, Log-Logistica, Log-
Normal e Gamma, apresentam algumas limitagoes quanto a forma da fun¢ao de risco dos
dados. Nos tltimos anos algumas distribuicoes para tempos continuos foram apresen-
tadas, entre elas, destacam-se as distribui¢goes Weibull exponenciada (Mudholkar et al.,
1995), Weibull modificada generalizada (Carrasco et al., 2008), Beta Weibull modificada
(Silva et al., 2010) e a distribui¢do Kumaraswamy generalizada (Cordeiro e Castro, 2010),
estas surgem como distribuigoes mais flexiveis, logo capazes de modelar formas de risco
crescente, decrescente, unimodal e banheira. Dependendo de como o tempo é mensurado
no banco de dados, a variavel pode ser discreta. Para contornar este problema sao adota-
das distribuicoes discretas ou distribuigoes continuas sao discretizadas. Na literatura sao
poucas as distribuigoes para este caso. Com isso, nos tultimos anos, pesquisadores vém
descobrindo novas distribuicoes, como a propria Kumaraswamy Log-Logistica discreta,
proposta por Simoes e Silva (2019). Neste trabalho, essa distribuicao sera utilizada para
a modelagem de dados reais da area de Ciéncia Politica, com objetivo de observar sua

aplicabilidade.



6 Objetivos

2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Analisar o tempo até que um estado americano adote a politica de proibicao de fu-
mar, utilizando a distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica discreta, proposta por Simoes
e Silva (2019), e seu caso particular, a distribuigao Log-Logistica discreta e comparar os

modelos de regressao para estas distribuigoes.

2.2 Objetivos Especificos

e Bstudar as técnicas de Andlise de Sobrevivéncia.

e Aplicar e comparar os modelos de regressao Kumaraswamy Log-Logistico discreto

e Log-Logistico discreto para analisar dados de difusao de politicas.

e Implementar computacionalmente por meio do software R, as metodologias propos-

tas neste trabalho.



Revisao de Literatura 7

3 Revisao de Literatura

"0 termo andlise de sobrevivéncia refere-se basicamente a situacoes médicas envol-
vendo dados censurados. Entretanto, condicoes similares ocorrem em outras areas em que
se usam as mesmas técnicas de analise de dados. Em engenharia, sao comuns os estudos
em que produtos ou componentes sao colocados sob teste para se estimar caracteristicas
relacionadas aos seus tempos de vida, tais como o tempo médio ou a probabilidade de
um certo produto durar mais do que 5 anos” (Colosimo e Giolo 2006, p. 2). Nesta segao
sera definido os conceitos e elementos de andlise de sobrevivéncia, abrangendo também a

parte de modelagem dos dados de sobrevivéncia e suas distribuicoes.

3.1 Notacgao e conceitos basicos

Em anadlise de sobrevivencia, a variavel resposta é constituida de dois componentes:
o tempo de falha e as censuras, ambos caracterizam os dados de sobrevivéncia. Segundo
Colosimo e Giolo (2006) o tempo de falha é constituido por trés elementos (tempo inicial,
escala de medida e evento de interesse), estes devem ser claramente definidos. O tempo
inicial é quando comeca a ser realizado o estudo, utilizado para comparacao dos individuos
na origem do estudo. A escala de medida é o ”tempo” que sera contabilizado, por exemplo,
tempo real, meses, semanas, numeros de ciclos, medidas de carga e muitas outras. O
evento de interesse é a propria falha, na maioria dos casos indesejavel, que em anélise de
sobrevivéncia deve ser definida de forma clara e precisa. Apds definir os trés elementos,

determina-se a variavel tempo de falha.

Geralmente, os estudos de sobrevivéncia terminam antes que todas as observagoes
tenham apresentado o evento, logo possuem observacoes incompletas ou parciais da res-
posta. Elas sao denominadas censura, a segunda componente da varidvel resposta, que
podem ocorrem por diversas razoes, como perda de acompanhamento ou mesmo nao ter
apresentado a falha antes do término do estudo. Estas observagoes incompletas devem
ser utilizadas na andlise estatistica, pois a omissao pode acarretar em conclusoes viciadas,

além de fornecerem informacao sobre o tempo de vida.

Colosimo e Giolo (2006) definem trés formas de censura, sao elas, censura & esquerda
que ocorre quando o tempo registrado é maior que o tempo de falha, quando o individuo
é observado ja aconteceu o evento. Censura intervalar que acontece quando observa-
se periodicamente as observacoes, nao sendo conhecido o tempo exato de falha, apenas
o intervalo. E censura a direita que é a mais encontrada nos estudos, ocorre quando o
tempo de ocorréncia da falha estd a direita do tempo registrado. A tultima serd a utilizada

neste trabalho.
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3.2 Funcoes

Hoel, Port e Stone (1978) definem, matematicamente, que uma variavel aleatéria
X é uma fungao real X (w) definida em um espaco de probabilidade (2,4, P), em que
weNe{w— X(w) <z} éum evento para todos —oo < x < co. Com isso, a funcao de

distribuicao F' de uma variavel aleatéria X é definida como:

Fx)=P(X <z), zeh, (3.2.1)

sendo, 0 < F(z) < 1 para todo x e F' uma funcdo nao decrescente de x. Hoel, Port e
Stone (1978) observa que geralmente as fungoes de distribui¢ao sao definidas em termos de
fungoes de densidade. Uma funcao de densidade (em relagao a integragdo) é uma fungao

nao-negativa f tal que

/_OO F)de = 1, (3.2.2)

(Hoel, Port e Stone 1978, p. 117). Em termos da funcao de distribuicao de x, pode

ser escrito da forma:

Fla) = /_ " ), (3.2.3)

para todo —oo < z < o0o. Logo, uma densidade é definida desde que F' seja sempre
continua e que a derivada de F' exista e seja continua em todos os pontos, exceto por um

nimero finito de pontos, define Hoel, Port e Stone (1978).

Mas em um caso que os valores possiveis da variavel sejam nimeros inteiros, temos
uma variavel discreta. ”Uma variavel aleatoria discreta real X, em um espaco de probabi-
lidade (£2, ¢, P), e uma fun¢ao X cujo dominio é € e cujo contradominio e um subconjunto
finito ou infinito enumeravel {1, s, ...} dos numeros reais R tal que {w : X(w) = z;}
é um evento para todo i.” (Hoel, Port e Stone 1978, p.50). Logo a probabilidade de um

evento x; acontecer é denotada por P(X = x;).

Segundo Hoel, Port e Stone (1978), é denominado fungao discreta de probabilidade

X a uma fungao real p, definida por:

p(z) = P(X = x), (3.2.4)
onde um numero real x é valor possivel de X se p(z)>0.

Segundo Colosimo e Giolo (2006) geralmente representa-se o tempo de falha por uma

variavel aleatoria nao-negativa T, usualmente continua, com uma funcao de densidade e
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distribuigao. Logo, ao aplicar a definicao de Hoel, Port e Stone (1978) para a varidvel
tempo de falha, defini-se a fungao de distribuigao, F'(t) = P(T < t), sendo a probabilidade

de uma observagao falhar até o tempo ¢ e f(t) é a fungao de densidade de T

Em analise de sobrevivencia, o tempo de falha também é especificado pela fungao
de sobrevivéncia e pela fungao de taxa de falha. Colosimo e Giolo (2006) define a fungao
de sobrevivéncia sendo a probabilidade de uma observagao sobreviver até o tempo "t”.

Logo, é definida por:

S(t) = P(T > t) =1 — F(t). (3.2.5)

Em termos probabilisticos, para uma variavel aleatéria continua positiva, define-se a

fungao de sobrevivéncia como:

S(t) = P(T > 1) = / flu)du, >0, (3.2.6)
t
onde f(.) é a funcao de densidade da varidvel T.

Segundo Fernandes (2013), no caso de uma variavel aleatdria discreta nao negativa,

assumindo apenas valores inteiros, S(t) é definida como:

S(t)=P(T > 1) ZPT k), t=0,1,2,3,.... (3.2.7)
k=t+1

Como definido anteriormente, a fungao de distribui¢do estd no intervalo [0,1] e é
uma func¢do ndo decrescente. Entao, como S(t) = 1 — F(t), tem-se que a fungao de
sobrevivéncia ¢ decrescente e também definida no intervalo [0,1]. A outra fungao que
especifica o tempo de falha, é a funcao de taxa de falha que segundo Colosimo e Giolo
(2006) ¢ a probabilidade da falha ocorrer em um intervalo de tempo [t, ¢ + At], assumindo
um At muito pequeno representa a taxa de falha instantanea. A funcao de taxa de falha

T é definida como:

A(t) = Tim S(t) — S(t+ At)

T (3.28)

Outra funcao importante é a funcao de taxa de falha acumulada, a qual fornece a

funcao de taxa de falha acumulada do individuo, sendo definida por:

H(t) = /Ot A(u)du. (3.2.9)

Colosimo e Giolo (2006) evidencia algumas relagoes importantes entre as fungoes que
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sao bastante utilizadas em analise de sobrevivéncia. Ao conhecer a funcao de sobrevivéncia
e a funcao de densidade do tempo de falha, é possivel definir a funcao de taxa de falha e

taxa de falha acumulada, respectivamente por:

At) = = (3.2.10)

H(t) = —log S(t). (3.2.11)

Fernandes (2013) mostra que no caso de distribuigoes de probabilidade discretas,
a funcao de taxa de falha é igual a 0, exceto em pontos que pode ocorrer uma falha.
Com isso a fungao de risco, definida por hy(t) e definida no intervalo 0<h,(t)<1, pode ser

expressa por:

ha(t) = P(T = T > t)

P(T =1t)
- P(T >1t)
B P(T =1t) (3.2.12)
- P(T>t)+ P(T =t)
p(t)

~ Sa(t) + (1)

onde p(t) é a fungao de probabilidade da varidavel T e Sy(t) é a funcdo de sobrevivéncia

da varidvel discreta 7.

3.3 Técnicas nao-paramétricas

Em anélise de sobrevivéncia, a presenca da censura nao permite que a andlise des-
critiva usual seja realizada. Uma alternativa para esse problema é utilizar o estimador de
Kaplan-Meier, para estimar a funcao de sobrevivéncia e a fungao de taxa de falha. Com

isso, é possivel realizar o estudo descritivo dos dados de andlise de sobrevivéncia.
3.3.1 Estimador de Kaplan-Meier

O estimador proposto por Kaplan e Meier (1958) é utilizado para estimar a fungao de
sobrevivéncia e os mesmos provam que este € o estimador de maxima verossimilhanca de
S(t). Tendo as propriedades de ndo viciado para amostras grandes, fracamente consistente

e converge assintoticamente para um processo gaussiano.
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O estimador considera tantos intervalos de tempo quantos forem os tempos de falha.
A funcao S (t) é uma funcao escada sendo que os degraus possuem tamanho %L, em que n
é o tamanho da amostra, e estao localizados nos tempos de falha observados. O tamanho
do degrau é multiplicado pelo niimero de empates caso ocorra. Um exemplo grafico do

estimador de Kaplan e Meier para S(t) é apresentado na Figura 1.

1.0

08
1

04

(t) estimada
06
|

0.2

T T T T
0 5 10 15

0.0

tempo

Figura 1: Exemplo de um gréfico do estimador de Kaplan Meier para S(t)

A obtencao da estimativa de Kaplan Meier envolve uma sequéncia de passos, em
que o proximo depende do anterior. Logo para se encontrar a estimativa para um tempo
t;, devemos considerar a probabilidade de sobrevivéncia em ¢;_;. A ideia é que para a
observagao sobreviver a t;, ela primeiro deve sobreviver em ¢;_; para depois sobreviver ao

tempo ¢;. Em forma matematica, ¢ definida desta maneira:

S(t;) = P(T 2 tj) = P(T' 2 t;1, T =2 1;) (3.3.1)

T>
P(T > t;_)P(T > t;|T > t;_,).

Assim, para qualquer ¢, S(t) pode ser escrita em fungao de probabilidades condici-
onais. Sabendo que S(t) é uma fungao com degraus, isto é, com probabilidade maior que

zero apenas nos tempos de falha ¢;, tem-se que:

St))=0-a)1—-q)...(1-g), (3.3.2)
onde:

e ¢; ¢ a probabilidade de uma observacdo falhar no intervalo [t;_1,t;) sabendo que

sobreviveu até t;_;.

Para o estimador de Kaplan-Meier, estima-se ¢; como sendo a razao entre a quanti-

dade de falhas em ¢;_; e o ntimero de observacoes sob risco em ¢;_;. Isto ¢, individuos que
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nao falharam e nao foram censurados até o instante imediatamente anterior a ¢;. Com

isso, a férmula para as estimativas de Kaplan-Meier é definida por:

sw= 1] (1 - %) (3.3.3)

Jiti<t J

em que:

o 1 <ty <...<t, 08k tempos de falha ordenados e distintos,
e d; o numero de falhas em ¢;, j=1,... k, e

e n; numero de observagoes sob risco em ;.

Outros dois estimadores nao-paramétricos podem ser utilizados. Nelson (1972)
propos e Aalen (1978) estudou as propriedades do estimador chamado de Nelson-Aalen.
As estimativas deste sdo maiores ou iguais as de Kaplan-Meier, mostrou Bohoris (1994).
O outro estimador é a Tabela de Vida ou Atuarial, este constréi uma tabela de vida e
divide o eixo do tempo em varios intervalos. Os resultados também sao bem proximos, in-
clusive se os intervalos de Kaplan-Meier forem iguais aos da Tabela de Vida, as estimativas

apresentarao mesmos valores. Neste estudo sera utilizado o estimador de Kaplan-Meier.
3.3.2 TTT Plot e Funcao de Risco

A funcao de sobrevivéncia associada a qualquer distribuicao de probabilidade, sem-
pre tera forma decrescente. Ao pensar na modelagem das observagoes, a forma da fungao
de sobrevivéncia nao é tao informativa, entao o pesquisador deve voltar-se para as fungoes

de risco.

Como a funcao de risco pode assumir varias formas, os modelos acabam se tornando
concorrentes entre si para ajustar o conjunto de dados. Visto isso, sao adotadas duas
metodologias para selegdo do modelo mais apropriado. O TTT Plot (Tempo Total em

Teste) é um método gréfico proposto por Arset (1987), e é construido ao utilizar a seguinte

fungao:
G(L) = Lz Tin £ (0 = 1) T, (3.3.4)
n >ic1 L
em que:
er=1,..,n, onde n é o tamanho da amostra,

e T, i=1,..., n, sao as estatisticas de ordem da amostra em rol crescente,
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e T, é 0 i-ésimo tempo da amostra, e

e T, é o r-ésimo tempo da amostra ordenada em rol crescente.

A Figura 2 apresenta as varias formas que a funcao TTT pode assumir e a inter-

pretagao dessa funcao é definida por:

e Se os dados apresentam a forma grafica A, indica que a funcao de risco dos dados é

uma funcao constante (modelo exponencial).

e A forma grifica B ou C, indica que a funcao de risco dos dados é uma funcao

monotonicamente decrescente ou crescente, respectivamente (modelo Weibull).

e A forma gréfica D, indica que a fungao de risco com forma de ”U” (modelos de riscos

multiplos).

e A forma grafica E, indica que a funcao de risco é unimodal (modelo Log-Logistico).

G(r/n)

0 r/n 1

Figura 2: Exemplo das vérias formas assumidas pela curva TTT. Fonte: Nakano (2018)

A curva TTT nao considera as censuras em sua construcao, podendo ter conclusoes
viesadas. Com isso, H(t) (estimativa da funcdo de risco acumulada, definida em 3.2.9)
é uma alternativa para o TTT Plot quando o nimero de censuras é muito grande. A
interpretacao da estimativa da funcao de taxa de falha acumulada ¢é inversa a do T'TT
Plot. Para construir o grafico da estimativa da funcao de taxa de falha acumulada,

utiliza-se a relacao em 3.2.11, logo:

H(t) = —logS(t), (3.3.5)
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sendo que o estimador de Kaplan-Meier é usado para estimar a funcao de sobrevivéncia
S(t). Exemplos das formas graficas da fungao de risco acumulada sao ilustradas na Figura

3 e a interpretacao dessa funcao ¢é definida por:

Se os dados apresentam a forma grafica A, indica que a funcao de risco dos dados é

uma funcdo constante (modelo exponencial).

A forma grafica B ou C, indica que a funcao de risco dos dados é uma funcao

monotonicamente crescente ou decrescente, respectivamente (modelo Weibull).

A forma grafica D, indica que a fungao de risco é unimodal (modelo Log-Logistico).

A forma gréfica E, indica que a fungao de risco com forma de ”U” (modelos de riscos

multiplos).

H(t)

0 Tempo

Figura 3: Exemplo das vérias formas assumidas pela funcao de taxa de falha acumulada.
Fonte: Nakano (2018)

3.4 Distribuicoes de Probabilidade

Nesta secao serao apresentadas algumas distribuicoes de probabilidade utilizadas
para analisar dados de sobrevivéncia. Bem como, o método de méxima verossimilhanca,
para estimar os parametros das distribuicoes. Ainda nesta secao, sera descrito o método

de discretizacao de distribuigoes continuas.
3.4.1 Distribuicao Kumaraswamy

Proposta por Kumaraswamy (1980), essa distribuigao possui diversas aplicagoes e é
conhecida por sua flexibilidade. A fungao de distribuicao de probabilidade (fdp) é expressa

por:
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ftio, B) = aft®t(1 — )71 0<t<1, (3.4.1)

e a fungao de distribuigao acumulada (fda) por:

Flt,a,8) =1 — (1 — t*)°  0<t<l, (3.4.2)
sendo a > 0 e f > 0 os parametros de forma.

Cordeiro e Castro (2010) apresentam uma nova distribuicao, chamada de Kuma-
raswamy generalizada (KwG@), que permite a aplicacdo de outra distribuicao a Kuma-
raswamy, gerando uma nova distribuicao. Ela considera as funcoes de outra distribuicao
arbitraria G(t) (fungao de distribui¢do acumulada) e g(¢) (fungao de distribui¢ao de pro-
babilidade). Cordeiro e Castro (2010) definiram a fda e fdp da KwG, respectivamente,

por:
F(t;a,b) =1 — [1 — G(t)] (3.4.3)

F(t:a,b) = abg(HG(H) M1 — G()7", (3.4.4)

em que a > 0 e b > 0 sao os parametros de forma.
3.4.2 Distribuicao Log-Logistica

Uma das distribuigoes mais utilizadas em andlise de sobrevivéncia ¢ a log-logistica,
pois tem se apresentado como uma alternativa para das distribuicoes Weibull e log-normal
segundo Colosimo e Giolo (2006). A fungao de densidade e funcao de distribuigdo acu-

mulada da log-Logistica sao definidas ,respectivamente, por:

ftoy) = 2o (e (D)) a0 (3.4.5)

o o

1 v
(1 + (t/a)™) 7 + a7’

sendo « > 0 parametro de escala e v > 0 o de forma.

F(tya, ) =

t>0, (3.4.6)

3.4.3 Distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica

Seguindo o conceito da KwG, neste trabalho serd utilizada como distribuicao ar-

bitraria a Log-Logistica. Portanto, ao aplicar as fungoes desta distribuicao na Kuma-
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raswamy generalizada resulta-se na distribuigao Kumaraswamy Log-Logistica (KwLL).

Dado as equagdes (3.4.3) e (3.4.4), ao substituir G(t) pela fdp da log-logistica (3.4.6)
e g(t) pela densidade (3.4.5), obtém-se a fungoes de distribui¢ao de probabilidade e dis-

tribuicao acumulada da KwLL, expressas respectivamente por:

b =5 o[+ (O)]) ) [t - (tvi—vmf(rl)
3.4.7

Y a1b
Falt:a,b,a,7) =1 — [1 . <—> } 3.4.8
ki (t; a, b, a, ) "+ o ( )

sendo o > 0 o parametro de escala, v > 0, a > 0 e b > 0 parametros de forma da

distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica continua e t € R.
3.4.4 Método da Maxima Verossimilhanca

O método da maxima verossimilhanca busca estimar os parametros do modelo defi-
nido, buscando os melhores valores dos parametros que expliquem a amostra observada.
Para isso é obtido os valores dos parametros que maximizam a probabilidade de ocorrer

a amostra de dados observada.

Supondo uma amostra t, o, ..., t,, a funcao de verossimilhanca para um parametro
ou vetor de parametros genérico 6 desta populagao, sendo f(t) a fdp da distribuigao

definida, é expressa por:

n

L) = [ f(t:;0), (3.4.9)

=1

em que t; representa o tempo de falha da i-ésima obervagao.

Entretanto, neste trabalho sera analisado um banco de dados de sobrevivéncia, logo
tem a presenca de censuras. A vantagem da estimacao por méxima verossimilhanca é
conseguir incorporar em sua féormula as observacoes censuradas. Portanto, considerando
f(t;;0) a fdp da distribuicao definida, S(t;; #) a fungao de sobrevivéncia dessa distribuicao,
0 o vetor de parametros da mesma e 9; uma variavel indicadora que assume 1 se a i-ésima
observagcao tiver falhado e 0 caso contrario (censura a direita), a fungao de verossimilhanga

L(0) é expressa por:

L(0) H [£(t::0)] % [S(t::0)] %, (3.4.10)
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em que a ”contribuicao”das falhas é a funcao de distribuicao de probabilidade da
distribuicao definida e das censuras é dada pela funcao de sobrevivéncia da distribuigao

utilizada.

3.4.5 Discretizacao de Distribuicoes Continuas

Na subsecao 3.2 foi apresentado a definicao de varidvel aleatéria, a qual pode ser
discreta, quando assume valores de um conjunto enumeravel, e continua, quando assume

valores de um intervalo dos niimeros reais sendo um conjunto nao enumeravel.

Em analise de sobrevivéncia a variavel estudada é o tempo até a ocorréncia de um
evento. O tempo é geralmente tratado como uma variavel continua, mas ha casos onde o

tempo é medido em anos, meses, ou mesmo o estudo é controlado de forma intervalar.

Ao agrupar os valores de tempo em intervalos unitarios, é possivel obter modelos
de variaveis discretas a partir de modelos continuos. Definindo X como uma variavel
aleatéria continua, a discreta é dada por T = [X], em [X] representa a "parte inteira
de X”. Como visto em Nakano e Carrasco (2006), se Fx(x) é a funcao de distribuigao
acumulada de X, a distribuigdo de probabilidade de T', representada por p(t) pode ser

escrita por:

p(t) = P(T =1)
=P(t<X <t+1) (3.4.11)
— Fx(t+1)— Fx(t), t=0,12,.,

em que Fy é a fda da varidavel aleatoria continua.
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4 Metodologia

O objetivo deste trabalho é estudar a aplicabilidade da distribuicao KwL LD a dados
de sobrevivéncia com tempos discretos e compara-la ao seu caso particular, a distribuicao
Log-Logistica discreta, por meio do ajuste dos modelos de regressao das distribuicoes em
questao. Logo, nesta secao sera definida as distribui¢oes Kumaraswamy Log-Logistica
discreta, Log-Logistica discreta e seus respectivos modelos de regressao. Bem como, os

dados que serao utilizados para exemplificar a aplicabilidade da distribuicao KwLLD.

4.1 Material

O banco de dados a ser analisado, possui como evento de interesse a adesao da
politica de proibigao de fumar pelos estados dos Estados Unidos (menos os estados do
Havai e Alasca), com excecao aos locais definidos por cada estado em que é permitido
fumar. E definido como varigvel tempo de falha o tempo até que um estado, do pais em

questao, tenha adotado esta politica.

O tempo inicial é 1995, ano em que o estado da Califérnia langou a politica, con-
tabilizada como ano 0. Por falta de informagao (dia e més), o tempo é medido em anos,
sendo assim uma variavel discreta. A politica busca proteger a saide da sociedade, visto
as mazelas derivadas do fumo e gastos anuais milionarios com tratamento de cancer de

pulmao.

Buscando entender o que influencia para que o estado adote a politica, foram ana-
lisadas algumas covariaveis, que contém informacao correspondente ao ano de falha ou

censura do estado. As variaveis do banco sao descritas por:

e Tempo: anos até que o estado adote a politica.

e Censura: indica se a informagao da variavel tempo é falha, sendo definida por 1, ou

censura, definida por 0.

e Governo democrata: se o Governador durante o ano de falha ou censura era do

partido Democrata, sendo 1 caso fosse.

e Governo republicano: se o Governador durante o ano de falha ou censura era do

partido Republicano, sendo 1 caso fosse.

e Margem de vitéria: indica a diferenca, em pontos percentuais, entre os partidos

Republicano e Democrata nas elei¢oes mais préximas ao ano de falha ou censura.



20

Metodologia

Governador reeleito: indica se o governador do estado foi reeleito, com 1 informando

reeleicao.

Ano eleitoral: diz respeito a existéncia de processo eleitoral durante o ano de falha

ou censura, sendo 1 caso o ano tenha sido eleitoral.

Ideologia dos cidadaos: medida desenvolvida por Berry et al. (1998) que mede a

ideologia politica dos cidadaos de cada estado.

Ideologia do governo: medida desenvolvida por Berry et al, (1998) que mede a

ideologia politica governamental de cada estado.

Profissionalismo legislativo: medida desenvolvida por Squire (2007) que mede o

profissionalismo legislativo de cada estado.

Composicao da camara legislativa e senado: descreve se os dois possuiam Democra-
tas ou Republicanos como maioria, sendo codificada com 1 para maioria Democrata
nas duas e 0 para maioria Republicana ou nenhum partido tinha maioria nos dois

ambientes de cada estado.

Estados vizinhos adotantes da politica: informa o nimero de estados vizinhos que

adotaram a politica anteriormente ao estado em questao.

Politicas de saude entre 1912-2017: porcentagem de politicas de saide adotadas no
periodo de 1912 a 2017.

Politicas de saide entre 1990-2017: porcentagem de politicas de saide adotadas no
periodo de 1990 a 2017.

Porcentagem de fumantes: porcentagem de adultos fumantes no estado.

Populacao: populacao de cada estado no ano ou no ano anterior mais préximo da

falha ou censura.

Producao de tabaco: codificado como 1 sendo o estado produz tabaco e 0 caso

contréario.

Restrigao em prédios do governo: proporcao da populacao do estado com restrigao

local para fumar em prédios governamentais.

Lei estadual para prédios do governo: codificada sendo 1 para estados com restrigao

e lei estadual para nao fumar em prédios do governo e 0 caso contrario.

Restricao em restaurantes: proporcao da populacao do estado com restricao local

para fumar em restaurantes.
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e Lei estadual para restaurantes: codificada sendo 1 para estados com restricao e lei

estadual para nao fumar em restaurantes e 0 caso contrario.

e Restrigao de acesso aos jovens: proporcao do estado com restricao local de acesso

de cigarros aos jovens.

e Lei estadual para acesso aos jovens: codificada sendo 1 para estados com restricao

e lei estadual que nao permite o acesso dos jovens a cigarros e 0 caso contrario.

e Lobistas na industria do tabaco: proporcao de lobistas que trabalham em industrias

de tabaco.

e Lobistas em organizacoes de saude: proporcao de lobistas que trabalham em orga-

nizacoes de saude.

4.2 Distribuicao Log-Logistica discreta

Ao utilizar a metodologia de discretizacao definida na Segao 3.5.5 e aplicd-la na
distribuigao Log-Logistica definida na Segao 3.5.2, Santos (2017) propde a distribuigao
Log-Logistica para analisar o tempo até a ocorréncia do evento de interesse, quando esse
tempo é discreto. Dessa forma, a funcao de probabilidade da distribuicao Log-Logistica

discreta, bem como, a fun¢ao de sobrevivéncia e fungao de risco sao expressas por:

1 1
plld(t) = 1r (t/a)W - 11 [(t n 1)/04]7’ t= 0, 1, 2, (421)
Sua(t) = 7+ @ Jlr T (=0l (4.2.2)
hua(t) =1 — — (t/a) t=0,1,2, ... (4.2.3)

L+ [(t+1)/a]’
sendo a>0 o parametro de escala e v>0 o prametro de forma da distribuicao de proba-
bilidade. Segundo Santos (2017) a fungao de risco da distribuigao Log-Logistica discreta

assume forma decrescente e unimodal.

4.3 Distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica discreta

Ao utilizar a metodologia de discretizacao definida na Segao 3.5.5 e aplicd-la na
distribuigao Kumaraswamy Log-Logistica definida na Segao 3.5.3, Simdes e Silva (2019)

propoe a distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica para analisar o tempo até a ocorréncia
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do evento de interesse, quando esse tempo ¢é discreto. De acordo com 3.4.11, a fungao de

probabilidade da distribuicao Kumarasamy Log-Logistica discreta é expressa por:

Prualt) = [1 - (L)]b _ [1 _ <( t+1r )]b t=0,1,2,.., (43.1)

4+ t+1)Y + o

e a funcao de densidade acumulada por:

Fua(t) =1 — [1 . ((tﬁ;li: Oﬂﬂb, t=0,1,2, ... (4.3.2)

em que > 0 e v > 0 sao parametros de escala e forma da distribuicao Log-Logistica e

a >0 e b> 0 parametros de forma da distribuicao Kumaraswamy Generalizada.

A funcao de sobrevivéncia e de risco da distribuicao Kw/L LD sao expressas, respec-

tivamente, por:

Srua(t) = [1 - ( t+71+ m) } t=0,1,2, ... (4.3.3)
€
wia(t) =1 — [1 ~ ( Htltlmv) } t=0,1,2,.. (4.3.4)

- ()T

Segundo Simoes e Silva (2019) a fungao de risco da distribuigdo Kumaraswamy

Log-Logistica discreta assume forma decrescente, crescente e unimodal.

4.4 Modelo de regressao Log-Logistico discreto

Grande parte dos estudos de anélise de sobrevivéncia possuem varidveis que podem
influenciar o tempo de falha de um individuo. Uma maneira importante de representar a
heterogeneidade em uma populacao é com a utilizacao dessas covariaveis em um modelo

de regressao (Lawless, 2011).

Para estudar esta relacao, modelos de regressao paramétricos podem ser formula-
dos, considerando uma reparametrizacao da distribuicao de probabilidade dos tempos.
Segundo Lawless (2011), seja T = (1,1, ..., x,) um vetor constituido pelas informagoes
das p + 1 varidveis regressoras, utiliza-se uma fungao de ligagao g(.), sendo possivel co-
nectar a variavel resposta as variaveis explicativas. Para um conjunto de p covariaveis, 0

¢ definido por:
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0 = g(n), (4.4.1)

em que n = xTB é o preditor linear e B = (By, B1,...,B,)7 é o vetor de pardmetros

associados as covaridveis.

Assim, para uma variavel aleatéria com distribuicao Log-Logistica discreta, definida

m (4.2), Santos (2017) propoe o seguinte modelo de regressao LLD:

Pua(t) = 1 N :
ld 1+ [t/ exp(zTB)]" 1+ [(t+1)/exp(xTB)]’

t=0,1,2,... (4.4.2)

As fungoes de sobrevivéncia e de risco correspondentes sao dadas por:

1
Sua(t) = T D en@@a) t=0,1,2,... (4.4.3)
haa(t) =1 — — 1 exp(a” B) t=0,1,2, .. (4.4.4)

L+ [(t+1)/exp(z™B)]’

em que y>0 é o parametro de forma da distribuicdo Log-Logfstica discreta, T o

vetor de covariaveis e 3 o vetor dos coeficientes de regressao.

Sera utilizado o método da maxima verossimilhanca, definido em (3.5.4), para esti-
mar os parametros do modelo. Utilizando a equagao 3.4.10, encontra-se o logaritmo da

funcao de verossimilhanca:

1 1
L+ [t exp@TB) 1+ (6 + 1)/ exp(@TB) )
1
T[T O e @ T

log(L(0)) = Zn: [&log[

(1-— 5,~)log[

(4.4.5)
+C,

em que 8=(f3,7) e C' é uma constante que ndao depende de 6.

4.5 Modelo de regressao Kumaraswamy Log-Logistico discreto

Ao utilizar a metodologia de modelos de regressao proposta por Lawless (2011), nesta
secao sera definido o modelo de regressao Kumaraswamy Log-Logistico discreto. Seja
T = (1,21,...,2,) um vetor constituido pelas informagoes das p varidveis explicativas,

g(.) uma fungao de ligagao, o vetor 6 é definido por:
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0 = g(n), (4.5.1)

em que n = xTB é o preditor linear e B = (Bo, f1,...,B,)7 é o vetor de pardmetros

associados as covariaveis.

Assim, para uma variavel aleatéria com distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica
discreta, definida em (4.3), Simoes e Silva (2019) propos o modelo de regressao KwLLD,
definido por:

0= Greemar) | [ (G reammay) |- =012
Piltd\t) = t7 + exp(xT3)7 (t+ 1) + exp(xTB)” ’ ST
(4.5.2)

As funcoes de sobrevivéncia e de risco correspondentes sao dadas por:
(t+1)7 a1b
S t:[1—( H t=01,2, .. 453
wua?) (t+ 1) + exp(xTB)Y ( )
© b
- () |
t+1)7+exp(x Rl

hua(t) =1 — () repf) 1=0,1,2, .. (4.5.4)

- (o) |
D rexp(@T B)T

em que v>0, a>0 e b>0 sao os parametros de forma da distribuicao Kumaraswamy

Log-Logfstica discreta, T o vetor de covaridveis e 3 o vetor dos coeficientes de regressao.

Sera utilizado o método da maxima verossimilhanga, definido em (3.5.4), para esti-
mar os parametros do modelo. Utilizando a equagao 3.4.10, encontra-se o logaritmo da

fungao de verossimilhanca:

n

log(L(8)) :Z [@-log[l - (

1=1

t] a7b (t; + 1) ab
t] + exp(mT,B)7> } B [1 B ((75Z + 1) —|—+exp(mTﬁ)7> ] +

(1= 3)tog|1 - ((t n 1)'5t++e;1<§<wm)v)a] e

(4.5.5)

em que 8=(f3,v,a,b) e C' é uma constante que nao depende de 6.
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5 Resultados

Nesta secao sera abordado a andlise do banco de dados, referente a adesao da politica
de proibicao de fumar nos estados, utilizando a técnica de Anélise de Sobrevivéncia e
modelando os dados através de duas distribuigoes, a Log-Logistica para dados discretos

(LLD) e a Kumaraswamy Log-Logistica para dados discretos (KwLLD).

5.1 Andalise Descritiva

Primeiro é realizada a andlise descritiva dos dados, como os dados de sobrevivéncia
possuem observacoes parciais da resposta, as censuras, serd utilizado técnicas nao pa-
ramétricas para descrever o banco. Na Figura 4 foi realizada a estimacao da funcao de
sobrevivencia pelo método de Kaplan-Meier para os estados que aderiram a politica de
proibicao do fumo. Observa-se que 50% dos 48 estados em andlise falharam, aderiram a
politica. Todas as censuras ocorrem no iltimo ano do estudo (2010), o que era esperado,
dado a dificuldade de um estado sair do estudo e a ultima falha ocorre um ano antes
(2009).

1.0

0.6 08

S(t) Estimada
04

0.0

Tempo

Figura 4: Estimativa da Fungao de Kaplan Meier para S(t)

Como dito anteriormente, o grafico da estimativa da funcao de sobrevivéncia apre-
senta apenas uma forma, decrescente, o que acaba nao sendo tao informativo pensando
em modelar uma distribui¢ao de probabilidade nos dados. Com isso, ¢ utilizada a fungao
de risco acumulada, Figura 5, e a curva TTT, Figura 6, nas quais é possivel observar um
comportamento concavo e convexo, respectivamente, mostrando evidéncias que uma dis-

tribuicao boa para ajustar os dados deva ter funcao de risco monotonicamente crescente.
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Figura 5: Fungao de Risco Acumulada
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Figura 6: Curva do Tempo Total em Teste (TTT)

Préximo passo é descrever as covariaveis do banco buscando uma melhor compre-
ensao dos dados. Em andlise de sobrevivéncia é estimado a fungao de sobrevivéncia para
cada categoria da variavel e observa-se se as funcoes se mostram diferentes, indicando que

possa ser uma covariavel importante para explicar o tempo de falha, ou parecidas.

Para a covariavel partido do Governador do estado no ano de falha, os dois partidos
observados para os 48 estados foram os mais tradicionais, Partido Democrata e Partido
Republicano. Como as covariaveis a serem analisadas sao indicadoras se o partido do
Governador era Democrata ou nao (Figura 7), e Republicano ou nao (8), a funcao de
sobrevivéncia estimada para as duas variaveis do banco sao idénticas, trocando apenas
suas categorias indicadoras. Observa-se que as curvas se mantém muito proximas durante
todo o estudo, dando evidéncias que estas covariaveis talvez nao sejam tao explicativas

para o tempo de adesao da politica.
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Figura 7: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covariavel Go-
verno Democrata
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Figura 8: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covaridavel Go-
verno Republicano

Na Figura 9 observa-se a variavel que indica se o Governador em oficio no ano da
falha foi reeleito ou nao, é possivel ver que as curvas de sobrevivéncia estimadas nao se

afastam tanto uma da outra, nao aparentando descrever bem a adesao a politica.
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Figura 9: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covariavel Go-
vernador Reeleito

A partir da Figura 10, observa-se que a variavel ano de eleicao, que indica se o ano
de adesao da politica era eleitoral ou ndo, possui uma queda brusca no ano 11 (2006) para
a curva de ano eleitoral, devido a apenas dois estados, dos 48 em analise, estarem em ano
eleitoral e ambos falharem no mesmo ano. Portanto, esta variavel mostra evidéncias de

que, quando o estado esta em ano eleitoral o risco do mesmo falhar é maior.
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Figura 10: Estimativa da Funcao de Sobrevivéencia por Kaplan-Meier para covariavel Ano
Eleitoral

Para a Figura 12, é estudado a covariavel que indica se a Camara e o Senado do
estado era de maioria Democrata, sendo uma categoria, ou Republicana ou sem maioria
partidaria sendo a outra categoria. Observa-se que a composicao possivelmente impacta
na diminuicao do tempo da sobrevivéncia dos estados, uma vez que a partir do tempo 10

as curvas estimadas comecam a se distanciar.
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Figura 11: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covaridvel
Composicao da Camara e Senado Americano

Ao estudar a variavel que indica se o estado em questao produz tabaco ou nao,
percebe-se, pela Figura 7?7, que a nao producao de tabaco influencia na diminuicao da

probabilidade de sobreviver a adesao da politica, visto que a partir do tempo 10 as curvas

vao se distanciando.
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Figura 12: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covariavel
Producao de Tabaco

Avaliando as covariaveis indicadoras de leis para proibicao de fumar em prédios
governamentais, Figura 13, proibicao em restaurantes, Figura 14, e proibicao para jovens,
Figura 15, é possivel observar que os estados com lei para prédios do governo e restaurantes
estao diminuindo a probabilidade de sobrevivéncia dos estados, sendo possivelmente boas
variaveis para explicar o tempo de adesao a politica. Para a lei em relacao ao acesso dos
jovens, as curvas se distanciam no meio do estudo, mas vao se aproximando novamente até
o final do estudo, aparentando nao ser informativa para a adesao da politica de proibicao

de fumar.
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Figura 13: Estimativa da Func¢ao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covaridvel Lei
estadual para restricao em prédios do governo
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Figura 14: Estimativa da Funcao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covaridvel Lei
estadual para restricao em restaurantes
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Figura 15: Estimativa da Fungao de Sobrevivéncia por Kaplan-Meier para covariavel Lei
estadual para restrigao de acesso aos jovens

Apoés o estudo inicial, serd realizada a modelagem dos dados. Como observado nas
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Figuras 5 e 6, o risco dos dados é crescente, neste caso, é possivel supor as distribuigoes
Kumaraswamy Log-Logistica discreta e Log-Logistica discreta para modelar o tempo até
a adesao da politica de proibicao de fumar. Depois do ajuste das distribui¢oes nos dados,
sera analisada a presenca das variaveis explicativas, dando origem aos modelos de regressao

KwLLD e LLD.

5.2 Ajuste da Distribuicao Log-Logistica Discreta

O ajuste da distribuicao Log-Logistica Discreta aos dados foi realizado por meio
do software R utilizando a funcao optim. Ao ajustar a distribuicao LLD aos dados e
comparando com a curva de Kaplan-Meier, representada pela Figura 16, observa-se, gra-
ficamente, que a distribuigao escolhida se ajusta bem aos dados em estudo. As estimativas
dos parametros a e v sao apresentadas na Tabela 1. Nota-se que o valor do parametro «
é elevado, dando evidéncias que um modelo de regressao possa ser aplicado neste banco

de dados, afim de obter um bom ajuste e conseguir explicar o tempo de falha.

Tabela 1: Estimativas dos parametros da distribuicao LLD

Parametro Estimativa FErro Padrao
o 17,018 1,991
~ 2,421 0,483

1.0

06

S(t) Estimada
04

***** S(t) estimada KM
—— S(t) estimada LLD

0.2
I

00
L

Tempo

Figura 16: Comparacgao do ajuste da distribuicao Log-Logistica Discreta com a funcao de
sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier

Com o objetivo de propor um modelo de regressao para analisar os dados, pri-
meiramente ajustou-se modelos de regressao Log-Logistico discreto com a presenca de
uma covariavel por vez e observou quais variaveis foram significativas individualmente ao

nivel de significancia de 5%. A Tabela 2 apresenta as estimativas, erro-padrao e p-valor
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associado a cada parametro de regressao.

Tabela 2: Estimativas dos coeficientes para o modelo LLD com apenas uma covariavel

Variavel Estimativa FErro Padrao  P-valor
Ideologia dos cidadaos -0,0190 0,0048 <0,0001
Porcentagem de politicas de Saude 1912-2017 -0,0460 0,0118 <0,0001
Porcentagem de politicas de Saude 1990-2017 -0,0229 0,0062 0,0002
Porcentagem de fumantes 0,1207 0,0362 0,0009
Lei de proibi¢ao para fumar em restaurantes -0,4219 0,1836 0,0216
Profissionalismo Legislativo -1,8401 0,8083 0,0228
Restricao para fumar em prédios do governo -1,1328 0,5321 0,0333
Composicao da Camara e Senado -0,3422 0,1665 0,0399
Restricao de acesso aos jovens -1,1426 0,6047 0,0588
Restricao para fumar em restaurantes -0,9375 0,4994 0,0605
Margem de vitéria 0,0116 0,0065 0,0739
Numero de estados vizinhos ja adotantes 0,1030 0,0576 0,0740
Ideologia do Governo -0,0102 0,0057 0,0747
Lei de proibigao de fumar em prédios do governo -0,3914 0,2209 0,0764
Producao de Tabaco 0,3104 0,189 0,1007
Lobistas na industria do Tabaco -9,6395 8,3506 0,2484
Ano Eleitoral -0,3631 0,3212 0,2583
Governador Reeleito 0,1751 0,1641 0,2861
Lei de proibicao de fumar para jovens -0,0717 0,1644 0,6627
Lobistas em organizagoes da saude 0,5828 1,5336 0,7039
Populagao 0,0309 0,0892 0,7294
Governador Republicano -0,0161 0,1649 0,9224
Governador Democrata 0,016 0,1649 0,9225

Ao nivel de significancia de 5%, 8 das 23 varidveis possuem evidéncias estatisticas que
sao significantes para o tempo de adesao da politica, sendo elas: Ideologia dos cidadaos,
Porcentagem de politicas de Satide 1912-2017 e 1990-2017, Porcentagem de fumantes,
Lei de proibicao para fumar em restaurantes, Profissionalismo Legislativo, Restri¢ao para
fumar em prédio do governo e Composicao da Camara e Senado. As duas variaveis
categoricas (Lei para restaurantes e Composigao) se mostraram capazes de explicar o

tempo de falha, como foi observado nas Figuras 14 e 13, respectivamente.

Para encontrar o modelo final, primeiro foi feita uma analise do modelo incluindo
todas as 8 variaveis citadas anteriormente e em seguida, foi retirada as varidveis menos

significativas até encontrar um modelo. A partir deste modelo, foi testada a entrada e
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saida de cada covaridvel no modelo, mantendo o nivel de significancia de 5%. A selecao
de varidveis terminou quando a entrada de mais nenhuma covariavel se mostrou significa-
tiva. Apds toda andlise, foi encontrado o modelo final com 5 variaveis explicativas, sendo
elas, Profissionalismo Legislativo, Porcentagem de fumantes, Porcentagem de politicas de
Saude de 1990-2017, Lobistas na indtstria do Tabaco e Restricao de acesso aos jovens.

As estimativas do modelo final sdo mostradas na Tabela 3.

Tabela 3: Estimativas dos parametros do modelo de regressao LLD

Variavel Estimativa FErro Padrao  P-valor
y 5,8301 1,0778 -
Intercepto 3,3916 0,6449 <0,0001
Profissionalismo Legislativo -2,0404 0,6203 0,0010
Porcentagem de fumantes 0,0637 0,0219 0,0036
Porcentagem de politicas de saiude 1990-2017 -0,0203 0,0050 <0,0001
Lobistas na industria do Tabaco -14,3027 5,8205 0,0140
Restricao de acesso aos jovens -0,2836 0,1172 0,0155

O parametro a nao esta descrito na Tabela 3, pois como definido na Secao (4.4) é
realizada uma reparametrizagao neste parametro para a inclusao de covariaveis. Dando
origem assim, ao modelo de regressao Log-Logistico discreto. Logo, a estimativa de «

pode ser obtida por:
a=exp(xTB) = exp(Bo + b1 Prof.Legis. + B P.Fumantes+ ... —i—[%Rest.Jovens).

Todas as 5 variaveis inclusas no modelo completo sao quantitativas, logo, pensando
em suas interpretacoes, observa-se que para as covariaveis com coeficientes negativos,
Profissionalismo Legislativo, Porcentagem de politicas de satude, Lobistas e Restricao de
acesso aos jovens, quanto maior for o valor destas variaveis, maior a chance do estado
"falhar”, aderir a politica de proibicao de fumar. Apenas para Porcentagem de Fumantes
que quanto maior o valor, observa-se um aumento no tempo de sobrevivéncia, logo, menos

chance de adesao pelos estados.

5.3 Ajuste da Distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica Dis-

creta

O ajuste da distribuicao Log-Logistica Discreta aos dados foi realizada com o soft-
ware R utilizando a funcao optim. Ao ajustar a distribuicado KwLLD ao banco e com-
parando com a curva de Kaplan-Meier, representada pela Figura 17, observa-se, grafica-

mente, que a distribuicao escolhida se ajusta bem aos dados em estudo e comparando
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com a curva estimada pela distribuicao LL D, nota-se que a distribuicao de probabilidade
KwLLD obteve um ajuste ainda melhor para a probabilidade estimada de sobrevivéncia
dos estados. As estimativas dos parametros « e vy sao apresentadas na Tabela 4. Visto
que os valores dos parametros apresentados sao bem elevados e possuem um erro padrao
pequeno, um modelo de regressao se mostra ttil para investigar os possiveis fatores que

influenciam na adocao da politica em estudo.

Tabela 4: Estimativas dos parametros da distribuicao KwL LD

Varidavel Estimativa FErro Padrao

o) 9,7630 0,0648
0 50,7514 0,0673
a 0,0056 0,0067
b 0,0226 0,0048

1.0

08
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00
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Figura 17: Comparacao do ajuste das distribuigoes Kumaraswamy Log-Logistica Discreta
e Log-Logistica Discreta com a fungao de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier

Com o objetivo de propor um modelo de regressao para analisar os dados, primei-
ramente sera ajustado um modelo com a presenca de uma covariavel para cada variavel
explicativa, sendo agora o modelo Kw/L LD, para verificar as covariaveis significantes. Uti-
lizando o nivel de significancia de 5%, a Tabela 5 apresenta as estimativas, erro-padrao e

p-valor associado a cada parametro de regressao.
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Tabela 5: Estimativas dos coeficientes para o modelo KwLLD com apenas uma covariavel

Variavel Estimativa Erro Padrao  P-valor
Ideologia dos cidadaos -0,0145 0,0033 <0,0001
Porcentagem de politicas de Saude 1912-2017 -0,0358 0,0088 <0,0001
Porcentagem de politicas de Saiude 1990-2017 -1,5486 0,3938 <0,0001
Numero de estados vizinho ja adotantes 0,0922 0,0243 <0,0001
Ano Eleitoral -0,4941 0,1320 0,0002
Porcentagem de Fumantes -0,1098 0,0328 0,0008
Profissionalismo Legislativo -0,6282 0,2044 0,0021
Margem de vitoria 0,0084 0,0028 0,0026
Lei de proibicao para fumar em restaurantes -0,2708 0,0975 0,0055
Restricao de acesso aos jovens -1,2145 0,5475 0,0265
Lei de proibi¢ao de fumar em prédios do governo -0,3130 0,1447 0,0305
Producao de Tabaco 0,2558 0,1275 0,0449
Ideologia do Governo -0,5343 0,2875 0,0632
Composicao da Camara e Senado -0,1996 0,1088 0,0665
Restrigao para fumar em prédios do governo -0,4678 0,2987 0,1173
Lobistas na industria do Tabaco -11,4281 8,9513 0,2017
Restricao para fumar em restaurantes -0,6361 0,5472 0,2451
Lei de proibicao de fumar para jovens -0,1719 0,1590 0,2798
Governador Reeleito 0,0904 0,0988 0,3604
Populagao 0,0434 0,0742 0,5589
Lobistas em organizagoes da saude 0,4246 0,7869 0,5894
Governador Democrata -0,0292 0,1460 0,8415
Governador Republicano 0,0288 0,1471 0,8448

Ao nivel de 5%, observa-se que 12 varidveis possuem evidéncias estatisticas que sao
significantes para o tempo de adesao da politica, sendo elas: Ideologia dos cidadaos, Por-
centagem de politicas de Saide 1912-2017 e 1990-2017, Ntmero de vizinhos ja adotantes,
Ano eleitoral, Porcentagem de fumantes, Profissionalismo Legislativo, Margem de Vitéria,
Lei de proibigao para fumar em restaurantes, para prédios do governo, Restricao de acesso
aos jovens e Produgao de Tabaco. As suspeitas obtidas na anélise descritiva, Figuras 13,
14, 10, foram confirmadas, dado que as variaveis categéricas, Lei de proibicao para fumar
em restaurantes, prédios governamentais e Ano eleitoral se mostraram capazes de explicar

o tempo de falha.

Para encontrar o modelo final, primeiro foi feita uma anélise do modelo incluindo
todas as 12 varidveis citadas anteriormente e em seguida, foi retirada as varidveis menos

significativas até encontrar um modelo. A partir deste modelo, foi testada a entrada e
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safda de cada covaridvel no modelo, mantendo o nivel de significancia de 5%. Por fim,
quando a entrada de mais nenhuma covariavel foi significativa, encontrou-se o modelo
final com 6 variaveis explicativas, sendo elas, Profissionalismo Legislativo, Porcentagem de
Fumantes, Ideologia do Governo, Lobistas em organizacoes da Saide, Produgao de Tabaco
e Ano Eleitoral. Tirando a variavel Lobistas na Saude, todas as outras varidveis incluidas
no modelo final se mostraram significativas, pela Tabela 5 assumindo 10% de significancia.
As estimativas dos coeficientes sao apresentadas na Tabela 6. O parametro o nao esta
descrito na tabela 6, pois como definido na Secao (4.5) é realizada uma reparametrizagao
neste parametro para a inclusao de covaridveis. Dando origem assim, ao modelo de
regressao Kumaraswamy Log-Logistico discreto. Logo, a estimativa de a pode ser obtida

por:

& = exp(xTB) = exp(Bg+BlProf.Legis.+BQP.Fumantes+ e +BﬁAn0Elez’t0raZ).

Tabela 6: Estimativas dos parametros do modelo de regressao KwLLD

Variavel Estimativa Erro Padrao  P-valor
5 55,9225 0,1271 -
a 0,0220 0,0121 -
b 0,0965 0,0320 -
Intercepto 2,0641 0,1328 <0,0001
Profissionalismo Legislativo -1,4573 0,1923 <0,0001
Porcentagem de Fumantes 0,0640 0,0100 <0,0001
Ideologia de Governo -0,0142 0,0025 <0,0001
Lobistas em organizagoes da Saude 1,5224 0,1367 <0,0001
Producao de Tabaco 0,1571 0,0643 0,0145
Ano Eleitoral -0,6955 0,0989 <0,0001

Através dos resultados encontrados na Tabela 6, é possivel interpretar a influéncia
destas variaveis no tempo de falha do estudo. Neste modelo foram incluidas duas variaveis
categoricas (dicotomicas), Ano Eleitoral e Produgao de Tabaco. Como a primeira apre-
senta coeficiente estimado negativo, o fato de ser ano de eleicao no estado aumenta o
risco do mesmo aderir a politica de Saude. Ja para a variavel Producao de Tabaco, seu
coeficiente estimado assume valor positivo, portanto, estados americanos que produzem

tabaco possuem menos chance de adotar a proibicao de fumar.

No caso das outras variaveis, as quais sao quantitativas, as estimativas de Profissio-
nalismo Legislativo e Ideologia de Governo indicam que o aumento em uma unidade das
mesmas reduz o tempo de sobrevivéncia, ou seja, aumenta a chance do estado aderir a
politica de proibi¢ao de fumar. J4& os coeficientes estimados de Porcentagem de Fumantes

e Lobistas em organizagoes da Saide indicam que o aumento de uma unidade percentual
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no valor das variaveis aumenta o tempo de sobrevivéncia, ou seja, quanto mais fumantes

e lobistas em organizagoes da saide um estado possuir, menor serd a chance de falha do

1Mes1no.
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6 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo estudar a aplicabilidade da distribuicao Kumar-
raswamy Log-Logistica discreta em dados de sobrevivéncia com tempos discretos e com-
para-la a seu caso particular, a distribuicao Log-Logistica discreta. Neste caso, foi ajus-
tado os modelos de regressao KwLLD e LLD ao banco de dados proposto para ser

possivel a comparacao entre os dois modelos de regressao.

Para a classificacao e selecao de modelos, é possivel encontrar o "melhor” modelo
utilizando critérios estatisticos definidos na literatura. Os valores dos critérios sao infor-
mados na Tabela 7. Akaike (1974), Hurvich e Tsai (1989) e Schwarz (1978) concluem
que o modelo final escolhido, deve apresentar o menor valor dos critérios propostos por
eles (AIC, AICc e BIC, respectivamente). Desta forma, conclui-se que a distribuigao
Log-Logistica discreta obteve um ajuste melhor com seu modelo de regressao do que a

distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica discreta.

Tabela 7: Medidas de informacao dos modelos de regressao LLD e KwLLD

Modelo AIC AlICe BIC
LLD 152,54 155,54 165,84
KwLLD 165,39 171,34 184,10

Entretanto, a distribuicao KwL LD apresenta um ganho com seu modelo, em relagao
a distribuicao LLD, por apresentar mais variaveis explicativas no modelo final. Outro
ganho obtido com o modelo KwLLD, seria o acréscimo de dois parametros de forma (a

e b) que permitem uma maior flexibilidade da fungao de risco.

Devido a distribuicao ter sido recentemente proposta, pouco se sabe sobre suas pro-
priedades. Por este motivo, muitas instabilidades computacionais foram encontradas neste
trabalho, sendo estes, problemas de convergéncia e na estimacao dos parametros dos mo-
delos. Seria de grande interesse trabalhos futuros proporem o estudo mais aprofundado da
distribuicao Kumaraswamy Log-Logistica discreta, com a realizacao de simulacoes com-

putacionais afim de validar e justificar a aplicacao do modelo em anélise de sobrevivéncia.
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