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Resumo

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) estd presente, hoje, na vida de bilhoes de
pessoas ao redor do mundo, o que talvez essas pessoas nao saibam é o quao preciso é esse
sistema. E mais, quao relevante é a relatividade para o mesmo. Este trabalho discorre
sobre a importancia do sistema GPS e apresenta alguns resultados analiticos para as
equagoes que regem as relatividades geral e restrita aplicadas a esse exemplo. Para tanto
sao derivadas as equacao que serao usadas. Destaque para a equagao de Einstein que
descreve toda a geometria do espago-tempo curvo e para a solu¢ao de Schwarzschild que
nos da uma métrica que podemos aplicar diretamente afim de obter uma relagao objetiva

entre dilatacao temporal e a gravidade.

Palavras-chaves: GPS. Relatividade Geral. Solu¢ao de Schwarzschild.






Abstract

The Global Positioning System (GPS) is present in the lives of billions of people around
the world today. What these people may not know is how accurate this system is and how
relevant relativity is to it. This work discusses the importance of the GPS system and
presents some analytical results for the equations that govern general and special relativity
in this particular case. Therefore, the equations used to achieve this goal are derived in
order to provide further understanding. In special Einstein field equation which describes
the geometry of the curved space-time. And the Schwarzchild’s solution for Einstein’s
equation which gives us a metric that can be applied directly to our case in order to

obtain an objective relationship between time dilatation and gravity.

Key-words: GPS, General Relativity, Schwarzschild Solution.
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1 do GPS

O Objeto de estudo do presente trabalho é o sistema de posicionamento global
(GPS). O GPS é um sistema de navegagao por satélite que determina com precisao de
3 metros, horizontalmente, e 5 metros, verticalmente, a posicao de um receptor na Terra

(DOD, 2001).

O sistema, gerido pelo governo dos Estados Unidos, é de uso civil e militar e
atualmente é comum na vida de cidadaos ao redor do mundo. Sistemas de navegacao por
satélite sao especialmente interessantes para se estudar a relatividade pois sao constituidos
por uma constelagao de satélites em diferentes orbitas, com diferentes velocidades, e em
comunicagdo constante com receptores na Terra, em diferentes distancias em relagao a

um corpo de massa relativisticamente relevante.

Além disso cada satélite conta com um relégio atomico, evidenciando a importancia

da precisdao na medida do tempo para seu funcionamento (OLUWADARE et al., 2013).

Esse sistema foi escolhido, em detrimento a outras constelagdes como o GLO-
NASS russo, o GALILEO europeu ou o COMPASS chinés, pela sua extensa presenca na

literatura.

1.1 Contexto atual e historico

Em 2015, a Comissao Federal de comunicacao dos Estados Unidos decretou que
todos os aparelhos de telefone precisam, obrigatoriamente, possuir um sistema de posi-
cionamento (COMMISSION et al., 2015). Um estudo conduzido pela GSMA, em 2019,
aponta que 5.2 pessoas possuem aparelhos celulares (INTELLIGENCE, 2020). Isso serve
para evidenciar a importancia do GPS na vida de cada um e na sociedade e, consequen-

temente, a importancia do presente estudo.

O programa espacial do GPS comegou na década de 1970 com um primeiro lote
de 11 satélites que foram lancados entre 1978 e 1985. Uma segunda bateria de satélites
operacionais foi langada em 1989 e 1990. Mais 19 satélites foram langados entre 1990 e
1997 e mais 13 entre 1996 e 2004 (HEGARTY; CHATRE, 2008). Dia 13 de novembro
de 2020 haviam 30 satélites em orbita. Os satélites operantes ocupam 24 vagas em 6

planos orbitais diferentes, existem hoje, ainda, 6 satélites sem operacao, mas em orbita,
em standby (POSITIONING; TIMING, 2020a).
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1.2 das Orbitas

O conhecimento dos parametros orbitais e, portanto, da érbita em si, é importante
para discorrermos sobre o impacto tanto da relatividade restrita quanto da relatividade
geral, pois carrega consigo o conhecimento das grandezas velocidade e distancia para o

centro de massa do sistema que sao as bases para os nossos calculos.

Os parametros orbitais sdo mostrados na tabela a baixo:

Parametro Orbital Valor Nominal (%)
Semi-eixo maior (km) 26 559.8
Excentricidade 0
Inclinagao (deg) 55.0
Ascengao reta do nodo ascendente (deg) Varia
Argumento do perigeo (deg) 0
Anomalia média (deg) Varia

Tabela 1 — Pardmetros orbitais. Adaptado de (DOD, 2001)

Como pode-se perceber pela tabela, as érbitas sao todas circulares, com excentri-
cidade igual a 0 e sem argumento do perigeo, e com o mesmo raio orbital. A inclinagao
indicada na tabela é referente ao equador terrestre e nao a ecliptica como é usual. A

ascensao reta e a anomalia média sao o que diferenciam as érbitas.

Os satélites sao ainda divididos em seis grupos de érbitas de mesma ascensao reta
com quatro satélites em cada grupo. (HEGARTY; CHATRE, 2008) Como na imagem:
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Figura 1 — Visualizac¢do das érbitas dos satélites do sistema GPS. Retirado de: (POSITI-
ONING; TIMING, 2020a)

As érbitas sao assim definidas para que em praticamente qualquer ponto na super-
ficie da Terra, ou préximo a ela, existam ao menos quatro satélites visiveis (OLUWADARE
et al., 2013). Pois sabendo o atraso de propagacao, ou a distancia, entre o receptor e quatro
satélites é possivel definir a posicao do receptor nos trés eixos do sistema ECR, (Centrado
na Terra) (DOBERSTEIN, 2011).

1.3 do Funcionamento

O sinal enviado pelo satélite consiste apenas do niimero de identificagdo daquele
satélite dentro da sua constelacao, usado para determinar a posicao inicial do sinal, e do
valor marcado pelo relégio atémico embarcado no satélite. O satélite envia esses dados a
cada milissegundo. O receptor compara, entao, internamente o tempo indicado no sinal
recebido com o tempo que demora até a chegada do sinal seguinte. Nesse valor o que
excede 1 milissegundo é considerado o tempo que o sinal demora a viajar pelo espago

entre o satélite e o receptor.

Tempo esse que, se multiplicado pela velocidade de propagagao da onda no meio,
fornece ao dispositivo a distancia entre este e o satélite. Esse procedimento é feito cons-
tantemente com todos os satélites a vista do receptor que, fazendo uso dessas distancias

(a0 menos quatro) consegue determinar sua posigao. (?7)
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Fica explicito, portanto, a relevancia da medicao do tempo para o funcionamento

do sistema como um todo.

A acuracia e a precisao sao fatores importantissimos, o que justifica a utilizacao de
relégio com uma acuracia de 10e-11s (POSITIONING; TIMING, 2020b). O que também
justifica estudos como o de (HEO; CHO; HEO, 2010) onde se coloca em questao alguns
das possiveis fontes de erros da ordem de nanosegundos em satélites, no caso dele causados

por ruidos no sinal, e que, acima de tudo, justifica o presente estudo.

As grandezas na natureza sao sempre relativas. Enquanto para nés a velocidade
orbital de um satélite ou massa da Terra possam ser muito grandes, em termos relativis-
ticos nao sao tao relevantes, o que nao significa que seu efeito nao exista, afinal, como
mostrado no decorrer do capitulo, nanosegundos podem parecer insignificantes para noés,

mas farao a diferenca no funcionamento ou nao do GPS.
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2 Relatividade Restrita

Em 1905 (EINSTEIN et al., 1905) escreveu um artigo onde interpreta a relatividade
descrita por Lorentz no fim do século anterior. Lorentz, a partir do fato de a velocidade da
luz ser um invariante independente do observador, mostrou que o antes absoluto conceito
de tempo era relativo. Limitando as leis de Newton antes onipresentes a um escopo de

“baixas” velocidades.

A relagao de dependéncia entre velocidade e tempo estudada por Lorentz e Eins-
tein, entre tantos outros na virada do século XX, levou a muitas discussoes e conclusoes,
mas a que mais nos interessa para este trabalho sao as transformacoes de Lorentz que
quantificam essa relagao. (EINSTEIN, 1917)

2.1 Transformacao de Lorentz

A fim de obter essa relagao faz-se o seguinte exercicio mental (D’INVERNO, 1992):

Imagine que o evento P ocorre em um ponto x e em um tempo t em relacao ao

ponto A.

Para facilitar as notagoes adotar a notacao do espago-tempo de Minkowski, o qua-
drivetor, que descreve um evento como tendo quatro coordenadas, trés espaciais (z,y, z)
e uma temporal (t) (LANDAU, 2013). Omitiremos ainda as coordenadas y e z, uma vez

que nosso experimento considerard apenas eventos e observadores no eixo x.

Sendo assim, o evento P tem coordenadas (¢, x). A distancia entre o observador A

e o evento P pode ser escrita como:

x = ct. (2.1)

Adotaremos ¢ como sendo a velocidade da luz no vacuo com velocidade igual a
299,792,458 m /s, conforme definido em: (MESURES, 1975).

Se considerarmos um segundo observador B se movendo com velocidade v em
relacdo ao observador A, a distancia entre A e P por ele observada pode ser escrita como

sendo:

' =ct (2.2)
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observe que:

r—ct=0=a" —ct,

assim, podemos escrever que sao proporcionais de modo:

(2" —ct') = a(x — ct).

(2.4)

Se aplicarmos a mesma logica para um evento que ocorre no outro sentido do eixo

x, ou seja, um evento () de coordenadas (¢, —z) teremos de forma andloga:

(@' + ct") = b(x + ct).

Somando (2.4) e (2.5) temos:

b —b
po e, @b,

y a+b a—2>b

Por conveniéncia usaremos:

A equacao fica entao:
¥ = \v — pct,
ct’ = et — px.
Na origem de B temos sempre que ' = 0, aplicando a (2.11) temos:

ct.

Ry
A

(2.5)

(2.6)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Adotando % como a velocidade relativa entre A e B como sendo uma velocidade

arbitraria v, temos:

v = %c. (2.13)

O principio da relatividade nos diz que um objeto em repouso em relagao a B se
medida por A terd o mesmo tamanho que um objeto em repouso em relacao a A medido
por B. Isso quer dizer que para sabermos um ponto em z no referencial independe do

tempo no referencial A. Portanto, tiramos de (3) que:

=z (2.14)

Assim, dois pontos em x separados por dx’ se visto por B vao estar separados por
dx = 1/ se vistos por A. A reciproca é verdadeira, de modo que se dividirmos (2.10) por

act, levando em conta (2.14) teremos que:

' =\1- E2):1:, (2.15)

Cc

com isso temos que uma distancia de dxr = 1 relativa a A sera vista em B como
sendo dz’ = A(1 — (%)?). Porém, como foi mencionado, as distancias dever ser iguais nos

referenciais opostos, assim:

) — (2.16)

onde:

v
= —1. 2.17
= (2.17)

Substituindo em (2.12) e (2.14) temos:

— ot
o= (2.18)

= —= (2.19)
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Que sdo as transformacgoes de Lorentz para evento ocorrendo no mesmo eixo

acrescenta-se apenas que:
y =y, (2.20)

2=z (2.21)

O elemento de linha a ser adotado a partir desse ponto deve considerar essa relacao
do espago-tempo e é dado por (D’INVERNO, 1992):

ds? = —c2dt* + da® + dy* + d2?, (2.22)

Usaremos também a equagao na forma adimnsional, com c¢=1. de Modo que:

ds* = —dt* + dao* + dy* + d2?, (2.23)

elemento esse que define o espago-tempo de Minkowski e esté de acordo com (LAN-
DAU, 2013). Construir esse elemento invariante serd importante para a construgao da

discucgao a respeito da relatividade geral.

2.2 Experimento de Hafele-Keating

Em 1971, dois cientistas estadunidenses puseram a prova esses resultados no que
ficou conhecido como experimento de Hafele-Keating (HAFELE; KEATING, 1972). O
experimento consistia em comparar o tempo medido em trés relégios atémicos, sendo um
deles deixado na superficie da Terra, um colocado em um aviao que voaria pela linha do
equador dando uma volta ao mundo seguindo o sentido de rota¢ao do planeta (chamaremos
de L), e o terceiro posto em um segundo avidao que faria o mesmo percurso indo no sentido

contrario (chamaremos de O).

Podemos, num primeiro momento, usar um modelo simplificado para o estudo

apenas dos efeitos da relatividade restrita.

Os dados usados foram retirados da publicagao original do experimento de Hafele
e Keating na revista Science volume 177 de 1972. Os dados foram tomados de modo que

o calculo pudesse ser feito analiticamente.

Em (HAFELE; KEATING, 1972) é dito que a viagem para leste dura 41, 2h(T;)
e a viagem para oeste dura 48, 61(7,). Adotaremos uma altitude média constante (h) de
11km (altitude média de voos comerciais), o raio da Terra (R) como constante e igual a

6371km, a velocidade angular da Terra (§2) como 27rad/dia.
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Para sabermos a variacao entre os tempos medidos precisamos saber apenas a

velocidade de cada um dos relogios.

Comecando pelo relégio na Terra, temos que:

6371 -10% - 27
v =R 513600 63,31m/s,

A velocidade média do aviao que voa a leste é:

2n(R+ h)

v =(R+h)Q+ ; :
I

27(6731 - 1000 + 11000)  27(6731 - 1000 + 11000)
_ — 706,23
vl 24 - 3600 + 41.2 - 3600 , 23m/s,

A velocidade média do aviao que voa a oeste é:

R+h
vo = (R+h)Q — 271 : :

o

27(6731 - 1000 4+ 11000)  27(6731.1000 -+ 11000
0, = 2 i ) 2 + >:221.99m/s,
24 - 3600 48.6 - 3600

Sabemos de (2.19) que:

VT
tl 2

L= (22

ara calcular um intervalo tomamos (¢, — t,,) com ¢}, sendo:
1 Uy 2

th =

to — %5
ty = 701) =,
1—(2)
Subtraindo temos:
f — & ty — UZ

c? c?

SR -

th =ty

Usaremos entao:

Essa equac@o nos dé o conhecido fator de Lorentz (7)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Ficamos entao com:

At = yAt. (2.33)

Os calculos do fator de Lorentz estarao implicitos e sao feitos a partir de (2.31)

com as velocidade obtidas anteriormente.
Para o relogio em terra (2.28):
24 - 3600

Al, — At = — 9243600 = 103ns. 2.34
@~ 1.0000000000011943 ne (2.34)

Para o reldgio leste (2.28):

41.2 - 3600
At — At — —41.2-3600 = 411ns. 2.35
l '~ 1.0000000000027748 ns (2.35)

Para o reldgio oeste (2.28):

AL A 46.8 - 3600

° = 1.000000000002774g _ 10-8 - 3600 = 46ns (2.36)

Pode-se observar em cada um dos casos um atraso diferente, o que mostra que
mesmo para o caso de Hafele, com velocidades consideravelmente mais baixas que nosso
caso de estudo, existe uma interferéncia da relatividade que deve ser levada em conta.
Pode-se argumentar que, como os periodos de obsevacao sao diferentes, os resultados sao
incomparaveis, e, ainda, que o modelo simplificado ignora varias nuances do problema
real, mesmo se tratando apenas da relatividade restrita, mas lembro que este serve ao
proposito de nos dar um panorama do que foi mostrado pelos cientistas em 1975 e dar

uma perspectiva do que esperar do presente estudo.

2.3 Aplicando a Relatividade Restrita

Podemos usar um modelo semelhante para estudar o caso do GPS.

Faremos uso dos parametros orbitais elencados no capitulo 1, para encontrar a
medida de velocidade de um satélite exemplo dentro da constelagdo. Veremos qual a

dilatacao temporal devido a relatividade restrita sofrida pelo mesmo. (CURTIS, 2013)

Nesse problema partiremos da equagao de o6rbita padrao:

h* [

e A 2.37
" 1+ ecosf’ ( )
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mas os satélites do sistema GPS descrevem orbitas circulares, ou seja, a excentri-

cidade (e) é igual a 0. A equagao fica:

h2
r=—, (2.38)
]
h ¢ o momento angular especifico
h=rxuv. (2.39)

No caso de uma Orbita circular, a velocidade radial é igual a zero, entao v; é igual

a velocidade tangencial que chamaremos de v. A equacao fica entao:

h = rv, (2.40)
Substituindo em (2.29) temos:
2,2
r="2 (2.41)
i
Resolvendo pra v, ficamos com:
1
=4/ 2.42
v=\/E, (2.2

onde p é o parametro gravitacional descrito como:

1= GM. (2.43)

Com G sendo a constante gravitacional e M a massa do sistema ou, para casos em
que uma massa ¢ desprezivel em comparacao a outra, a massa do objeto de maior massa.
No nosso caso a Terra. A massa do satélite é 1633kg no langamento, a massa da Terra é
de 5972-10%' kg, sao 21 ordens de grandeza de diferenca, por isso a decisdo de usar apenas
a massa da Terra. (BOEING, 2020)

Usamos G como sendo 6.6742 - 10~ 11ms/(kg - s*) e M = 5.972.10** (CURTIS,
2013). Para orbitas circulares temos ainda que o raio da érbita é igual ao semieixo maior,
apresentado no capitulo 1. 7 = a = 2.65598 - 10"m. Para esse exemplo usaremos um

intervalo de tempo arbitrario de 1s

v=4—", (2.44)
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102

v = \/6.6742 -10-11.5.972 -

Tendo a velocidade, podemos a partir de (2.31) encontrar o fator de Lorentz:

1 1
v = = = ———— = 1.0000000000834878, (2.46)
\/1 - (E) \/1 - (29979.2458)2
Usando (2.26) ficamos com:
t7 —th = y(t; — t3) = 1 % 1.0000000000834878 = 1.0000000000834878s. (2.47)

A cada um segundo passado em um referencial inerte passam-se 1.0000000000834878s

no relégio atémico embarcado ao satélite de GPS. Isso nos d4 um adiantamento de 83.4ps

O que, se acumulado, sem correcao por um longo periodo viria a interferir no

sistema de posicionamento. Vejamos, por exemplo, apds um dia.

At — At' =24 - 3600 - 0.0000000000834878 = 7.213us, (2.48)

Ou seja, mais de 10 vezes maior que a maior dilatacdo encontrada no problema de
(HAFELE; KEATING, 1972).

Nesse capitulo estudou-se os efeitos da relatividade restrita sobre o sistema, mas
este nao € o unico efeito relativistico atuante e estima-se que nao seja nem o mais determi-
nante (HAFELE; KEATING, 1972). Nos capitulos seguintes estudaremos a relatividade
geral e os seus efeitos, ou seja, da agdo da gravidade na dilatacao temporal sofrida pelo

satélite em Orbita.



25

3 Relatividade Geral

Vimos no capitulo anterior o efeito da dilatacdo temporal prescrita pela relati-
vidade restrita, mas existe ainda outra parte do efeito que causa a diferenca entre a

passagem de tempo em Terra e em orbita.

A verdade é que velocidade e gravidade fazem o tempo passar mais devagar con-
forme aumentam em intensidade. O efeito da baixa gravidade aceleraria por tanto a pas-
sagem do tempo em contraposi¢ao ao efeito que calculamos anteriormente (OHANIAN;
RUFFINI, 2013). Para isso estudaremos os efeitos da gravidade a partir da solucao de
Schwarzchild para a equagdo de Einstein. Essa ¢ uma das poucas solugoes exatas e, por-
tanto, nos dara resultados que podem ser quantizados, o que é importante para o resultado
almejado (MILLER, 1997).

Para entender o que é a solucdo de Schwarzschild pra equagao de Einstein, pre-
cisamos primeiro entender o que é a equacao de Einstein. Para tanto, antes de partimos
para a deducao da solucao de Schwatzchild faremos uma andlise qualitativa da equacao
de Einstein, para entendermos o que significa cada termo e a importancia da equagao na

relatividade geral e por conseguinte no nosso estudo.

3.1 A Equacao de Einstein

A equagao como é enunciada em (MILLER, 1997) tem a seguinte forma:

1
R = 59 R = (87) . (3.1)

Essa é a forma mais simples da equacao de Einstein considerando ¢ = 1 segundo
luz/ segundo. De forma semelhante consideramos G = 1 afim de manter a equagao na sua
forma adimensional. Seguindo essa linha nao levaremos em conta a constante cosmoldgica,
que no nosso caso pode ser considerada como parte do Tensor energia-momento, mas isso

ficard mais evidente no decorrer do desenvolvimento.

A equacao esta na forma tensorial, ou seja, os indices y e v variam para cada uma
das dimensoes do espago quadri-dimensional de Minkowski. Ja conhecemos também as
constantes GG, que ¢é a constante gravitacional da fisica newtoniana, e ¢, que é a velocidade

da luz no vacuo. Ambas ja tiveram os valores absolutos citados nesse trabalho.

Sobraram entao os Tensores: R,,, que é o tensor curvatura de Ricci; g,,, que

Nz
representa o tensor métrico; e T),,, que € o tensor energia momento. E o escalar R, que

representa a constante de curvatura.
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Vale destacar da equacao que ela esta dividida entre a parte geométrica, a parte
esquerda da igualdade, que tem apenas termos que dizem respeito a geometria do espaco-
tempo. Geometria essa que é esculpida pela matéria e energia, o lado direito da igualdade,

definida principalmente pelo tensor energia-momento.

Para melhor entendermos essa equacao separaremos cada termo para explica-los

individualmente.

3.2 Tensor métrico

Comecaremos, entao, pelo mais simples, porém mais comumente usado e talvez
mais importante, o tensor métrico g,,. Esse tensor tem a funcao de definir a geometria do
espago utilizado e fazer as transformacgoes dos invariantes para métrica adotada. Temos

por exemplo o elemento de linha, que para um sistema de coordenadas cartesiano é:

ds* = dz* + dy* + dz°, (3.2)

Pode ser escrito de maneira genérica como:

ds® = gtz (3.3)
Para o caso cartesiano:
100
0 0 1

O tensor métrico pode ser usado ainda para uma simples troca de coordenadas, por
exemplo se considerarmos as coordenadas polares, com z! = r; 22 = 0; 2® = ¢. teremos

da mesma forma:

ds® = g,a'z", (3.5)

Porém em um novo sistema de coordenadas teremos g, sendo:

1 0 0
Guv = 0 ($1)2 0 (3 6)
0 0 (z')?sin?2?
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O que nos fornece, se aplicado a forma genérica do elemento de linha, o esperado:

ds* = dr? + r*d6* + r*sin”® 0d¢?, (3.7)

O tensor métrico nos permite mudar a prépria métrica, como vemos no exemplo
para o espago- tempo de Minkovski na forma adimensional teremos o seguinte tensor

métrico:

-1 0 0 0
1 00
L= 3.8
Iu 01 0 (3.8)
00 1
E facil ver que isso nos daré:
ds® = —dt* + dao* + dy* + dz?, (3.9)

Esse elemento aparece na equacao de Einstein pelo mesmo motivo que essa relativi-
dade é chamada de geral. O principio da relatividade geral afirma que todos os referenciais
sao equivalentes. Assim, a equacao tem que valer para todo e qualquer referencial, isso é

somente possivel gragas ao tensor métrico.

3.3 Simbolo de Christoffel

Antes de continuarmos, é bom falarmos do simbolo de Christoffel, apesar de ele
nao aparecer diretamente na equacao, pois ele serd importante para o entendimento das

demais variaveis.

O simbolo de Christoffel (I'), nada mais é do que um termo que aparece natu-
ralmente quando se aplica uma derivada covariante sobre um tensor ou vetor. Mas para
a nossa aplicacdo é importante saber que ele pode ser escrito em funcdo dos tensores

métricos.

Primeiramente vamos definir a derivada covariante como sendo:

DAS
§ _ ¢ Ax
D,QA = o —l— XHA y (310)

Tiraremos entao a derivada covariante do tensor métrico, mas nesse caso usaremos
o tensor métrico de um espaco plano, digamos o cartesiano, pois sabemos que essa derivada
serd zero. Sabemos também que se a derivada covariante de um tensor é zero em um

referencial esta deve ser zero em qualquer referencial.
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Tomamos agora a férmula da derivada covariante em a de um tensor 7j,, genérico
Mse . 1w v
Substituindo 7}, por g,, teremos:
Degae — 295 L 1Y g0 ¢ £ T2 gav — 0 (3.12)
98¢ = "9k ¢p9v ec9pv = V. :
Resolvendo para I'¢s
1 . .0g dg dg
v &L L 194 Bu
== + . 3.13
&6 = 99 [8335 Jxv ~ Ox* ] (3:13)
Esse resultado serd importante para entendermos o tensor curvatura.
3.4 Tensor de Ricci
O tensor curvatura ou o tensor de Ricci é o comutador entre duas derivadas cova-
riantes.

Esse comutador aparece quando se tenta fazer o transporte paralelo de um vetor

por uma superficie em um referencial qualquer. Para referenciais planos ele é zero, mas

para referenciais curvos ele aparece na forma:

dV = 0z"02"V[D,, D, ], (3.14)

Onde V' é o vetor arbitrario a ser transportado pelo espago de dimensoes z*, no

nosso caso de espaco quadri-dimensional, ¢ e v variam de 0 a 3.

A operacao do Comutador nada mais é do que:

[A,B] = AB — BA. (3.15)

O tensor de Ricci, que é o que nos interessa, é entao

R,, =[D,,D,], (3.16)

Ry = (0, + T5,) (00 + T5,)) = (O + T3,) (0 + T%,), (3.17)

Ry = (0,0, + 15,0, + 9,18, + T, I%,) — (0,0, +%,0, + 9,18, +TE,I%),  (3.18)

RV™ Kl KUt KV
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R#V = (al/aN - aﬂal/) + (Fiz/a# - FiyaV> + (aVPi,u - a,uriy) + (1‘\{ Fg - Ff F€ )7 (319>

KV™ Kl RU™ KV

RHV = _[al“ Fiu] + [avv Fgu] + [Fiw Fiu]? (320)
ors, are,
_ KV K E1T¢ _1¢ 1¢
R#V - Ot + oY + (Fnurn,u FH,LLFHV)' (321)

Esse é o tensor de Ricci, composto apenas por simbolos de Christoffel e suas
derivadas. Por isso foi explicado o que sao estes simbolos previamente. Sabemos assim
que o tensor de Ricci pode ser escrito pelo tensor métrico, suas derivadas e as segundas

derivadas.

O tensor de Ricci pode ser encontrado na literatura na forma R% ,, porém as

pnow)
representacoes sao matematicamente idénticas. Esse identidade pode ser demonstrada,

mas a omitiremos e usaremos I2,, pra manter o formato da equagao.

A partir do tensor de Ricci podemos encontrar a constante de curvatura R. Basta
tirar o trago do tensor de Ricci o que equivale a multiplica-lo pela métrica contravariante

de forma que:

R=g"R,,. (3.22)
R, contudo, é um escalar a equacao, como todas na relatividade geral, é tensorial.

Multiplicamos, entao R por g,,, a fim de manter o formato da equacao. Tiraremos agora

a derivada covariante desse nosso novo vetor:

D#(RQ;W) = RDN(g,LtV) + 9D, R. (3.23)

A derivada covariante do tensor métrico € igual a zero, como ja vimos, e a derivada

covariante de um escalar se reduz a derivada padrao, portanto:

D,(Rg"™) = " d,R. (3.24)

Esse resultado serd importante para o desenrolar da dedugao. Mas agora vejamos

o principal fator da equacao: o tensor energia-momento.
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3.5 Tensor Energia-Momento

O tensor de Einstein, talvez o termo mais relevante da equacao de campo, carrega
com sigo o significado de toda a energia e matéria do universo. Lembrando a famosa

equagao:

E = ymdc?, (3.25)

Equacao esta que nos diz que energia e massa sao equivalentes, podendo ser con-
densado no mesmo tensor. Mas o importante para nds agora é que podemos defini-lo

COINO:

Tuu =P X N,ua (326)

Onde p é o quadrimomento e N é o quadrivetor de densidade numérica e:

n
NM = Vuu’% (327)

Com ~ sendo o fator de Lorentz e n sendo a quantidade de particulas em um

volume arbitrario V' em um referencial se movendo a velocidade u,,, tal que:

oz,
el 3.28
UM a,]_ ) ( )
E p pode ser escrito como:
Py = MUyY. (3.29)
Substituindo em (3.25) temos:
T, = mu,y X %ulﬁ = 72$uuu,,. (3.30)

Substituindo % por p. Sendo p a densidade, ou seja, a massa total por unidade

de volume, temos uma das formas do tensor energia momento que vamos usar:

T, = 72puuuyyuuuy. (3.31)

Agora olharemos para os casos especiais de p e v iguais a zero, ou seja, na coor-

denada do tempo. Com v = 0 temos

m-n

Po = Mugy = mcy Uy Uy, (3.32)
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Se olharmos para (3.25) veremos que a equagao pode ser escrita como:

Em-n

=y

Uy Uy, (3.33)

Onde E é a energia de cada particula dentro do volume de controle. Vejamos agora:

Para p = 0 temos:

Ny = %uw = 70%. (3.34)

Fazendo o produto tensorial em p = v = 0:

n

%

m‘nCQ_Etot
|72 VA

Too = mey X —cy = 2 (3.35)

Com Fy,; representando a energia total do sistema. Esse, portanto, é o primeiro

termo do tensor energia momento, a densidade de energia do sistema.

Vamos olhar os casos em que apenas p € igual a 0

T,0 = p, X Ng = mu,7y X %cy = 72 m‘}ncu,,. (3.36)
Substituindo %7 por p:
T,0 = 7*pcu,,. (3.37)

Podemos inserir a Energia total do sistema como encontrada em T{g, assim:

2
c Etot Uy

Too =" p—t = <77

(3.38)

Que é o fluxo de energia ao longo da direcao x,

Pode se verificar que para v sendo 0 teremos o mesmo resultado, o que era esperado

pois o tensor deve ser simétrico.

Olhemos agora para o caso em que p = v # 0, por exemplo p =v =1

n
Tll =p1 X Nl = myu; X ’)/Vul, (339)

Podemos substituir:

V= Al’lAQ?QASCg, (340)
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A.Z’l
_2h 41
h AZL’U7 (3 )
Axq mn
Ty = ~2 . 42
U= Az Az AzyAzs (342)

Substituindo as duas dimensoes espaciais ortogonais a velocidade por AA; temos:

mn

Th=7"——

(3.43)
Que pode ser lido como a taxa da componente x; do momento que passa por uma
unidade de area na direcao x1, que é o fluxo de momento na direcao x;

Quando temos p # v # 0, temos de forma geral a componente v do fluxo de

momento na dire¢do p por unidade de area por unidade de tempo.

n
Tip = p1 X Ny = myuy X Ravasl (3.44)
AZL’l AZL’Q
(0} Az, () Ary (3.45)
Az mn
Ty = 7* . 3.46
12 v ALCO ACElAIQA.T;g Y2 ( )

Substituindo as duas dimensoes espaciais ortogonais a velocidade por AA;, onde

o indice do vetor area corresponde a dire¢ao normal a superficie, temos:

2T, (3.47)

Que corresponde a componente z1 do fluxo de momento na dire¢ao x5 por unidade

de area por unidade de tempo.

O que completa o Tensor energia momento, que seria entao de forma geral:

TDO T01 TOl TOS

Ty Ty T T
T, = 10 L1 L1z 113 7 (3.48)
Too To1 Too To

Eiot Eiot u1 Eiot ug Eiot uz
14 V ¢ V ¢ V ¢
FEiot 2 _ mn 2 _ _mn 2 _ mn
AA AT UL YV AA Az Y2 YT AA Az U3
_ 1% T AA Az 11 AALA AALA
T, = 1420 170 oyt (3.49)

2 mn 2 mn 2 mn
TV Az Ul TV AdaAze Y2 VT Ads Az U3

=
§:<

2 mn 2 mn 2 mn
VA An Wl TV Az Az Y2 VT AAs A, U3

<§ <F
=)
oIS ol5 o
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Veremos agora como ele se encaixa na equacgao de campo de Einstein.

3.6 Juntando as pecas

Pela Equacao da continuidade para energia sabemos que a variacao temporal da
energia dentro de um volume de controle vai ser igual a menos o divergente do fluxo de

energia através das fronteiras do volume, podemos escrever que:

dE

— _V-E 3.50
dE
— -E=0 3.51

dE dE dE dE

— t —+— + — = 3.52
at " dr Ty T Y (3:52)
dE  dFE dE dE
af  db  db  dbE 3.
dIO + dl’l + deQ + dl‘g ’ ( 53)
Ou:
dE
— =0. 3.54
- (354

Essa légica pode ser aplicada de forma semelhante ao Tensor energia momento,

mas a derivada precisa ser uma derivada covariante por se tratar de um tensor.

D.T,,
—TR . (3.55)
dz,

Agora daremos um passo atras e olharemos para a fisica newtoniana por um mo-

mento. Tomando a forga gravitacional, que é o nosso foco nesse trabalho, Temos:

F=-mVo, (3.56)

Onde ® é o potencial gravitacional e m a massa de uma massa de prova.

Sabemos também que a forca é igual massa vezes aceleragio, pela segunda lei de

Newton com uma massa constante. Logo:

F=ma=-mVo, (3.57)
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a=-Vo. (3.58)

Tomemos agora a equacao de Poisson que define o potencial gravitacional. A equa-

cao é:

V20 = 47Gp, (3.59)

Com G sendo a constante gravitacional da fisica newtoniana e p a densidade, ou

unidade de massa por volume.

Resolvendo para ¢ temos:

P = _GM, (3.60)

r

Com M sendo a massa total do sistema e r a distancia entre a massa de prova e

o centro de gravidade do sistema. Guardaremos esse resultado.

Vamos olhar por um momento para um espago curvo genérico, a fim de incluir a

nog¢ao geométrica de gravidade intentada por Einstein.

Em um espaco curvo a menor distancia entre dois pontos ¢ uma geodésica. Isso
pode ser definido tomando a derivada da posi¢gao em um espago curvo em relacao ao tempo
proprio, a fim de encontrar um vetor tangente que entao derivaremos e igualaremos a zero.

Porém, como o espaco-tempo é curvo devemos tirar a derivada covariante.

Dy(%y Oz, O
T/ _ R TH TR .61
DTt % or tla or 0, (3.61)
Entao:
oz, ox
it LN N id Uy .62
% or b Hr (3.62)

Se tomarmos uma massa unitaria em um referencial estatico na auséncia de campo

gravitacional teremos:

F
pr 0t (3.63)

a=—IH"H"—"F
¢ or T m

Lembrando a defini¢ao do simbolo de Christoffel (3.13):

c _1 bd[agdc agb,u + aguc]‘

bp " 9 oxr  OJx¢  Oxd (3.64)
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Levando em conta o espago plano as derivadas da métrica sdo nulas com excegao

do tempo.

Temos entao:

c 1 0900 | 9900 | Igoo
b~ 5[ ort 022 02! ) (3.65)
Que é analogo a forca como encontrado anteriormente
c 1 ~
I, = §VQOO:F7 (3.66)
Que na fisica newtoniana pode ser escrito como:
F=Vo. (3.67)
Logo:
goo = 20 + C. (3.68)
Substituindo pelo potencial na equagao (3.59):
V2900 = 87Gp, (3.69)

Partiremos dessa féormula para escrever o que se tornara a equacgao de Einstein,
uma relagao entre energia/massa e a geometria do espago-tempo. Usaremos entéo o tensor
energia momento pra representar a energia/massa na equagao, pois, na relatividade geral,
todas as relacoes devem ser tensoriais a fim de serem validas em qualquer referencial.

Podemos dizer que:

V2900 = 87GTho, (3.70)

Porém ggo nao é um tensor, entao usaremos um tensor qualquer G, tal que

A, = 81GT,,. (3.71)

Agora precisamos descobrir qual o tensor A,,,. Usaremos entao o tensor curvatura
que conhecemos a pouco, a fim de manter o aspecto de (3.71) que o termo possuiria uma
derivada de segunda ordem do tensor métrico, quando em um referencial newtoniano.

E, como podemos lembrar, o tensor curvatura é composto por simbolos de Christoffel e
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suas primeiras derivadas, que sdo, por sua vez, compostos de tensores métricos e suas

derivadas. Escrevemos entao:

R,, = 81GT,,, (3.72)

Porém sabemos de (3.55) que a derivada covariante do tensor energia momento é

zero e a derivada do tensor de Ricci é da formas:

1 1% 174
D,Ry., = 59“ Du(g“ RM”)) (3.73)
Que sabemos que é igual a:

1 v
D,R,, = 59“ D,R, (3.74)
Que ¢ diferente de zero, portanto nao pode ser o valor de G, porém sabemos
também de (3.24) que:

dR

e (3.75)

D, (Rguw) = g

O que nos leva a conclusao que se somarmos ambos teremos a derivada covariante
igual a 0 e ainda manteremos a constituicao puramente geométrica do lado esquerdo da

equagao. Obtemos entao:

1
R, — §gWR = (87G)1,,, (3.76)

Que é a equacao de campo de Einstein, da forma que propds-se o capitulo.

Podemos entao, a partir dessa equagao, encontrar a métrica que usaremos para

solucionar o nosso problema.
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4 Soluc3o de Schwarzschild

A partir da equacdo de Einstein deduzida no capitulo anterior podemos agora
seguir os passos do famoso fisico alemao Kalr Schwarzschild e encontrar uma solucao

exata para a equacao de Einstein.

Partiremos de uma métrica diagonal genérica:

go O 0 O

0 gu 0 0
G = . (4.1)
0 0 g2 O
0 0 0 g

Faremos uso agora de alguns pressupostos. A métrica preterida independe dos

angulos 0 e ¢ e, mais que isso, ela é estatica, ou seja, ndo depende do tempo.

Teremos entao que:

9oo = Goo(1), (4.2)

g1 = g (x1). (4.3)

E ainda usaremos gso € g33 como na métrica para coordenadas polares padrao.

g2 = (1), (4.4)
g33 = (z1)? sin o, (4.5)

A partir desse ponto usaremos:
To=t,x1 =110 = 0; 23 = 0. (4.6)

Adotaremos goo(r) € g11(r) como as fungoes genéricas:

goo(r) = ezf(’"), (4.7)

g (r) = th(r), (4.8)
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A métrica fica entao:

ds® = =X at? + 2 dr? 4 r2dh? + r? sin’ Odg?, (4.9)

-2 00 0
0 e 0 0

, = ) 4.10
I 0 0o 2 0 (4.10)
0 0 0 7r2sin?60

Sabemos que:
Iuwg"" =0y, (4.11)
Onde:
1 0 00
0100
o = , (4.12)
0010
00 01
Temos:
—e2f(r) 0 0
0 e”2hr) 0
= . 4.13
g 0 0 2 0 (4.13)
0 0 0 r2sin24

Bom ressaltar aqui que g"” = g, = 0 para qualquer p # v

4.1 Simbolos de Christoffel

Calculemos os simbolos de Christoffel para a métrica encontrada:

1
F/)\u/ = 5.9)\0— [a,ugl/a + augp,a - 809;1,1/]- (414)

Para a coordenada (t,1):

1
Iy = 59)\0[8759750 + 01910 — 0o g (4.15)
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A equagao (4.15) s6 tem valor em A = r:
‘s 1 Tr
Iy = 59 [—0rgse]- (4.16)
Substituindo (4.7) e (4.8):
1 T T
Ty = 5 (=™ )= - 2f(r)], (4.17)
F;t _ €2h(r)+2f(r)2f/(r)]‘ (418)
Para a coordenada (¢,r):
A 1 Ao
Ftr = 59 [atgra + argta - 8Ugtr]7 (419>
A equagao (4.19) s6 tem valor em A\ = t¢:
1
Fir = igtt[argtt]' (420)
Substituindo (4.7) e (4.8):
1
I = L (e 2 O) =0 2p() (4.21)
o= 7). (4.22)
Para a coordenada (r,7):
A 1 Ao
= 39 (0910 + OrGro — 05 Grrl, (4.23)
A equagao (4.23) s6 tem valor em A = r:
‘s 1 rr
Iy, = 59 [01-9r+)- (4.24)
Substituindo (4.7) e (4.8):
1
Iy = (7)™ - 20/(r)], (4.25)
o= h(r). (4.26)
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Para a coordenada (r, 6):

1
F;}e = 59/\0 [87"990 + 8997“0' - aaﬂr&]; (427)

A equacgao (4.27) s6 tem valor em \ = 6:

1
[y = 5999 [0:goo)- (4.28)
Substituindo (4.4):
o _ 1, o
[y = 5(7“ )2r, (4.29)
1
r,.=-. 4.30
= (4.30)
Para a coordenada (7, ¢):
A 1 Ao
I, =59 [0y 960 + OpGro — OsGre), (4.31)

2

A equacao (4.31) s6 tem valor em \ = 6:

1
Iy, = 59 10-949] (4.32)
Substituindo (4.5):
I% = L 2sin?9)2r sin? 0 4.33
r¢—§(7“ sin” 0)2r sin“ 6, (4.33)
1
¢ _
I, = - (4.34)
Para a coordenada (6, 6):
A 1 Ao
[y = 29 (09900 + 0905 — OoGos), (4.35)

A equacao (4.35) s6 tem valor em \ = 6:

T 1 Tr
Lyg = 59 [—Orgo0)- (4.36)

Substituindo (4.4):

|
Loy = 5o 0 (=2r), (4.37)
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I, = (—r)e 2, (4.38)

Para a coordenada (6, ¢):

1
T = 59100960 + Osos — Dogog), (4.39)

A equagao (4.39) sé tem valor em A = ¢:

1
Ty = §9¢¢[—369¢¢]- (4.40)
Substituindo (4.4) e (4.5):
1
Fg)qﬁ = 57"_2 sin~20(r*2sin 0 cos ), (4.41)
Iy, = cot(6). (4.42)
Para a coordenada (¢, ¢):
A 1 Ao
L6 = 597106900 + 05960 — 0ogss); (4.43)

A equagao (4.43) s6 tem valor em A =6 e A = r. Comegando por A = 0:

1
Lo = 59" [00gs]- (4.44)
Substituindo (4.4) e (4.5):
1
F?d, = 57“_2(7"22 sin f cos 0), (4.45)
ngs = —sinfcos¥. (4.46)
Para A =r:
T 1 Tr
Tos = 59" [=0rgs9]- (4.47)

Substituindo (4.5):

T 1 - T :
[y = 3¢ 2h(r)(—2r sin? 9), (4.48)
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ngb = —re 2 sin? 4, (4.49)

4.2 Tensores de Ricci

Encontramos todos os simbolos de Christoffel, agora encontraremos os tensores de

Ricci que podem ser escritos como:

R = O\, — 0,1y, +T3,I0, — [-I5,,. (4.50)

Ao+ pv

Para a coordenada (t,1):

Ry = 0%, + 0,T7, 4 0p1%, + 0,T%, — 9,1, — 9,17, — 9,1, — atrgt
+T4, 1% + 7, 1% + 19, T, + 9 17, — 'TY, — I',I'9, — %15, — T5,T9,.

Omitiremos a partir desse ponto que f e h sao funcao apenas de r e usaremos a
notacao f’ e h' para as derivadas das fungdes em relagdo a r. Subsitituindo os valores

encontrados para os simbolos ficaremos com:

Rtt — f//€2f72h+f/62f72h(2f/_2h/>+h/f/e2f72h+i/erth_i_£e2f72h_f/2€2f72h. (451)
r r

Por fim:

Rtt — 62f—2h[f” + f/2 o h/f/ + if/] (452)

Para a coordenada (r,r):

R, = O, +0,I7, + 9,T% 4 9,I¢ — 9,T%, — 9,17, — 9,19 — 9,T%,
+T4,19, + 7,19, + 1§ 19, + 9 17 — T, I — 717 —T%Tg —T2T9,.

to™ rr roTTrr O~ rr g rr or—rr

Substituindo os valores encontrados para os simbolos ficaremos com:

!/

Ryp=—f" 4124724 B + 1%+ hf g2 7“/2'(4'53)
r

Por fim:

p
Rep = —f" +Wf'+ " = f~. (4.54)
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Para a coordenada (6,0):

Rog = 0;Thy + 0,y + 0sThg + 95Ty — 0pThy — OpTg — —0gT g — —0pT%y
S O A O PR b A Pd)o 60 — Loglty — Toglgy — T g0y — ThoTgy.

Subsitituindo os valores encontrados para os simbolos ficaremos com:

Rog = —e 2" 4 re™ 20 4 csc? O —rfle™® +rhe™® — e fcot? @+ e (4.55)

Por fim:

Rop = —e "1 +rh +rf]+1. (4.56)

Para a coordenada (¢, ¢):

Rps = 0%, + 0,10 + 05T, + 05T, — 0Tty — 0sT0y — —0uTG, — —0,T%,
+I, 19, + 10,19, + 19,19, + 15,19, — % 7, —Tr Ie, — 19 15, —T9,I',.

Subsitituindo os valores encontrados para os simbolos ficaremos com:

Ry = —e 2"'sin? 0 + 2rh/sin® 6 — cos? 0 + sin? @ — r f' sin® e 2" (4.57)
—rh’sin® e ™" — sin? fe= " — sin® e " — cos? O + sin® he =", (4.58)

Por fim:
Ryp = sin® O[—e 2"[1 +rh' +rf'] + 1], (4.59)

Nesse caso podemos perceber que:
Ry = sin® 0 Rs. (4.60)

4.3 A Parte Geométrica da Solucdo

Com os tensores de Ricci podemos calcular o escalar de Ricci conforme (3.22)

R=¢g"R,, (4.61)
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R = Rug" + R.rg™" + Roog” + Rppg®?, (4.62)

R = [62f—2h[f” 4 f/2 _ h/f/ + if/H<_€—2f) 4 [_f// 4 h/f/ 4 ih/ _ f/2]6—2h+

[—e 214+ rh +rf]+1)r 2 +sin? 0—e 2" [1 +rh +rf]+ 1]r 2sin20,

2
R= =27 [f"+ (f'+ 2)(f = ) +r72(1 = ™). (4.63)
Vamos encontrar agora G, conforme as equagoes (3.71) e (3.76)

1
R;uz - iguuR = G;,Ll/' (464)

Comegando, como sempre, por (t,t):

1
Gu = Ry — §gttR7 (4-65)

G = AT fP I 2 = S (2 4 (4 D) W)+ (=), (4.66)

Gy = —e2 72721 — 2rh/ — €], (4.67)
Para (r,r):

Gy = Ror — =g, R, (4.68)

Gor = [ "1+ 2= 17 = 2 2 7 (14 ) =) 1721 =), (469)
Grp =772[1 = 4 2r f']. (4.70)

Para (0, 0):

1
Goo = Rgg — 599937 (4.71)
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Goo = [ (Lot b f11] = 5r (=2 )[4 (F 4 2) (/= ) 42 (1= e™)], (4.72)

N
GGG — 7“26_2h[f” + f/2 —r'h + frh

. (4.73)
Para (¢, ¢):

1
Goo = Rop — 590017, (4.74)

Ggg = sin? O[—e " [1+rh'+r f/]+1] —;rQ sin? f(—2e~%") [f”+(f’—|—i)(f’—h’)+r_2(1—e2h)],
(4.75)

f/—h’

Gy = sin? O[r?e 2" [f" + 2 —r'W + || = sin® 0][Gg). (4.76)
Agora, de posse de todos os tensores G, podemos aplicar a equacao de campo

de Einstein a fim de encontrarmos f(r) e h(r).

4.4 Tensor Energia-momento

Afim de encontrar as variaveis restantes f(r) e h(r). Usaremos um modelo simples

de tensor energia-momento, que pode ser escrito como:

T,uu = (P + p)uuuu + PIuv- (477)

Esse modelo descreve um fluido estatico em uma esfera de raio R e densidade p(r)
centrado em r = 0. Diferentemente de nosso precursor, que fez uso de uma solugao de
vacuo, vamos adotar esse modelo devido a sua coeréncia com o caso do planeta Terra.
Ignoraremos, contudo, dois fatores importantes para a caracterizacao da Terra. O primeiro
¢ a crosta, mas como esta corresponde a cerca de 1% da massa do corpo celeste os calculos
nao devem ser afetados. O Outro fator é a rotagao que ignoraremos a fim de obter uma

solucao idéntica a de Schwarzschild.

Ser estatico nesse caso significa dizer que u, = up = uy = 0. Assim o tensor se

reduz a:

Ty = (p + p)ustis + pgrr + pgo + Po- (4.78)
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Sabemos ainda que em (¢,t) podemos usar a seguinte relagao:

Up Uy Gy = _17 (479)

O que nos diz que:
wuy = —g't = €%, (4.80)

Teremos entao:

Ty = lep(r), (4.81)
T = 62hp7 (482)
T@g = 7‘2p, (483)
Ty = 7°sin” Op. (4.84)

Estamos de posse de todas as equagodes necessarias para partir para a solugao.

45 A Solucao

Tirando a equagao da forma tensorial e substituindo os valores encontrados for-
necerao um sistema de equagoes que resolveremos para f(r) e h(r). Usaremos a equacao
(3.71):

G = 87GT,,. (4.85)

Omitiremos o GG assumindo-o como 1 a fim de facilitar os calculos em seguida,

evidentemente, o recuperaremos pelo seu significado fisico.

Em (¢,t):
Gy = 87Ty = —e* 2721 — 2rh — €] = 87e*/ p(r). (4.86)
Em (r,r):

Grp = 87Ty, = 1721 — & 4 2r f'] = 8me*p. (4.87)
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Em (6,0):
2 —2hy gt 2 N f/_h/ 2
Gog = 8nThg = roe " [f" + f“ —r'h + | = 8nrp. (4.88)
Em (¢, ¢):
Gy = 81Ty = sin® 0]Gg] = 87r? sin” Op. (4.89)

As equagoes (4.88) e (4.89) possuem as mesmas informagoes entao usaremos apenas

uma delas.

Resolveremos primeiramente a equagao (4.86) para h(r):

2 — 2T — 2rh e = 8me p(r),

e 1 — —2h — 2f
720 (1 - )] = 8me (),
0
s 1 —2h\] 2
(1 - )] = 8%l
r(l—e 2h):/ 8r2p(r)dr,
0
e =1—r71 [ 8nr’p(r)dr,

0

1 r
h = ~3 Inl— 1/r/ 8mr?p(r)dr.
0

Temos que a massa total dentro do raio r é descrita como:

m(r) = 4m /T r2p(r)dr, (4.90)
0
Temos por fim que:
1 2m(r)
h=—-In(1- . 4.91
C (- 20 (4.91)

Resolvendo, agora, a equacao (4.87) para f(r):
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21 — e 4 2r f'] = 8me*hp,
1 — e+ 2rf = 8nr2e®hp,

p

1
N} S —
+2rf LA —E

1 —2mr—1
1

1—
1—2mr—1 +2rf" = 8mr2

p
1—2mr—11?

+27’f/:87rr2 pr ,
r—2m r—2m

f'(2r* — 4mr) = 87rip + 2m,

fr) =

1—

m + 4mrdp
—dr.

r(r —2m)

Em r>R,ou seja fora do corpo de massa, podemos assumir que p(r) é nulo e que

a massa m é a massa total do sistema(M):

m + 4mr3p
/ ——dr,
(r —2m)
f(r):/TQ(l QM)dT
R e
— 2M7’
Resolvendo a integral temos:
1 2M
fr) = 5= 25, (4.92)

Substuindo (4.91) e (4.92) na métrica (4.1) teremos:

1-24 0 0

0 1 0 0
G = Vi=EE : (4.93)

0 0 r? 0

0 0 0 7r%sin?0
Meétrica essa que nos da o elemento de linha:
2M 2M
ds® = —(1 — ==)dt* + (1 — =) "dr® 4 r*d6* + r* sin Odp*. (4.94)
r r

Essa é, enfim, a solugdo de Schwarzschild para a equagao de campo de Einstein, no
proximo capitulo usaremos ela para resolver alguns exemplos e aprofundarmos em nosso

caso de estudo.
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5 Aplicacoes da Solucao de Schwarzschild

A solucao de Schwarzschild foi, como dito, a primeira solucao exata para a equacao
de Einstein. Essa solugao e a métrica com ela descoberta abriram muitas portas dentro da
ciéncias. A Equacao de campo de Einstein ja havia trazido a luz do entendimento proble-
mas que passaram séculos sem solugao, mas com a descoberta da métrica de Schwarzschild
tornou-se possivel realizar calculos analiticos para problemas reais e comprovar a teoria.
Um dos casos mais emblematicos é o da precessdao do periélio de mercirio, que veremos a

seguir.

5.1 Precessao do Periélio de Merclirio

Desde a antiguidade os astronomos observam as estrelas e planetas no céu noturno,
com os avancgos das tecnologias essa observagao ficou mais precisa, ao ponto de, desde o
século XIX, conseguirmos aferir com uma precisao de 0.1” por século, a precessao da orbita
dos planetas. E, como sempre foi na histéria, as observac¢oes da natureza derrubam teorias
imprecisas, enquanto as teorias tentam se adaptar para melhor descrever o observado. A

relatividade geral nasceu para resolver varios desses problemas. Um deles foi o de Merctrio.

Merctrio ¢ o planeta mais interno do sistema solar e seu periélio, como de todos
os planetas, desloca-se a cada rotagao por um valor pequeno. Porém com Mercirio esse
deslocamento medido em graus, chamado de precessao, tem um valor significativamente

diferente do calculado pela fisica newtoniana.

O valor calculado é de 5700” por século, porém a precessao observada é de 5657”.
Uma diferenca de 47" por século, a primeira vista, pouco, porém considerando-se que o
erro de medicao é de 0.1” por século e que essa discrepancia sé ocorre com Mércurio leva

a entender o que passaram esses cientistas ao longo de anos.

Varias hipoteses foram levantadas: algum fendmeno gravitacional que se passava
no interior do Sol, corre¢des nas leis de gravitagoes vigentes e até a existéncia de um nono
planeta no sistema solar. O planeta hipotético chamava-se Vulcano e foi posteriormente

imortalizado por Gene Roddenberry no seriado para televisao Jornada nas Estrelas.

Mas o mistério s6 foi resolvido no inicio do século XX, com o advento da relati-
vidade geral, aqui desenvolveremos alguns calculos que mostrarao como a curvatura do

espago-tempo apresentado por Einstein levou a essa resolugao. (D’'INVERNO, 1992)

Primeiramente olharemos a questao da orbita por uma o6tica Newtoniana. Vamos
olhar para o movimento de particula de massa m sob influéncia campo gravitacional que

se move a uma distancia r do centro de massa do sistema. A segunda lei de Newton para
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essa particula ficara:

F =mir =m-—r, (5.1)

Onde p é uma constante que relaciona a constante gravitacional e a massa dos

corpos envolvidos. Antes prosseguir, definiremos o momento angular de m como:

L =r xmr. (5.2)

Sabemos pela conservavacao do momento angular que a derivada do mesmo em

relacdo ao tempo é nula. Disto tiramos que:

L =mr. (5.3)

Como r é perpendicular a L, como pode-se perceber em (5.2), sendo assim r é
perpendicular a h. E para qualquer A nao nulo isso implica que o movimento de r esta
confinado a um plano. Por isso, tomaremos as coordenadas polares para um plano e

aplicaremos (5.1), o que nos deixa com:

. ld, .. -
(F = ") + ——(r°¢)) = —%f (54)

Se tomarmos apenas o vetor da direcao ¢ teremos que:

Ld 2y 0 2= 55

Onde h ¢é constante. Tomemos agora apenas a direcao 7:

gt =L (5.6)

r2

Substituimos entao u = % que nos leva a:

du

d2
i = —h2u2d(;;. (5.8)

Substituindo (5.5) e (5.6) teremos o equacao de Binet:

— tu= . (5.9)
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Resolvendo a equacao diferencial para u:

1

U:ﬁ—i—CCOSQﬁ—gbO, (5.10)
Onde C é uma constante. Podemos ainda substituir r = %, = %2 ee= 07'12:

l

- =(1+ecosp— ¢p). (5.11)

r

Essa é a equacao de érbita de uma particula. Onde [ representa o nodo ascendente,

o e a excentricidade da orbita e ¢y ¢ o argumento do periastro.

Agora resolveremos o mesmo problema com uma aproximacao relativistica a fim
de comparar os resultados obtidos. Partiremos do método da variacao para encontrar uma
equacao para a geodésica na métrica de Schwarzschild, para isso usaremos a relagdo para
uma variavel K. Usaremos a notagao (ponto) para derivadas em rela¢ao ao tempo préprio

0A _

7 de forma que: 37 = A.

2K = g, it (5.12)
Substituindo a métrica obtida em (4.93):

2M . 2M . ;
2K = (1= =) = (1= —=) 7" =r’6” —r*sin 9" = 1. (5.13)

A equagao (5.12) pode ser escrita na forma:

0K d 0K

Ok dr(%) =0 (5.14)

Tomaremos num primeiro momento apenas os termos p = 0,2, 3, pois sao de mais

simples derivacao e nos fornecem a informagao pretendida.

oK d 0K dly

o arlor) " gt =0 (>19)
%‘;( _ jT(%l;) = jT(rQé) — r2gin 6 cos 0(}52 =0, (5.16)

oK d 0K d ) :

T " arta) = gl s’ 0dl =0 5:17)

Tomaremos por conveniéncia e pelo aspecto geral da 6rbitas nos sistemas estrelares

um movimento planar com ¢ = 7
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Substituindo esse valor (5.17) vemos que, como sua derivada é constante, a equagao

deve ser:

r2p = h, (5.18)

Sendo h uma constante, essa equagao descreve a conservagao do momento angular.

De forma andloga a equagao (5.15) deve ser:

(1— 2%5 —k (5.19)

Substituindo k£ na equacgao da geodésica temos:

(1— %);g —(1- %)—17;2 —r2p? =1. (5.20)

r T

Substuimos, como é comum nesse tipo de problema:

1
- 5.21
ud) = o5 (521)
De modo a:
) du

Aplicando entdo (5.18) e (5.21) em (5.20) temos:

-1 2
)+’ = gzt h—rgu + 2mu?. (5.23)

du
do

Tomamos agora a derivada dessa funcao em relacao a ¢, obtendo:

(

d*u m 5
dfﬁz +u= +ﬁ + 3mu”. (524)
Podemos observar que a equacao obtida é a equacgao de Binet, com a adicao de

um termo 3mu? definiremos para esse novo termo uma varidvel de valor pequeno :

3m?

S (5.25)

E =

Vamos observar como isso afeta a érbita de um planeta: Assumiremos para (5.24)

uma solucao da forma:

u = uy + cuy + O(e?). (5.26)
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Substituindo a solugao em (5.24), tomaremos as derivadas em relagao a ¢ da forma:
9A _
¢ :

h:?’) + O(?) = 0. (5.27)

" "
ug +ug — — +e(uy] +u —

m
n?
Como foi dito, £ é pequeno e nao nos interessa poténcias dele, além disso assumi-

remos uma solucao para ug da forma:

u(l + ecos @), (5.28)

Uy =

m
2
Que substituindo na equagao (5.27) temos:

2

1, 2m me
1+ —e + 7cos¢+ oz C08 20)]) = (5.29)

£ + w1 — [ - .

Resolvendo a EDP para u; teremos:

Uy = Eﬁ[l +epsing + e (; — écos 2¢)]. (5.30)

A solugao obtida é a parte de u que nao compreende a solugdo newtoniana (ug),

mas a correcao relativistica. A solu¢do completa para u pode ser escrita da forma:

u~ —[l+ecosp(l —e))l. (5.31)

hQ[

Nessa equagao pode-se perceber que a solucao relativistica difere da newtoniana
na correcdo do periodo da érbita. Sendo necessario pra o planeta atingir o periélio um

perfodo maior que 2, o perfodo serd de 2w (1 + ¢)

Podemos entao calcular esse fator para a érbita de Mercirio, para isso vamos
precisar recuperar as constantes fisicas. Para tanto retiraremos de (D’INVERNO, 1992)

a seguinte expressao para €.

24m3a? (5.32)
ER ————. .
AT?(1 — e?)
Para realizar o calculo precisaremos de algumas caracteristicas da érbita do planeta

sao eles:

Semi eixo maior (a) = 57,909,050km , Periodo da érbita (T') = 87.696dias |,
Excentricidade = 0.205630 .

Substituindo na equacao temos:
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1272(5.79 - 10'0)2
(2.9 - 108)2(87.969 - 24 - 3600)2(1 — 0.205632) "

ER

Isso nos da uma precessao de 0.00000050186rad por 6rbita completa, ou 0.103517" /rev.

Vejamos em t;, = 100anos.

ts ,
e 42.959" por século.

O valor medido dessa precessao ¢ de 43" por século, o valor encontrado é sa-
tisfatério e nos mostra um exemplo de aplicagao da relatividade geral. (KRANIOTIS;
WHITEHOUSE, 2003)

5.2 Consequéncia da Solucao
Podemos agora, a fim de ter uma melhor visualizagdo da influéncia dessa solucao
do nosso caso de estudo, experimentar o seguinte exercicio mental:

Temos um primeiro observador na superficie da Terra com um relégio proprio
com as coordenadas r = r; e 6 e ¢ constantes. Se utilizarmos para este um sistema de

coordenadas local ele seguird o elemento de linha de Minkowiski.

ds® = —dt? + da* + dy? + d2°. (5.33)

Nesse sistema local as coordenadas do observador serao (t,z,y, z). Consideramos

entdo que ele nao se desloque espacialmente. Teremos dr = dy = dz = 0. Assim:

ds = —dt,, (5.34)

E, como sabemos, ds ¢ um invariante, ou seja, deve ser o mesmo em qualquer

sistema de coordenada, usando (1) temos que:

2
dt. = 1 — —dr. (5.35)
Tt

Consideremos, agora, um segundo observador em uma Orbita geoestacionaria de
altitude h de forma que r = (r. + h) e 6 e ¢ constantes. Esse referencial também carrega

o seu relégio, a solugao é analoga e nos da que:

dt, = /1 — dr. (5.36)
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Agora imaginemos um evento acontecendo no instante ¢ e de duracao dt, se ambos
os observadores marcarem em seus respectivos relégios o tempo decorrido, teremos dois

tempos diferentes, tirando a razao deles teremos:

dt. L=
o 1— =
dte 1=
° - ri+h
Ou seja,
1—2m
dt. = dt, | (5.39)
1— 2m
re+h
A fim de recuperarmos o significado fisico da equacao usaremos:
MG
A partir do qual obtemos:
1— 2]¥G
dt. = dtol—;Mré. (5.41)
T 2(ri+h)
Fica evidente por essa relacao que:
dt. < dt,. (5.42)

Por fim, fica evidente que o tempo registrado por um relégio na superficie da terra

marcara um intervalo de tempo maior do que um relégio em orbita.

5.3 Experimento de Hafele-Keating Revisitado

O caso do nosso estudo é muito semelhante ao exemplo proposto, mas antes pra
aumentar a no¢ao de dimensao desse efeito, facamos novamente a analise do experimento
de (HAFELE; KEATING, 1972) mas sob a dtica da relatividade geral.

Usaremos entdo a mesma equagao de (5.41) com dt. sendo o tempo do reldgio
em terra; dt, o tempo marcado pela aeronave que viaja no sentido Oeste-Leste; G é a
constante de gravitagao universal; ¢ é a velocidade da luz no vacuo; M ¢é a massa total do

sistema, que nesse caso se aproxima como sendo a massa da terra uma vez que as massas
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dos veiculos, relogios e tudo mais que poderia ser levada em conta sao inconsequentes se

comparado ao planeta; r; é o raio da Terra; h é altitude média do voo.

Lembrando que a viagem para leste dura 41.2 horas (¢;), a viagem para oeste
dura 48.6 horas (t,) e a altitude média constante (h) de 11km (altitude média de voos
comerciais). A massa da Terra ¢ M = 5.972.10%4 (CURTIS, 2013). O raio da Terra ¢
re = 6371km(CURTIS, 2013). G = 6,6742.10~11m?/(kg - s%); ¢ = 299, 792, 458m /s .

1— 2]\246'
dt, = dtj——r"t— (5.43)

2MG '’
V= a6

2(5.972 - 1024)(6.6742 - 10-11) Jl_ 2(5.972 - 1024)(6.6742 - 10-11) =

dt. = 4162.3600-, |1 —
J (299792458)2 - 6371000 (299792458)2 - (6371000 + 11000)

dt. = 148319.999948288s,

dt; — dt. = 41.2 - 3600 — 148319.999948288 = 0.00051712 = 51.712pus. (5.44)

Para o voo sentido Leste-Oeste o calculo é analogo, porém com o tempo de voo

diferente:
1 _ 2MG

dt, = dt,——— " (5.45)

/ 2MG
1— c?(re+h)

5.972 - 1024)(6.6742 - 10—11) \l 2(5.972 - 1024)(6.6742 - 10-11)

2(
dt. = 48.6.3600-,|1 — — ,
J (299792458)2 - 6371000 (299792458)2 - (6371000 + 11000)

dt. = 174959.9999390s,

dt,, — dt. = 46.8 - 3600 — 174959.9999390 = 0.00006099 = 60.999s. (5.46)

Ou seja, o relogio em Terra estard adiantado em 51, 712us em relacao ao voo que

vai para leste e 60.999us em relagao ao voo que vai a oeste.
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5.4 QOs Satélites do sistema GPS

E novamente esse modelo simplificado de um experimento pratico, além de nos
levar a uma melhor visualizacdo do problema, pode ser aplicado ao problema que serve
de motivagao para esse trabalho e nos dar um valor aproximado do que usaremos para

solucioné-lo.

Para tanto, lembraremos os parametros orbitais visto no capitulo 1, que nos dizem
que a orbita é circular de raio r = 26559, 8km, usaremos ainda um dt, arbitrario de 1s,

para termos uma comparacao com o efeito da relatividade restrita.

1_2];4G
P (5.47)

{1 _ 2MG’
1 c2r

dt. = dt,

d — |1— 2(5.972 - 10%4)(6.6742 - 10—11>( B 2(5.972 - 1024)(6.6742 - 10_11))_
° (209792458)2 - 6371000 (299792458)2 - 26559800 :

dt. = 0.999999999470878s,

dt, — dte =1 —0.99999999938 = 0.5291219ns. (5.48)

O resultado esta de acordo com o previsto em (HAFELE; KEATING, 1972) que
diz que para o efeito da baixa gravidade anular o efeito da velocidade orbital os satélites

do GPS deveriam estar muito mais distantes da Terra.

Contudo nao ¢ um efeito que pode ser ignorado, tomemos por exemplo a diferenga
do tempo medido em um dia dt, = 864000s.

1 — 2];46'
dt, = dtoﬁ, (5.49)
1= cr

2(5.972 - 10%)(6.6742 - 10—11) 2(5.972 - 10%4)(6.6742 - 10-11)
dt. = 86400,|1 — (1 — )1,
(299792458)2 - 6371000 (299792458)? - 26559800

dt. = 86399.999954283863,

dt, — dt. = 86400 — 86399.9999470 = 45.71614us. (5.50)
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Um erro de 52.9294us interferiria no funcionamento do sistema de posicionamento,

como ja foi discutido no capitulo 2.

Neste capitulo viemos a entender como a relatividade geral funciona e como ela

afeta o sistema GPS, no préximo capitulo discutiremos a solucao.
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6 do Produto

Ao longo dos tltimos cinco capitulos mostramos o problema enfrentado pelo sis-
tema de posicionamento do GPS, deduzimos as equacoes que usamos para desenvolver os
calculos que, além de nos dar a dimensao do problema, nos da valores concretos que serao

usados na solucao.

Como proposto nos primeiros capitulos, foi desenvolvido um cédigo que pode ser
aplicado para a correcao automatica da dilatagao temporal por parte do satélite levando

em conta tanto efeitos da relatividade geral.

O cddigo foi desenvolvido em linguagem C, dada a sua aplicabilidade na maioria
dos sistemas, sejam eles simples ou complexos, além de sua compatibilidade com dezenas
de outras linguagens de programacao e sua presenca em diversos ramos da tecnologia,
o que nos da uma perspectiva de que esta tera seu uso continuado nos anos vindouros.

(HENDERSON;, 2009)

Atualmente as corregoes nos relogios do sistema GPS sdo feitas diariamente pelo
CODE (Center for Orbit Determination in Europe).Estudos sugerem, ainda, que essa
correcao seja feita a frequéncia de até 1Hz (BOCK et al., 2009). O cédigo entao tem como
saida os valores do atraso a ser aplicado tanto em valores diarios quanto para corregoes

por segundo. Podendo ainda ser adaptado para alguma frequéncia intermediaria.

Acrescenta-se a proposta inicial a possibilidade de aplicagao para qualquer corpo
celeste. Teremos entao uma relagdo um pouco diferente, uma vez que nao sabemos a
altitude da orbita do sistema que sofre o efeito relativistico, também devemos levar em
conta as caracteristicas do corpo ao qual o sistema orbita. O cédigo foi escrito apenas
para os planetas do sistema solar, mas existe a possibilidade de acréscimo de uma base

de dados para que o mesmo cédigo seja aplicavel em cada caso.

A fim de obter um valor numérico a ser aplicado tomamos novamente a equacao
(5.49). A equacado contudo deve ser adaptada uma vez que em aplicagoes espaciais a
entrada que teremos, ou seja, o valor numérico que nos conecta ao caso fisico real é a

leitura de um acelerometro que nos diré a gravidade local.

Temos a aceleragao gravitacional, que pode ser descrita como:
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Isolando r temos:

(6.2)

Substituindo em (5.49), com M, sendo a massa do corpo celeste ao redor do qual

o sistema de estudo orbita.

1— 2%?(;
dt, = dt, (6.3)
1 _ 2VM.G
NG

Pode-se notar que para obter um valor do atraso desejado precisamos ainda da

massa do corpo massivo.

O codigo requer entao essas duas entradas. Primeiro seleciona-se dentre as opcoes

o corpo desejado e em seguida se insere o valor recebido do acelerometro.

Para além dos efeitos da relatividade geral o codigo inclui os efeitos da relatividade
restrita. Usando as equacgoes (2.44) e (2.46) obteremos os valores do atraso decorrente da

velocidade.

Segue uma visualizacao do funcionamento:

Selecione o planeta desejado
1- Mercurio
2- Venus
- Terra
L e
- Jupiter
- Saturno
- Netuno
- Urano

Figura 2 — Visualizacdo do funcionamento do aplicativo (primeiro passo).
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Ao ser executado o programa solicita uma entrada numérica para que seja escolhido
o planeta. Ele, entdao, armazena os valores de massa e raio do planeta. Como exemplo,

entraremos com o numero '3’ referente ao planeta Terra:

B | C\Users\lucas_4awgmri\Desktop\tcc.exe

Selecione o planeta desejado
1- Mercurio

2- Venus

3- Terra

4- Marte

5- Jupiter

6- Saturno

7- Netuno

8- Urano

Insira o valor marcado pelo acelerometro

Figura 3 — Visualizagdo do funcionamento do aplicativo (segundo passo).
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Deve-se agora inserir o valor vindo do acelerdmetro. Para o nosso exemplo usaremos
0.5650272780m,/s%, que ¢ o valor da gravidade na altitude dos satélites do GPS.

B | C\Users\lucas_4awqgmri\Desktop\tcc.exe - | X
Insira o valor marcado pelo acelerometro

6.5650272780

A altitude da orbita e de 2.819e+807 m

SR oK oK o oo o R 5K o o oK oK o K o oK oK s oK oK o o R o s o oK sk o o o o o o 5K o sk o o o ok sk ok sk ok e sk o o ok ok o ok ok o

Efeitos da Relatividade Restrita

-8.348788e-011s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 segundo

-7.213353e-866s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 dia

SR oK oK o oo o R 5K o o oK oK o K o oK oK s oK oK o o R o s o oK sk o o o o o o 5K o sk o o o ok sk ok sk ok e sk o o ok ok o ok ok o

Efeitos da Relatividade Geral

5.291219e-010s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 segundo

4.571614e-805s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 dia

SR oK oK o oo o R 5K o o oK oK o K o oK oK s oK oK o o R o s o oK sk o o o o o o 5K o sk o o o ok sk ok sk ok e sk o o ok ok o ok ok o

Efeitos da Combinado
4.456340e-018s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 segundo

3.8508278e-885s Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra apos 1 dia

Process exited after 17.86 seconds with return value @
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

Figura 4 — Visualizacao do funcionamento do aplicativo (terceiro passo).

O aplicativo entao retorna alguns parametros. O raio da drbita, para o caso de
orbitas circulares ou a distancia ao centro de massa caso contrario. O atraso é informado,

como dito, para os periodos de 1 segundo e 1 dia.

Os efeitos particulares da relatividade restrita e geral sao impressos separadamente.
Por fim o efeito combinado é gerado a fim de termos um valor que possa ser aplicado.
Pode-se verificar que os resultados sdo os obtidos no céalculos desenvolvidos nos capitulos

anteriores.

Temos entdao um produto funcional para aplicagdo na industria aeroespacial cons-
truido a partir de sélido conhecimento tedrico. Produto este que pode em qualquer planeta
do sistema solar para atualizacoes por dia ou por segundo. Podendo ser adaptado para

outros corpos celestes e outras frequéncias.
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ANEXO A - Cédigo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main()

{

double a=0 , G , Mt , Mp , ¢ , Rt , dt, dto , atraso, Rp ,Ro , v , gama, dtr ,
dtrs , dtrd , atrasos , atrasod , dtgs , dtgd;

int 1i;

G = 6.6742% pow(10,-11); // m*/(kg . s2)
Mt = 5.972%pow(10, 24); // kg

c= 299792458; // m/s

Rt = 6371000; // m

dto = 1; // s

do

{

fflush(stdin);

printf ("Selecione o planeta desejado \n 1- Mercurio \n 2- Venus \n 3- Terra \n
4- Marte \n 5- Jupiter \n 6- Saturno \n 7- Netuno \n 8- Urano \n ");

scanf ("%d", &i);

Ywhile (il= 1 && il!= 2 && i!= 3 && i!= 4 &% i!= 5 && i!= 6 && il!=7 && i'= 8);

switch(i)

{

case 1:

Mp= 3.3011*pow (10, 23); //kg
Rp= 2439700; //m

break;

case 2:
Mp= 4.8685%pow (10, 24); //kg
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ANEXO A. Cédigo

Rp= 6051800; //m

break;

case 3:
Mp= Mt;
Rp= Rt;

break;

case 4:
Mp= 6.4174*pow (10,
Rp= 3396200; //m

break;

case b:
Mp= 1.8986*pow (10,
Rp= 71492000; //m

break;

case 6:
Mp= 5.6846*pow (10,
Rp= 60268000; //m

break;

case 7:
Mp= 8.6810*pow (10,
Rp= 25559000; //m

break;

case 8:
Mp= 1.0243*pow (10,
Rp= 24764000; //m
break;

by

do
{

23); //kg
27); //kg
26); //kg
25); //kg
26); //kg

printf ("\n\nInsira o valor marcado pelo acelerometro\n\n");

scanf ("%41f", &a);
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// 0.5650272780 Para o GPS

Ro = sqrt(G*Mp/a);
twhile (Ro<Rp);

//Ro = 26559800;

printf ("\n\nA altitude da orbita e de %.3e m\n\n",Ro-Rp);

v = sqrt(G*Mp/Ro) ;

gama = 1/(sqrt(1-(pow(v,2))/pow(c,2)))-1;

printf ("******************************************************************

sskskskokkokokokkskkskskskokkok\n\n'" ) ;

printf ("Efeitos da Relatividade Restrital\n\n");

dtrs = -gamax*dto;

printf ("%.6es Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 segundo\n\n",dtrs);

dto = 24*60%60 ; //s

dtrd = -gamax*dto;

printf ("%es Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 dia\n\n",dtrd);

PrAntE  (Makskokkokokokskokskok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok KRR KRR R KR KRR KRR KR KoK KKK kK ok Kok ok K o
sokkskokokkokskokkokokkskokkk \n\n ") ;

printf ("Efeitos da Relatividade Geralln\n",dtr);

dto =1;

dt = dtox sqrt(1-2*xGxMt/(pow(c,2)*Rt)) / (sqrt(1-2xG*Mp/(pow(c,2)*Ro)));
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dtgs = dto - dt;

printf ("%es Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 segundo\n\n",dtgs);

dto = 24*60%60 ; //s

dt = dtox sqrt(1-2xGxMt/(pow(c,2)*Rt)) / (sqrt(1-2*GxMp/(pow(c,2)*Ro)));
dtgd = dto - dt;

printf ("%ies Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 dia\n\n",dtgd);

printf ("******************************************************************

sskskokkokokokkskskskskskkkkok\n\n'" ) ;

printf ("Efeitos da Combinado\n\n",dtr);

dto =1;

atrasos = dtrs+dtgs;

printf ("%es Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 segundo\n\n",atrasos);

dto = 24x60%60 ; //s

dt = dtox sqrt(1-2xGxMt/(pow(c,2)*Rt)) / (sqrt(1-2xGxMp/(pow(c,2)*Ro)));
atrasod = dtrd+dtgd;

printf ("%es Atraso em Relacao a um Relogio na Superficie da Terra

apos 1 dia\n\n",atrasod);

return O;

}



