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Resumo

O estudo de turbuléncia é essencial para entender os mecanismos que dominam a dinamica
de fluidos e dos plasmas. Um dos poucos resultados tedricos nao-triviais da turbuléncia
hidrodinamica foi obtido por Kolmogorov (1941), quem demonstrou que a terceira ordem
da funcao de estrutura (ou seja, o terceiro momento estatistico) das flutuacoes de velo-
cidade de um fluido segue uma lei-de-escala, o que foi amplamente confirmado através
de experimentos em laboratérios usando tuneis de vento e instrumentos de alta precisao

(Frisch, 1995).

Neste trabalho ¢é feita uma verificacao da lei de Kolmogorov (1941) utilizando dados da
componente vertical da velocidade do vento atmosférico coletados na copa da floresta
Amazonica atavés do calculo da funcao estrutural de terceira ordem e da aplicagao de
um ajuste linear no grafico resultante. O valor do coeficiente angular obtido dentro do
subintervalo inercial demonstra que a Lei de Kolmogorov é valida para os dados do vento
atmosférico. Além disso, foi feita a dedugao detalhada da teoria andloga da Lei de Kol-
mogorov para a teoria magnetohidrodindmica (MHD), apresentada pela primeira vez por
Politano e Pouquet (1998) e aplicével para a turbuléncia em plasmas. As implicagoes dos

resultados obtidos neste trabalho de conclusao de curso sao também discutidas.

Palavras-chaves:Turbuléncia. Kolmogorov. Escalas. Plasmas. Magnetohidrodinamica.






Abstract

The study of turbulence is essential to understand the mechanisms that dominate fluid
and plasma dynamics. One of the few non-trivial theoretical results of hydrodynamic
turbulence was obtained by Kolmogorov (1941), who demonstrated that the third order
structure function (that is, the third statistical moment) of fluid velocity fluctuations
follows a law of -scale, which has been amply confirmed through laboratory experiments

using wind tunnels and high-precision instruments (Frisch, 1995).

In this work, a verification of the Kolmogorov (1941) law is performed using data from
the vertical component of atmospheric wind speed collected in the canopy of the Amazon
rainforest by calculating the third-order structural function and applying a linear fit to the
resulting graph. The slope value obtained within the inertial subinterval demonstrates that
Kolmogorov’s Law is valid for atmospheric wind data. Furthermore, a detailed deduction
of the analogous theory of Kolmogorov’s Law was made for the magnetohydrodynamic
(MHD) theory, presented for the first time by Politano e Pouquet (1998) and applicable to
turbulence in plasmas. The implications of the results obtained in this course conclusion

work are also discussed.

Key-words: Turbulence. Kolmogorov. Scales. Plasma. Magnetohydrodynamics.
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Introducao

Entender o comportamento turbulento de escoamentos de fluidos é um dos prin-
cipais problemas da fisica classica. Inimeros exemplos de caracteristicas turbulentas sao
vistos em todas as escalas do universo, do interior de células ao fluxo de ar no sistema
respiratorio de seres vivos; dos oceanos e das atmosferas de planetas até as escalas ga-
laticas. O fenémeno ja era estudado 500 anos atras. O renascentista Leonardo da Vinci
atribuiu ao escoamento nao comportado de fluidos o termo turbolenza, dando origem ao
nome que ¢ utilizado atualmente. Mais tarde se deu um tratamento de carater matematico
aos estudos sobre turbuléncia, com destaque para os trabalhos de Kolmogorov (1941) e
Frisch. (1995).

O movimento de um fluido incompressivel de viscosidade v pode ser descrito pelas
Equacoes de Navier-Stokes (CONSTANTIN; FOIAS, 1988):

4 @-Vi=-Vp+uvVi+ ], (1)

V-i=0, (2)
onde f representa as forgas externas que injetam energia no fluido e o forcam a se mover
e U é a velocidade caracteristica do escoamento. Na equagao (1) o segundo termo do
lado esquerdo representa os transportes macroscopicos, ou seja, advecgao e convecgao,

enquanto que o segundo termo do lado direito representa a difusdo molecular.

Para medir o quao turbulento é um escoamento, usa-se o parametro adimensional

chamado nimero de Reynolds, definido matematicamente por

ulL
Re = — 3
=", Q

onde L representa a escala de comprimento analisada.

Quando Re < 1 trata-se de um fluido viscoso, com movimento regular e linear. Por
outro lado, se Re > 1, temos um regime turbulento. Nesse caso, @ é altamente irregular,

as flutuacoes em torno de seu valor médio variam rapidamente,

(7.t) = U + 0. (4)

gy

Onde du indica as flutuagoes de velocidade em uma determinada escala. Tem-se que duy ~

0U, ou seja, as flutuacoes tem a mesma ordem de grandeza que a velocidade de escoamento
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do fluido. Assim,

Re = 2l (5)

14

A turbuléncia é alimentada pela injecao de energia através das escalas do fluido,

das macroscopicas para as microscopicas. Esta energia injetada é representada por

1
e=3 /d3r|62|. (6)

Tomando a derivada temporal temos

d . .
= v [@rV - ap+ [da- ] (7)

Na equacao (7), o primeiro termo a direita representa a dissipagdo de energia
enquanto que o segundo termo, a injecao de energia, definida por Ve, a poténcia injetada

por unidade de volume.

Para o caso estacionario, temos

1 3 = 2\ _
Vv/dr<|v-u| >—5. (8)
Dimensionalmente temos que
ous
~ L 9
e )

Pela equagao (9) vemos que € deve ser finito e independente da viscosidade. O tinico modo
disso acontecer ¢é se (|V - @?) for dominado por grandes gradientes (pequenas escalas).
Essas pequenas escalas sao chamadas de escalas de viscosidade e podem ser determinadas

em termos de v e €:

1 1
3\ 1 LA\ 3
~l =1 ~ = LRe 1 L. 1
l, <€> <5u%L3> Re 1 < (10)

Essa ¢ conhecida como a escala interna de Kolmogorov. Temos entao

L>1>1, (11)

Esse intervalo é conhecido como subintervalo inercial. L representa as escalas ma-
croscOpicas, onde a energia ¢é injetada, 1 as escalas intermediarias, sao essas escalas que
levam a energia injetada no sistema para as menores escalas, [,. Em [, a energia ¢ dissi-

pada.
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Neste trabalho damos continuidade a deducao da teoria de Kolmogorov (1941)
feita no primeiro trabalho de conclusao de curso. A validade dessa teoria serda comprovada
utilizando dados da velocidade do vento medidos na copa da floresta Amazonica. Além
disso, seré feita a dedugao da equagdo andloga a teoria de Kolmogorov (1941) para o caso
de turbuléncia magnetohidtrodinamica (MHD). A presente monografia esta organizada do
seguinte modo. No capitulo 1 é apresentada uma revisao sobre a turbuléncia hidrodinamica
e as leis de Kolmogorov (1941). No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos basicos da
teoria magnetohidrodinamica. O capitulo 3 apresenta a metodologia e os resultados da
verificagdo da teoria de Kolmogorov (1941) utilizando dados observacionais, e a dedugao
da teoria andloga para a turbuléncia MHD. Finalmente, no final do capitulo 3 apresentam-

se uma discussao dos resultados, as conclusoes e possiveis trabalhos futuros.






Parte |

Turbuléencia Hidrodinamica e as Leis de

Kolmogorov
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1 O Espectro de Energia de Kolmogorov

1.1 A Primeira Teoria Quantitativa: K41

Kolmogorov (1962), postulou que, para nimeros de Reynolds suficientemente ele-

vados, alguns fatores se fazem presentes
« Universalidade: o tratamento estatistico das pequenas escalas é o mesmo para qual-
quer fluido em escoamento turbulento;
o Homogeneidade: nao existem pontos especiais, todos tem a mesma importancia;
» Isotropia: ndo existem direcoes preferenciais;
o Localidade das interacoes: o fluxo energético se da via cascata entre as escalas.
O fluxo de energia entrando ou saindo de uma escala é dado por €. A energia

nao pode simplesmente aparecer em qualquer ponto dentro da escala inercial. Em 1922,

Richardson teorizou que a transferéncia de energia ¢ de cardter local e se d4 via cascata

L L
L—————.. =1 1.1
T (1.1)

Dimensionalmente, para o fluxo de energia, temos

5& ~ ¢ = constante (1.2)
i
O tempo de cascata é
- (1.3
Tl 6u1 .
Substituindo (1.3) em (1.2) temos
3
UL o s iy~ (2) (1.4)
A forma espectral é dada por
Su? ~ / k)dk ~ 17 — B(k) ~ 3k (1.5)

A equacao (1.5) corresponde ao espectro de energia de Kolmogorov com k sendo o niimero

de onda.
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2 Estruturas das Pequenas Escalas da Tur-

buléncia, Funcoes de Correlacao e Lei %

2.1 Funcoes de Correlacao: Descricao Estatistica da Turbuléncia

Nas equagoes (1) e (2), @ é um campo aleatério no espago-tempo. Prever um
particular «(Z,t) é praticamente impossivel e sem sentido fisico algum. Tenta-se entao

prever alguns valores médios para as grandezas envolvidas.

A hipétese ergdtica (ver (FRISCH., 1995) para mais detalhes) é usualmente utili-
zada em analise estatistica. A hipdtese assume que o valor médio de um dos pardmetros

no tempo e o valor médio estatistico sao os mesmos.

Formalmente, P;[u](27)] é a probabilidade de se obter a velocidade 43 no ponto 27,
Pylui, uy, 27, 23] é a probabilidade de se obter a velocidade 4] no ponto 7 e a velocidade

15 no ponto T3 e assim por diante.

Para pequenas escalas, pode-se assumir que a turbuléncia ¢ homogénea, i.e., todos

os pontos no espaco tem a mesma importancia estatistica. Entao,

o Pi[uy, 21| = Pi[uy]; é independente da posigao.

o Pyluy,us, o5 — 21); depende apenas da distancia entre os pontos

As fungoes de correlagao sao definidas como

Sp = ((u(@+7) — u(@)"),

onde p é o grau da funcao e 77 é o vetor da distancia entre dois pontos proximos nos quais
se mede a quantidade u. Se u for uma grandeza vetorial (velocidade ou vorticidade, por

exemplo), podemos trabalhar com fungdes de estrutura longitudinais e transversais.

2.2 Invariancia de Galileu

Se u/(i,t) = @(i—Ut, t)+U, entdo o incremento da velocidade serd P[6@; 75 —a7). B
por vezes dificil realizar essas medidas, entao pode-se trabalhar com os momentos. Na fun-
cao de estrutura temos que (dw;0u;) = S;(7), ¥ = x5 — 1. (w;(21)u;(23)) = C;;(r) é uma
funcao de correlacao. Em geral podemos tratar de uma fungao de correlagao que tenha m

1

poténcias de u; tomados em n pontos diferentes. Vemos que a energia 3 (|@(Z)|?) = $C;;(0)
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é uma funcao de segunda ordem de um ponto, independente da posi¢do. Formalmente,

(wi(@1)uj(72)) = [ Duy Duy Pluy, uy, ©5 — Z1). Matematicamente,

Si; (7) = (0uou;) = ((u2 — uri)(ug; — wrj))

Sii(7) = (ugitigg) + (uriurz) — (Uritizg) — (U1juz;)

onde <U2ﬂt2j> = C3(0), <U1¢U1j> = Cy5(0), <U1iu2j> = Cij(f‘)v <U1ju2i> = Cji(F)-
As simetrias auxiliam a reduzir o nimero de fungoes escalares. Da homogeneidade
temos Cy;(21,22) = Ci;(z3 — 7). A isotropia assegura que nao ha diregdes especiais,

preferenciais. Entao

Cij () = C1(r)dij + Colr)firy + Cs(r)eijrrs.

A paridade diz que Cyj(—7) = Cy;(7) e que Cy;(—7) = —C};(7). Tem-se, portanto, duas

funcoes escalares restantes:

Cij () = Crr(r) (05 — 7iry) + Croriry.
Qualquer tensor de segunda ordem isotrépico é proporcional a 9;;, entao

Ca(0) _ (w?) 2

1 2
Cii(0) = 3{u)d;; = ed
Portanto,
Sij(7) = 2 (u?)ds; — 2Ci;(7) = Srr(r)(6i; — Firy) + Spi(r)firy,
Com
2,5 2,5
Srr = §<u ) —2Crr, Srr = g(u ) —2CLL,
Sii =0, Cii(0) = 2C77(0) + Crr(0).

A incompressibilidade gera uma restricao ainda maior: % = 0, tal que

0Cy _ 9Cy _
812]' - 87‘]' -
e, assim,
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Tr(r)f (0 — i) + Cpp ()i +
5ijrj 37“,‘ T'Z‘T’j N N ’ 2
+(Cpp — CTT)< Sty 2ty ) = A[Ch+ S (Cu— Orr)]
Nota-se que
0 r; 0 0
or; ror  or
O termo em parénteses ¢ equivalente a
0 n,
dry r2’
e o termo entre colchetes é
10 , 2
——1r“Cp = —C
29, CLL TT
Obtem-se assim a relacao de von-Karmam:
10 1 0
CTT<7’) = f*TZCLL = <1+T>CLL. (21)

2r Or 2 Or

Existem relagoes analogas para Spr e Spr. Asim, precisamos de apenas uma fungio es-

calar, por exemplo Sy (r).

H&4 uma descricao dentro do espaco k:

1 - 1 PO
wl®) = G / ke u (k) » %:elk‘”uz(k)
Entao
(uiRyus(B) = [ & [ e B0 @y (),
onde
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A primeira integral em (2.2) é igual a Cy;(k) e a segunda, (27 )30 (k — k7).
Dessa forma
(s (Fyus () = Ciy () 28 (F — ).

Como feito anteriormente, se estuda as propriedades dos principios assumidos por

Kolmogorov.

Isotropia e paridade levam a

Cij(k) = Cu (k)b + Ca(k)kiky
A incompressibilidade diz que k;C;; = 0 logo Cy = —C e portanto

Cij (k) = C(k)(8i; — kiky).

E conveniente definir o espectro de tal modo que

R —— | akem)

Bem,

>U0lume

k| KT 0 (R ug (K)).

Com Cy(k) = (27)35(/2 + '), onde Cy(k) = 2C (k). Assim,

/O " d0sin(0) [ dpC(k)

0

l{:QC’
_/ dk 2772
Obtemos entao
E T 1.2
(k) = 5 5FC(F).

Pode-se agora associar o espectro a uma funcao de correlagao

Ck) = ~Cu(R) / Pre=FTC,(7)
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(e%e] 7T 2m T
= ;/ drr?[2Cr(r) + OLL(T)]/ dfsin(0) dpe kT
0 0 0

Vale ressaltar que
1 !
[QCTT(T) + CLL(T)] = CLL + iTCLL

sin(kr)
kr

™ 2m o,
/ dfsin(6) dpe " " = 4n
0 0
De modo que

sin(kr)
kr

1 o)
C(k) = 5/ drr?[3CL + rCy 4
0
Mas [3Crr, +rCpp] = 5 2r3Cpr. Dessa forma,

sin(k

kr

C(k) =2r /Oo dr r) ;TgoLL(T’)
0

Cualr) = 5(u?) = 550 (r),

e entao

C2m, o g sin(kr), o oo sin(kr) 9
C(k) = 3<u)/0 dri]ﬁr 3r 7r/0 dr e Spr(r).

O valor da primeira integral é zero. O que leva a

EMJ—>MZC%):]%QAwdr

272 T

sin(kr) 0 4
L 57” CLL(T>.

Para pequenos valores de k

_Logp e 0 g Ly 50 g _14/C>o 4
E(k) = 7rk l/o dT@rT Crr(r) Gk /0 drr o Cro(r)+...| = 37rk ; drr*Crp(r)+...

A primeira integral é também nula uma vez que Cpp(r — oo0) — 0 mais rapido

que —. A segunda ¢é igual a —2 [5° drr*Cp(r). Desse modo,

1 00
mm=§WAcm%nm.

O termo [5° drr*Cr, = A é o invariante de Loytsyanskii.
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2.3 Lei % de Kolmogorov

Comecamos a construir a segunda Lei de Kolmogorov partindo da funcao de cor-

relacao para a velocidade

0

at<uliu2j> = _87l<uliullu2j> - 87l<uliu21U2j>
1 2
0 0
_(97u<p1u2j> - 87%<p2u1i>

+VV% <u1iu2j> + I/V§<U1iu2j>

(i fo5) + () f1s)

Por conta da homogeneidade do espaco
(uriug;) = Cy(7)
<U1iu1lu2j> = Oz‘l,j(F)

<U1iU21U2j> = CZj,z‘(:T) = _Clj,i(m

0 0o 0 0

doy O dwy  On

A isotropia faz com que os termos que envolvem a pressao desaparecam. Temos um
termo dissipativo, 20V2C;(7), e um termo injetivo, term 2¢;(7). Usando essas relagoes

temos entao

0
0,Cyj = %(Cil.j + Cjii) + 20V2Cij + 2e45(7)

Como Cj;(7) depende apenas de uma funcao escalar, podemos pegar apenas o traco sem

ter o prejuizo de perder informagoes

1
*8,50“(77) = iCdl + VVZCZ',' + Ezz(ﬂ (23)
2 87"1 ’

Essa ¢ uma versao de dois pontos para a energia. Com a isotropia e a homogeneidade

sabemos que
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0
Cii(r) =2Crr(r) + Cpp(r) =2CLL +r—Cr + CrL

or
10
=g Cu
Mas Cr, = —5S1r + 3(u?), entdo
1 0
Cii(r) = (u2> — ﬁa—rg’SLL(r)

A funcao de correlagao tripla Cj ; depende apenas de uma funcao escalar

1 R 1 R R o
Cil,j(r) = —E [SLLLéilrj — i(TS/LLL + QSLLL) (51']'7“1 + 513'7“@') + <’I“SILLL — SLLL) Tﬂ“l’l“j]

Para i =)

1
ATl (TS/LLL + 4SLLL> = 7777’4SLLL-

Substituindo essas relacoes em 2.3 obtemos uma relacao entre as fungoes de cor-
relacdo de segunda e terceira ordem, Sp; e Srrr, chamada Equagao de von-Karmam
Howarth.

Se assumirmos um regime estacionario e injecdo de energia em grandes escalas,

podemos simplificar 2.3 como

0 0
— | Cy4 —Cy| = —e¢. 2.4
ar [CZ,,Z + v ar (J“] € (2.4)
Integrando,
0 1
Cil’i + V%CZZ = —557”1.

Usando os resultados anteriores para Cj; e Cj;, o primeiro termo do lado esquerdo da

igualdade ¢é igual a

1 .19
ET[TTETZL lSLLL - GVSLL‘| .
Dessa forma
4 ’
SLLL = —557’ + 6VSLL. (25)

Essa é Lei % de Kolmogorov.
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3 MHD

A teoria magnetohidrodindmica (MHD) descreve o comportamento macroscépico
de um fluido eletrizado (plasma). As escalas macroscopicas sao aquelas maiores que as
escalas caracteristicas do plasma, tais como o comprimento de Debye A\p e o raio de
Larmor p; das particulas carregadas (BISKAMP, 2003).

3.1 Equacoes MHD

Seguindo o livro de Dieter Biskamp (2003) iremos encontrar as equagdes para a

teoria MHD.

3.1.1 Equacdes de Movimento

A equacgdo do momento na MHD pode ser obtida levando em consideracao todas

as forcas atuantes em um elemento de volume do fluido V', com massa p.

Na presenca de um campo eletromagnético, uma particula fica sujeita a Forca de
Lorentz: ¢;(E + Uj X B/c). A for¢a em um elemento macroscopico do fluido é o somatério
das forcas que atuam individualmente em cada particula, 5QE +6Jx B /c. Para a maioria
dos fluidos é verdade que dq ~ 0, restando apenas a atuacdo da componente magnética

da forca

. 1o -
F,=6V-jx B, (3.1)
C

com 0.J = joV.

A segunda forga atuante é a que surge em funcao da pressao térmica. Assume-se
que as condigoes de equilibrio térmico prevalecam e assim tem-se que o tensor de pressao

é isotrépico, p;; = pd;j, resultando em

By = — 7{ pdS = —5Vp. (3.2)

A integral é tomada em toda a superficie do elemento de fluido. A forga gravita-

cional serd

Firan = 0V pgf (3.3)
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Como se trata de fluido, teremos uma componente devida a viscosidade. De ma-
neira semelhante a forca da pressao térmica, a forca de viscosidade atua na superficie do

elemento de volume,

Foise j{ G . 45 = sV - G, (3.4)

com

(W)

(w) —
o - Uij )

sendo o tensor de estresse e definido matematicamente como

2 S
O-(”) =L (atvj + atvi) — géwv U ) (35)

v

1 é a viscosidade e é tratada como constante. O primeiro termo dentro dos colchetes

é o tensor de deformacao

Wi; = at’l}j -+ at'l}i. (36)

Somando todas as forcas, tem-se a equagao de movimento, ou equagdo do momento

8 = 4 1—* — 1—» —
pdf;’ = (0, + T V)T = ~Vp+ -] x B+p§+u<v2v+3v (va)) (3.7)

A densidade de corrente ; tem relagao com o campo magnético dada pela Lei de

Ampere

VxB=—j (3.8)

O vetor deslocamento é omitido, consistente como o fato de que as cargas sao
negligenciadas. Com isso a equagao de continuidade para a densidade de cargas é V-3 = 0.

Substituindo para j, a forca de Lorentz pode ser escrita como

onde TM = T é o tensor de estresse magnético

1
T™ 2

1

- BiB;. (3.10)
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O primeiro termo do lado direito atua como uma pressao isotropica que pode ser

combinada com a pressao térmica e entao tem-se a pressao total

BZ

P=p+ —. 3.11
Pt (3.11)
A razao
8mp
caracteriza o quao forte ¢ o campo magnético que atua no plasma.
Para a dinamica do campo magnético, tem-se a Lei de Faraday
OB =—cV xE, (3.13)

com o campo elétrico sendo determinado pela Lei de Ohm.

Para o referencial em repouso do elemento de volume, E' = £, onde o ¢ a conduti-
vidade elétrica. Para o referencial de um observador, o elemento de fluido se move a uma

velocidade v e, entdao, o campo elétrico é obtido das transformagoes de Galileu

— — — 1 —
EFE—-F=F+ -UxB.
c
Assim
— 1 — ]_—-\
E+4+-vx B=—j. (3.14)
c o

A equagao (3.14) é a versao generalizada da Lei de Ohm. Substituindo E na Lei de
Faraday e assumindo que a condutividade é uniforme, encontra-se a equacgao de advecgao

e difusao para o campo magnético

B —V x (7 x B) = nV?B, (3.15)

que também é chamada de Lei de Faraday ou ainda de equagao da indugao. n = <&

Ao

é a difusividade magnética ou resistividade.

A conservacao de massa leva a equacao de continuidade para a densidade de massa.

A variagdo da massa do elemento de volume

d -
— av :—f v-d 1
dt /(svp pu-ds (3.16)
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Pelo Teorema de Gauss

. d .
8tp+V-pﬁ:£+pV-ﬁ:0 (3.17)

V - ¢ = 0 para fluidos incompressiveis.

Por ultimo, tem-se a equagao dindmica para a pressao. Para condigoes préximas
as do equilibrio térmico, a pressao estd relacionada a densidade p e a temperatura T pela

equacao de estado.

Quando se lida com plasma diluido, pode-se assumir como valida a lei do gas
ideal que, para para um plasma formado por elétrons e apenas um tipo de ion positivo

monovalente, fica

p =2 kpT = 2nksT, (3.18)

)

onde m; é a massa do ion, n ¢ a densidade numérica de particulas, p =~ nm; e kg

é a constante de Boltzmann.

O processo de condugao de calor é difusivo e, portanto, pode ser negligenciado
para escalas suficientemente grandes, o que leva a transformacao de estado do elemento

de fluido a ser adiab&tica

Ci(ppv) =0, (3.19)

que é equivalente a um escoamento isentrépico % = 0, onde a entropia do gas ideal

s = cyln(pp™7). (3.20)

A equagao (3.19) pode ainda ser escrita como

Op + U - ﬁp + 'ypﬁ U =0, (3.21)

__cp z . /s / . 5
com 7y = & € o expoente adiabdtico. Para um gas simples, 7 = 3.

Para que os efeitos do aquecimento e do resfriamento sejam contabilizados, pode-se
introduzir uma relagado mais politropica: p(p) ~ p?, com algum valor de p” menor que o

valor adiabatico.

Tem-se que v = 1 descreve variagoes isotérmicas de pressao, correspondendo a
conducao infinita de calor, enquanto que 7 — oo descreve a dindmica de fluidos incom-

pressiveis (V- 7= 0.)
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Se a condugao de calor nao for negligenciavel, a energia interna u = %(7 — 1) deve

ser considerada. Para a temperatura

OT +7-VT + (y—1)TV -7 = (y — 1)&VT, (3.22)

com k sendo a difusividade de calor.

Em um tratamento consistente nao apenas a conducao de calor mas também a
viscosidade térmica e a dissipacao 6hmica devem ser consideradas também para a equacao

de energia

p(@ﬁ—ﬁ-ﬁ)u—i—pﬁ-ﬁ:—V-cj’—i—a(“):Vﬂ'——jz (3.23)

onde ¢ = —/ipﬁT.

Os efeitos dissipativos tem a forma de processos de difusao com viscosidade cinética

v, e com as difusividades magnética e térmica, 7 e k.

Para estudos numéricos da turbuléncia é comum usar operadores de difusao de

ordens maiores, a hiperdifusao

V2= V* a>1 (3.24)

« é chamado de dissipatividade.

3.2 Campos de Elsasser e Normalizacao Temporal de Alfvén

Como a MHD é focada em plasma incompressivel, a onda de Alfvén é o modo
linear mais importante. Para o caso em que a velocidade da onda de Alfvén e o campo

magnético sao paralelos

b
v = :I:Z\/47rp0.

O efeito fundamental das ondas de Alfvén na MHD se torna evidente quando se
escreve as equacoes nao lineares da MHD em termos dos campos de Elsésser, definidos

como

b. (3.25)
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Para fins de simplificagdo, normaliza-se as equacées da MHD com respeito ao

tempo de Alfvén 4 = i

t b

P _ 3.26
A By povi b (3.26)

Nessas unidades, a difusividade magnética ¢ o inverso do niimero de Lundquist

5=k
n

Os campos de Elsésser se tornam simplesmente
FE=7+0b (3.27)

Adicionando (3.7) e (3.15), tem-se

> - 1 1
0,257F V2t = -VP+ §(V +n)V2E + 5(1/ —n)V2F, (3.28)

V-7 =0

Linearizando essas equagoes em torno de um campo magnético By uniforme e

desprezando efeitos da dissipacao,

2F F By V2t =0. (3.29)

A variavel z~ descreve as ondas de Alfvén se propagando na direcao de g@, Z (x—

B?)t), e 2T descreve as ondas de Alfvén se propagando na direciao oposta go, 2t (z + BT)t).

Como os campos de Elsdsser sao as variaveis fundamentais da MHD para o caso

incompressivel, também convém expressar as invariantes em termos destes campos.

A energia fica

E- i [aviE? + ), (3.30)

e a helicidade se torna

HE = i [aviEy -7 (3.31)
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H™ nao é expressa em termos dos campos de um modo conveniente. Porém, ha
uma outra grandeza importante para a turbuléncia MHD, chamada de energia residual,

dada pela diferenca entre as energias cinética e magnética, que pode ser expressa como

B = ;/de? By = ;/de 5 (3.32)

3.2.1 MHD e a Funcdo Estrutural de Terceira Ordem

H. Politano e A. Pouquet (1998) mostram em seu artigo como as fungoes estru-
turais ficam em termos das variaveis da teoria MHD. As fun¢bes estruturais neste caso

também sao deduzidas a partir das equagoes de Navier-Stokes. Para um fluido incompres-

sivel podemos escrever (1) como

(0 + 2% - V) &5 = VP, + v, V275 4 1 V2T, (3.33)

Como visto anteriormente, ' é o campo de Elsédsser e b é a indugdo magnética.
(v £1)/2, com v sendo a viscosidade e 7, a

P, = P +b/2 é a pressao total. vy
difusividade magnética, e, V-7 = 0, V-b=0.
Politano e Pouquet (1998) deduzem as fungoes de escala em termos da velocidade

e do campo magnético
(603 (7)) — 6(b7 (D)v (T + 7)) = —Kge'r, (3.34)

—(0b3 (7)) 4 6(v2 (Z)by (T + 7)) = —K4¢°r. (3.35)

Os subindices L e d representam a componente longitudinal e o niimero de dimen-
¢ correspondem ao fluxos de energia total e de

soes analisadas, respectivamente. €’ e €
correlagao
T —
e ==(e"+¢€),
1 _
60 = §(€+ — € )7

kq obedece a relacao d.(d + 2)K; = 12. A Lei 4/5 de Kolmogorov é recuperada

para5:Oed*:d:3.
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4 Metodologia

Para a parte do trabalho dedicada a teoria hidrodinamica, utilizamos os dados
coletados e apresentados no artigo Chian et al. (2008). Fazendo um estudo sobre turbu-
léncia na atmosfera, os autores coletaram dados sobre a velocidade do vento na copa das
arvores na floresta amazonica em 1999. Os dados foram coletados durante o projeto LBA
(Large-Scale Biosphere-Atmosphere Experiment in Amazonia). O projeto visava estudar
fungoes climatoldgicas, bioquimicas, ecoldgicas e hidrologicas da Amazonia, os impactos
do desmatamento e as interacdes entre a Amazonia e o clima da Terra. As velocidades
verticais do vento foram coletadas para trés alturas diferentes, abaixo da copa, na altura
da copa e acima da copa das arvores (108000 dados para cada altura). Os dados foram
coletados a uma taxa de 60Hz por um anemometro sonico. As antenas foram instaladas
em varios pontos diferentes no estado de Rondonia, ver figura 1 abaixo, os dados anali-
sados neste trabalho sao referentes aos dados coletados na antena instalada na Reserva
Bioldgica de Jaru (Rebio Jaru.) Com os dados, foram construidos graficos de séries tem-
porais para as velocidades. Além disso, por meio de um cédigo em C, calculou-se valores
para a funcao estrutural de terceira ordem, o que permitiu, por meio de andlise gréafica, o

estudo da faixa inercial de Kolmogorov.

Para o estudo da turbuléncia MHD, foram feitas deduc¢oes matematicas para obter a
relacdo da funcao estrutural de terceira ordem, seguindo o trabalho de Bandyopadhyay
(2020).
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11.58
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133
65.5W B5W B4.5W G4W B3.5W G63W B2.5W 62W B61.5W 61W 60.5W 60W 59.5W

1 4 00

Figura 1 — Mapa com a topografia da regiao da coleta de dados, as linhas em cinza mais
claro denotam os pontos mais elevados da regiao.Fonte:(DIAS, 2002)
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5 Resultados para a Hidrodinamica

5.1 Verificacao Experimental da Lei de Kolmogorov

Como mencionado no Capitulo 4, utilizaremos dados da velocidade vertical do
vento medidos em trés alturas diferentes. As figuras 2, 3 e 4 mostram as séries temporais
da velocidade medida no meio, abaixo e acima da copa das arvores, respectivamente.
Ao plotarmos as séries temporais das velocidades, verificamos os perfis de intermiténcia
das mesmas. Nesses graficos, wM representa os dados na altura da copa das arvores,
wl representa os dados abaixo da copa das arvores e, por fim, wS representa os dados
medidos acima da copa das drvores. Os dados wl, wM e wS estdo em m/s e o tempo estéd

em segundos, no intervalo entre 0 e 1800s. As medidas foram feitas entre 12h e 12h30min.

1,5 1

1,0 1

0,5

0,0 1
= ]
2

0,5

1,0

1,54

-2,0 —71tr 1T 1T+ T+ 71T 17T 1T T 71T
200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
tempo

Figura 2 — Dados wM: perfil de intermiténcia na altura da copa das drvores (21m).
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wi
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T
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Figura 3 — Dados wl: perfil de intermiténcia abaixo da copa das arvores.
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Figura 4 — Dados wS: perfil acima da copa das drvores (66m).
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Para montar a escala temporal, levamos em consideracao que cada medida foi coletada a

cada 1/60s, portanto, para 108000 dados, teremos um tempo total de 1800s

Outra parte do processo envolveu computar valores para a funcao estrutural de terceira
ordem. Para tal, foi criado um codigo em C que 1é os arquivos que continham os dados

das velocidades. De forma simploria, definimos a funcao de terceira ordem como

1 3
83 = 5 [[w(r + i) — w(t;)]] (5.1)
Aqui, N é a metade da quantidade de valores, ou seja, 54000. 7 é o intervalo entre duas
medidas, se 7 = 1, teremos a diferencga entre as medidas ws e wy, se 7 = 2, teremos w3 —w;

e assim por diante.

Com os valores obtidos para S3, partiu-se para a verificagao da Lei % de Kolmogorov
(2.5) quando v — 0. Para o caso de baixa viscosidade, ou seja, para escoamento turbulento,

temos

4
S3 = —er (5.2)

No lugar de r usaremos a escala de tempo mencionada anteriormente, de 0 a 1800s,
correspondendo ao instante em que cada medida foi tomada. Como justificativa para
tal substituicdo foi utilizada a Hipdétese de Taylor. A Hipdtese diz que as funcgoes de
covariancia da turbuléncia em uma localizacdo fixa no tempo e no espaco na direcao

longitudinal sdo, em boa medida, as mesmas fungoes (BOLZAN, 2004).

A fungdo fica entdo com a forma

4 (71
Sg = —56<60> (53)

Para que essa relagao apresente carater linear, fazemos

log[Ss] = logl— ;le(&)ﬂ

4 T
log[S;] = log[ - 5€‘| + log [60] (5.4)
Se fizermos y = log[Ss] e © = log|[T/60], é esperado que, na regiao do ajuste linear, o
coeficiente angular da reta seja proximo ou igual a 1. Abaixo temos os graficos dos trés

conjuntos de dados.
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—— Log(S3)
. —— Ajuste Linear
-1,0 1
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-2,0 1
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Figura 5 — Ajuste para os dados wl, abaixo das copas das arvores.

— Log(S3)
. —— Ajuste Linear|
0,54
1,04
_1’5__ Equation Y =a +b*x
1 Weight No Weighting
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_ Slope 1,030 0,01012
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Figura 6 — Ajuste para os dados wM, na altura das copas das arvores.
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—— Log(S3)
0,0 - — Ajuste Linear
_0,5 -
-1,01
p 5__ Equation Yy =a+b*x
] Weight  No Weighting
™ 20l Residual  0,00949
5 Sum of
2 1 oo
a  -254 Pearson's 0,99938
] Adj.R-Sq 0,99874
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35 Intercept -1,465 0,00156
’ LogS3
- Slope 1,081 0,00439
4,04
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Figura 7 — Ajuste para os dados wS, acima das copas das arvores.

Da Figura 5, é possivel observar que o ajuste linear para os dados abaixo da
copa das arvores (wl) é valido para um intervalo relativamente pequeno de 7/60, quando
comparado com o mesmo intervalo obtido para os dados no meio e acima da copa (wM
e wS, respectivamente). Da mesma forma, também pode ser observado que o coeficiente
angular da reta foi igual a 0,906 para os dados wl, enquanto que para os dados wM e wS os
valores obtidos foram 1,030 e 1,081, respectivamente. Esses resultados serao interpretados

na conclusao.
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6 Resultados para a MHD

6.1 Uma Derivacao para a Funcao Estrututal de Terceira Ordem

Em 1941, Kolmogorov deduziu uma expressao para a cascata de energia dentro
da escala inercial a partir das equagoes de Navier-Stokes. Essa expressao foi a funcao
estrutural de terceira ordem para fluidos homogéneos, isotrépicos, incompressiveis e neu-
tros (BANDYOPADHYAY, 2020). Politano e Pouquet (1998) obtiveram uma expressao
equivalente da funcao de terceira ordem para a turbuléncia MHD usando as variaveis de
Elsésser. A funcao de terceira ordem vem sendo usada como um método de se estudar e

estimar as taxas de transferéncia de energia no vento solar, por exemplo.

Podemos escrever a fungao estrutural de terceira ordem como duas leis de escala
simétricas em termos dos campos de Elsdsser (BANDYOPADHYAY, 2020)

V- (02675 ) = —4e* (6.1)

onde 675(7,7) = Z5(Z + 7) — Z(¥). Para sistemas homogéneos, (627 |§z%|?) ¢ uma funcio
apenas do vetor deslocamento 7.

O lado direito da equagao (6.1) é a taxa de dissipagao das energias de Elsésser,

dada por e* = £0,(|z*|?), com a taxa total de transferéncia de energia sendo dada por

1
= — + -
€ 2(6 +e).

A equagao (6.1) é aplicavel no intervalo inercial, onde € é constante. Se o sistema for
isotrépico, podemos integra-la sobre o volume de uma esfera de raio r para obter a Lei de

Kolmogorov-Yaglow para a MHD

YE(r) = ——¢*r (6.2)

onde Y*(r) = (7 - §2F(7)|02%(F)|?) sdo as fungdes estruturais de terceira ordem mistas.

(6.2) é a abordagem padrao para se estimar as taxas de transferéncia de energia para a
escala inercial no vento solar (BANDYOPADHYAY, 2020).

Quando se assume uma forte anisotropia, os resultados sao comparaveis com os do caso

isotropico.
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Para deduzir a funcao estrutural de terceira ordem comecamos pelas seguintes

equacoes

Ozt = —2 8kz + BOkﬁkz — O;p + vOROpzE 6.3
i k i

Ot = — 2702 £ Budyei! — Ol + vy 0! (6.4)

+/

2* denota o campo em uma posicdo x ¢ z*’, 0 campo em uma posicio x + r.

Definindo 62 = 2% — 2% e 0p = p' — p, ao fazer a subtracio da Eq.(6.3) da Eq.
(6.4), temos

(2 — 2F) = —(270,2F F Bop) 0,2 — 0lp + v0,0,2F

)

+(2FOkz” F Bow)Oxz” + Oip — v0r0r2; (6.5)

— 0,027 = —27 0, (2 — 2F) + B0y (27 — 2F)
=0V = p) + v (5 — =)
2Ok (2F — 2F) F BopOp(2F — 2)

(2

+0:(p = p) — vOOk(" — %) (6.6)

Como as varidveis com linha sdo independentes das varigveis sem linha, 9,z = 9,2

teremos

0,02F = —2F'0,,62F + Bop0,02F — 0)6p + v0,0;,62F

— 2§ OR62F £ BopOpbz — 0i0p + vOp0p0 2T (6.7)
= 010z = ( o=z ) ozt — 2fF 0,62
+ By,0,0 2 — 0lop + v0},0,02F
— 2 ORb2F £ BOkﬁchz — 0i0p + VOO0 (6.8)

Multiplicando (6.8) por 26z e tomando os valores médios, chegamos a
2

(O ‘5zli = (=020, -z 0, f ‘5z;t
—26:+8l6p + 2u52fa;a;5zf — i [oat|
£0:0p + 2002 0,0L0ZF) (6.9)

+ Bk
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Mas
V-Z5=0 = 9oz =0
Entao, a equagao (6.9) nos da

Ou52[") = —op(0F |07 )

+ oy (|02

) = e |95

+

—8k(z,f Zi 2> + BOkakq(Szf

*  20,(658p)

Tratando agora as derivadas segundas, temos

00y 62| = i [2627 0162
= 2[(01057) (0h02F) + 6= 0R=1]

Manipulando os termos temos

iﬁk(?k ‘52? 2 _ (5Zii) OOy, (5,2?) + [0k (52@#)}2

o o))

Usando a equagdo (6.13) na equagao (6.11), encontramos

= 62700, (627) = ;akak 62

0u5") = — 068 625 — o o))

) — 20/(6:0p)

"= [k (65)])

") £ Budi(|§2] ) — 20,62 5p)
)

1
+21/<§8,/€8,/€ 52

— Oz ‘52}

1
+20{ 5000 92

Usando as identidades 0, = O

Tk

cancelados, restando apenas

o[z [") = —0n, (02 |02 [) + 2w(0%, [52]) — av

+
02;

N 2062 8p) + 2025000

Oy, 02

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

e 0, = Oy, , alguns temos na equagao acima serao

(6.15)
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Mas,

2 2 2 2
(|0n 62" ) = (|oko=E] ) = (|| ) = (o)) (6.16)

) = (|owo=7

entao

0u(5") = — 0, (657 022 + 20402, [02[) — av(|0r=] ) (6.17)

O ultimo termo na equagdo (6.17) acima é a taxa de dissipagdo de energia da

variavel de Elsésser:

v|az]) = (6.18)

Na escala inercial, a derivada temporal tende a zero. Além disso, para um elevado
numero de Reynolds, v — 0, e o segundo termo do lado direito da igualdade da equagao
(6.17) também tende a zero. Contudo, o tltimo termo do lado direito nao vai a zero. Isso
é devido ao fato de que se assume que a taxa de dissipagao é finita para o limite em que
Re — 0o (BANDYOPADHYAY, 2020). Temos, finalmente, a partir da (6.17), que

Or, (62 |4 ) = —ae* (6.19)

ou ainda

-

V- (07 o]

) = —de* (6.20)
Se assumirmos a condigdo de isotropia, podemos integrar a equacao (6.20) no

volume de uma esfera de raio r

I V- w== oz [rav = < [[[ atv (6.21)

+

Se r estiver dentro do intervalo inercial, o fluxo e* é uniforme. Assim, aplicando o

teorema do divergente para o lado esquerdo da equacao anterior, teremos

}{ (624 |57 - ids = —ac* <;lm«3>
S

4
(02] ’5?’%4%7“2 = —4et (37rr3>

4
(627 ‘52¢’2> = 5t (6.22)
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onde 0z = §2F - # é a componente longitudinal do incremento 027 na direcgao .
As equagoes (6.20) e (6.22) sdo as formas anisotropicas e isotrépicas, respectivamente, da

lei de terceira ordem da MHD (BANDYOPADHYAY, 2020).
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Conclusao

Neste trabalho de conclusdao de curso foi feita uma dedugao para a Lei 4/5 de
Kolmogorov para a funcao estrutural de terceira ordem para o caso da turbuléncia hidro-
dindmica. Além disso, foram utilizados dados de velocidade vertical do vento medidos na
copa das arvores da floresta amazonica afim de se comprovar a lei 4/5 experimentalmente.
Por fim, foi apresentada uma dedugao da equagao andloga a da Lei de Kolmogorov (1941)

para a turbuléncia MHD.

Os dados da velocidade vertical do vento mostram que a Lei de Kolmogorov (1941)
¢ valida para um certo intervalo de valores de 7. Esse intervalo é conhecido como subin-
tervalo inercial (FRISCH., 1995) e é caracterizado por uma transferéncia de energia via
cascata das escalas maiores para as menores, onde a escala é representada por 7. A es-
cala temporal tem correspondéncia com as escalas espaciais segundo a hipétese de Taylor
como visto na se¢ao 5.1. Os dados na altura da copa das arvores foi que mais se apre-
sentou do valor tedrico, que deve ser igual a um. Isso pode ser explicado pelo fato de, na
regiao abaixo das copas, o ar proximo ao solo possuir uma temperatura maior quando
comparado com regides mais altas em relagao ao solo (mas ainda baixas da floresta). Esse
perfil de temperatura que diminui com a altura produz movimentos convectivos que que
formam vortices de grande escala. Quando esses vortices atravessam a copa da floresta
sao quebrados por conta da presenca de galhos e folhas, o que pode contribuir para uma
homogeneizacao da turbuléncia. Acima da copa, a radiacao solar incide diretamente e
produz uma camada limite (em inglés, boundary layer), com um perfil de temperatura
instavel que leva a formacao de vortices de grande escala. Como a turbuléncia no meio da
copa resulta ser mais homogénea, isso explica o resultado da andlise seja mais préximo

da teoria para os dados da altura das copas.

A férmula andloga a Lei de Kolmogorov para a MHD foi exposta no capitulo 6
utilizando as variaveis de Elsédsser, que envolvem as variaveis velocidade e campo magné-
tico (interno) do plasma. Apesar dessa lei ser aplicdvel ao caso MHD, a lei de Kolmogorov
para a hidrodinamica pode ser recuperada ao considerar o campo magnético nulo (PO-
LITANO; POUQUET, 1998). Portanto, podemos concluir que a equagao (6.22) é uma

generalizacao da lei de Kolmogorov (1941).

Com relacao a derivagao da lei para a MHD, observa-se que, para obter a equacao
(6.22), foi suposta isotropia. Isso implica que essa equacao nao é valida para plasmas mag-
netizados, ja que na presencga de um campo magnético ocorre uma diferenga no movimento
das particulas carregadas nas direcoes paralela e perpendicular ao campo. Exemplos de

plasmas magnetizados incluem o plasma do vento solar e o plasma em motores ou propul-
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sores elétricos. Essa anisotropia impede a aplicacdo da tripla integral na equagao (6.21),
portanto, para comprovar a lei MHD nesses casos, seria necessario aplicar a equacao

(6.20).

Como meta para sequéncia deste trabalho, tem-se como ideia utilizar dados obser-
vacionais de turbuléncia em plasmas, por exemplo, coletados no vento solar, ou também

dados de simulagbes numéricas, para se comprovar a validade da equagao (6.20).
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APENDICE A - Leis de Conservacio

A.1 Leis de Conservacao

As leis de conservacdo desempenham um papel importante na teoria MHD na
medida em que refletem algumas imposi¢oes da dinamica dos fluidos, que sdo quebradas
apenas por efeitos dissipativos. Existem dois tipos de invariaveis, aquelas relacionadas ao
fluido, densidade, velocidade e energia interna, e aquelas que envolvem apenas o campo

magnético.

A.1.1 Invariantes do Fluido

A conservagao de massa é descrita pela equacao de continuidade (3.17). Para dis-

cutir a conservacao do momento escrevemos (3.7) do seguinte modo

Ot =V - T + pg, (A1)
onde T é o tensor de estresse total e que pode ser escrito como

Ty = —(p+ 205~ (o= 220) 4 (0, + 0y~ 20,9 -7)

‘2

Ej = _P(Sij + Rij + UZ‘, (AQ)

onde R;; ¢ a soma do tensor de estresse de Reynolds, —pv;v;, e do tensor de
Bib;
4

Maxwell,

Um caso especial de (A.1) em sistemas com rotagdo é a equagdo de conservagao
do momento angular em coordenadas cilindricas (¢,6, ¢). Multiplicando a componente

azimutal de (A.1) por r e rearranjando termos, encontra-se

L | 1v.] = o wvy 1o
Oi(prvg) = =V -1 [pvqgv — EB¢B + (p + 87‘(2>6¢‘| -V (rvr + g(V . U)6¢>. (A.3)

Integrando (A.1) no volume V tem-se a forma integral da equagao de conservagao

do momento

CZ /V pvdV = 72 T.d3+ /v pgdV. (A4)
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A mudanga no momento tem origem no estresse que atua na superficie do volume e
nas forgas volumétricas. O campo magnético acaba se extendendo para além das dimensoes
do fluido e, portanto, nao hé conservagao de momento por conta do estresse na superficie
do fluido.

Multiplicando (3.7) por pv usando § = ﬁgzﬁg, multiplicando (3.15) por B e en-
tao adicionando os resultados a (3.23), encontra-se uma relagao para densidade total de

energia

1 1 - o
0, (p(2v2 +u+ ) + 8ﬂB“’> +V-FF =y, (A.5)

com o fluxo de energia

L1 ; < &
FE:(§V2+h+¢g>pv—0“-ﬁ+i+ﬁExB, (A.6)

onde h é a entalpia, dada por

h=u+l=-T_PF (A7)

Integrando (A.5) no volume V encontra-se a relacdo para a conservagao de energia

dE L
= - —fgds  FE (A.8)

Em um sistema isolado a energia total

E = /dV (p(;pUQ +u+ ¢g> + 817TBZ>’ (A.9)

é conservada. Como a forca de Coriolis é perpendicular a v, nao altera a energia.

A lei de conservacao de energia é obtida agora apenas das equagoes do momento

e do campo magnético

dE Lo
== —jést FF _pF, (A.10)

aqui a energia ¢ o somatorio das energias cinética, potencial e magnética

1 1
E:/ Zo? = ~ B2, A1l
v (002 = o+ -7 (A1)
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Nota-se que FE , dada por

— 1 1 g =g
FE:<2mP+p+p%>U+4WBX(6xB% (A.12)

nao contém termos dissipativos.

DF ¢é a dissipacao de energia e é dada por

1
[ﬁ?::/dv<j2+¢wﬂ>. (A.13)
o
Outra importante grandeza conservada na teoria MHD é a helicidade
<H0:i/6-§dV (A.14)

Multiplicando (3.7) por Bpe (3.15) por v, adicionando os resultados e integrando

no volume, obtem-se

c
dH:—chds—DQ (A.15)
dt s
onde
ﬁE_Ux(Ux§y+Q%+7/p>§, (A.16)
y—1p

¢ o fluxo de helicidade e

DC = (1/ + ?7)/ dVZijﬁtBjaivj, (Al?)
1%

representa os efeitos dissipativos de HC.

A.1.2 Invariantes Magnéticas

Enquanto E e H® envolvem contribuicoes tanto do fluido quanto do campo mag-
nético, a lei de indugdo (3.15) implica a invariancia de duas importantes grandezas pura-

mente magnéticas, fluxo e helicidade magnéticos.

O fluxo magnético é definido como uma integral de superficie

@:AB@S (A.18)
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Integrando (3.15) sobre uma superficie S e aplicando o Teorema de Stokes tem-se

/gaté-d§:7§(ax§)-df—§féj-di (A.19)

O primeiro termo do lado direito é o fluxo através um elemento de superficie dS

durante um intervalo de tempo dt

f(ﬁxé)-dfdt:—fé-(ﬁxdf)dt: B x dS, (A.20)
as

de modo que a derivada temporal total tem a forma

d® L S [
“@_ o054 fB. 7 % dl :——%'.dl. A21
i /Sat S+l (UX ) lj ( )

o

Portanto, o fluxo magnético é conservado para ¢ — oo.

As linhas de campo podem ser vistas como tubos de didmetro infinitesimal. Na
auséncia de resistividade elas preservam suas individualidades; nao podem ser quebradas,
apenas torcidas no plasma. Muitos dos processos que ocorrem em plasmas nao conservam

a topologia do campo mas envolvem a reconexao das linhas de campo.

Uma lei de conservacao semelhante surge na hidrodinamica onde a equagao de

Euler pode ser escrita da mesma forma que a equagao (3.15)
Aw —V x (T x &) = 0. (A.22)
Portanto o fluxo de vorticidade,

/Q-dngﬁ-dﬁ

também chamado de circulacao, é conservado.

O campo magnético é arrastado junto com o movimento do plasma, formando uma

estrutura complexa. Uma medida dessa complexidade é a helicidade magnética, dada por

HM:/ A Bv, (A.23)
%

onde A é o vetor potencial, B = V x A e H™ é similar & helicidade cinética

HE = [&-wdV, que é conservada na hidrodinamica.
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E preciso verificar que HM é invariante para a transformacao de Gauge. Realizando

a transformacao A=A + ﬁx, tem-se

HM — gM — / B-VydV = ]{ \B - dS. (A.24)
1% S

A componente normal B) nas bordas da superficie devem desaparecer, uma vez que
x € arbitrario. Porém, varias configuragoes magnéticas de interesse da astrofisica ocorrem
de dois modos. No primeiro caso, a configuracao é aberta, com as linhas se estendem ao
infinito e, no segundo, a configuracao é fechada, acoplada, com as linhas presas a uma
superficie. Em ambos casos a helicidade (A.24) ndo é invariante para uma transformacao

de Gauge. Uma alternativa foi sugerida por Finn e Antonsen (1985)

Hy, = / dv (A )- (B = By), (A.25)

onde By = VA, é algum campo usado como referencial.

Em um sistema aberto, By pode ser um campo estatico com as mesmas proprie-
dades assintéticas de B. Em um sistema acoplado, as componentes normais de By e B

devem ser as mesmas.

E possivel entao encontrar uma lei de conservagao para a helicidade magnética. Por
conta da invariancia de Gauge, podemos fazer uma escolha de tal forma que o potencial

vetor desapareca E = %@/T. Aplicando a lei de Faraday (3.13),encontra-se

— —

/at(ﬁ-é)dvz/(é-aﬁ + A B )dV:—2c/E-§dv+cf(AxE)-d§. (A.26)

Usando a lei de Ohm (3.14) e usando a condigao de contorno B = 0, o segundo

termo do lado direito pode ser escrito como — § (ff . é)ﬁ .dS. Uma vez que
74(1- B)g-dSdt = [ A-Bav,
av

é a variacdo em HM devida a variacio dV np volume, entdo

dHM - - o = 2 -
/at (A f(A B)i-d§ = Uc/de B (A.27)
A helicidade é conservada no limite o — oo.

Como as propriedades da turbuléncia sao estudadas com a aproximacao de uma
turbuléncia homogénea com condig¢oes de contorno periddicas, os termos envolvendo su-
perficie nas equacdes de conservacdo somem e E, H¢ e HM sao conservadas se a dissipacio

for negligenciada. Essas quantidades sao, portanto, chamadas de invariantes ideais.
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Pode ser verificado que, de modo semelhante ao caso 3D, energia
E = /d2x 1p1}2 + iB2 = /dQ:c 1,o(ﬁgb)Q + i(ﬁwf (A.28)
2 8 2 8 ’ '
e helicidade

HE — / Lo B = — / Lrwy), (A.29)

sao conservadas.

Ao invés da helicidade magnética, que desaparece no caso 2D, a forma escalar do

campo magnético diz que todo momento de v é conservado, em particular o quadratico

A= / da?, (A.30)

também chamado de potencial magnético quadratico médio.
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APENDICE B - Derivacdo das Relaces

Matematicas de Politano e Pouquet

As equagoes (3.34) e (3.35) apresentadas anteriormente sao obtidas matemati-
camente partindo-se da (3.33), a equagdo de Navier-Stokes em termos das varidveis de

Elséasser, valida para um fluido incompressivel.

A Lei de Kolmogorov surge das leis de conservacao no limite em que a taxa de
dissipacao de energia é desprezivel (escala inercial). A Lei % segue da equagao de von-
Karmam Howarth que pode ser generalizada para a teoria MHD usando os campos de

Elsésser:

1 —
B = (1Z*)

Primeiramente busca-se encontrar a equacao que expressa a evolugao temporal do

tensor de correlagdo de segunda ordem que, no caso de isotropia, pode ser escrito como

RE = (ZE(8) ZE(2)) = FE(775) + GE(7)dy (B.1)

J

Como as equagoes MHD sao simétricas para =+, faremos a demonstracao para o

caso positivo.

No caso positivo, as componentes do tensor de correlagdo, longitudinal [f*(7)] e

lateral [¢7(7)], podem ser reescritas como

-
/

Zf) = (2L (M2 (1)
Z 29" (7) = (Z,; (M Z; (1))

A isotropia implica equipartigdo da energia das componentes longitudinal (L) e

lateral (n):

(270) =(2")) =d. {2/ Z}) =2""

onde d = d, é a dimensao dos vetores que estao atrelados a dinamica do escoa-

mento.

No espaco d-dimensional, a incompressibilidade garante que
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1
d—1

g (r)=f"(r)+ rf'(r)

De maneira analoga, para as componentes longitudinais do tensor de correlagao

de dois pontos de terceira ordem entre os campos Z* e Z~ tem-se

Ciy =(Z0(®)Z,(8)Z[ (%)) = CS k" (r)

onde

Ch=2z%7"

Usando a incompressibilidade e a homogeneidade, a equacao de von-Karman Howarth

para a teoria MHD tem a forma seguinte

Wz ()] = (00 + dfl)cw—*(r) +2(07 + djfl) e 2 ) F v 22 ()]

O termo ZTZ~ fT(r) = (Z} () Z; (X)) = ZTZ~ f~"(r) ¢ o coeficiente longitudinal
do tensor de correlacdo entre os campos Z* cujo traco corresponde & energia relativa

BT = (Jo]* = [b]?)

A equacao acima pode ser reescrita para a teoria MHD em termos das fungoes

estruturais a seguir

Bjj(&) = (02 (M0 Z] (7))

B+ () = (02 (2)52; (2)6 27 ()

ijl
O fluxo total para o campo positivo serd: 9;(Z72) = —2¢"/d,

A seguir escrevemos as funcoes estruturais de segunda e terceira ordens em termos

das funcoes de correlacao:

1 1 o
REL(T) = 5(27%) = SBiL()

AC 1 (F) = By, (1) — 207 (F) = ACsk™ (B.2)
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onde o termo a func¢ao de correlagao de terceira ordem é, levando em consideragao
a homogeneidade, dado por C} ;" (F) = Z; () Z; (Z) Z; (o).

Por fim, chegamos entao a uma forma alternativa para a equac¢ao de von-Karmam
Howarth para a MHD:

2; 1atBLL(F) =710, { (i LLL (F)—*CH (f’))}—r‘”@r[War[z/JrBZFL(f’)—i—V_BL_;(F)]]

(B.3)
com y =d+1e By () = (0Z, (F)0Z] (7).

Desprezando o termo da derivada temporal e os termos dissipativos no dominio
inercial, integrando sobre r, obtemos uma lei anéloga a de Kolmogorov, porém, para fluidos

magnetizados

(6Z+L(MOZ (7)) — 2AZL (@D ZL (D) Z, (+7)) = —Cae™ T (B4)

com Cy = 2k4/3, onde

12

g — —
T d.(d+2)

(B.5)

Usando a simetria para £ mencionada no inicio da secao, temos uma expressao

equivalente para Z~:

(62 3(MOZE(7) — 220 (D)2 (D) Z[ (+7)) = —Cae T (B.6)

Para a aproximacao €™ = ¢, i.e., para um fluxo desprezivel de campo magnético
de velocidade €, com 2¢° = ¢t — e~ = 2E¢, B¢ = (¥- b} os lados esquerdos das equacoes
B.4 e B.6 sdo comparaveis.

Voltamo, entdo, para as varidveis originais da MHD, ¢ e b. No lugar de €*, usaremos

os correspondentes fluxos de energia total e de correlacdo, €’ e € respectivamente, com

* 4 ¢ = 2¢T. As duas leis de escala em termos da velocidade e do campo magnético siao
(OVE () — 67 (D)oL (Z + 7)) = —kae' 7 (B.7)
—(0b1, (7)) + 6 (Z)br (T + 7)) = kae T (B.8)

Como dito anteriormente, se b = 0, recuperamos a Lei de Kolmogorov.



