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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo continuar os estudos do PTCC, que eram sobre o grupo
de Lorentz. Isso é feito vendo que os campos, que correspondem as particulas elementares,
se transformam como representagoes irredutiveis do grupo de Poincaré, que é um produto
semidireto do grupo de Lorentz com as translagoes. Como exemplo, é feita a quantizacao
candnica do campo cscalar (que corresponde a representagao (0,0)) ¢ do campo de Dirac
(a representagao (1/2,0)+(0,1/2)). Para esse fim, os campos sao promovidos a operadores
e suas relagbes de comutacio/anti-comutagao séo estabelecidas. Notando as diferencas
entre eles por descreveram bosons e férmions respectivamente. Também é feito um breve
comentario sobre a quantizacdo do campo eletromagnético que apresenta outros desa-
fios comparado aos campos anteriores por possuir invariancia a transformacoes locais de

calibre.

Palavras-chaves: Teoria quantica de campos. Grupo de Poincaré. Quantizacao Candnica.

Campo escalar. Campo de Dirac. Campo eletromagnético.






Abstract

This monography aims to continue the studies of the PTCC, which were about the Lorentz
group. This is achieved noticing that the fields, which correspond to elementary particles
transform under irreducible representations of the Poincaré group, which is the semi direct
product of the Lorentz group with translations. As examples, the canonical quantization
of the following ficlds arc donc: the scalar ficld (which corresponds to the representation
(0,0)), and the Dirac field (representation (1/2,0)4(0,1/2)). Therefore, the fields are pro-
moted to operators and their commutation/anticommutation relations are set. We also
notice the differences between these two fields that arise from the fact that the first de-
scribe bosons and the second one describes fermions. Moreover, a brief remark is made
about the quantization of the eletromagnetic field which features other difficulties in com-

parison to the other fields because it is invariant under local gauge transformations.

Key-words: Quantum field theory. Poincaré group. Canonical quantization. Scalar field.

Dirac field. Eletromagnetic field.
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Introducao

A teoria quantica de campos surge da necessidade de explicar como particulas se
comportam em altas energias. Entao, ela une a mecanica quantica com a teoria espe-
cial da relatividade. Quando essas duas teorias se encontram, alguns problemas surgem.
Um exemplo, é que quando tentamos quantizar particulas relativisticas como é feito na
mecanica quantica, encontramos energias negativas. Além disso, tempo e espaco nao sao
tratados da mesma forma, tempo é um parametro enquanto as coordenadas sao operado-
res, o que nao deveria ocorrer, pois em uma teoria relativistica nao se pode ter distingao

entre espaco e tempo.

Adicionalmente, na teoria especial da relatividade, energia pode virar massa e vice-
versa. Isso faz com que existam estados com varias particulas que podem ser criadas e
aniquiladas. Esses estados nao podem ser descritos pela mecanica quantica que s6 descreve
particulas estaveis. Esse problema, como os outros citados anteriormente, foram resolvidos

com a quantizacao de campos.

Assim, a teoria quantica de campos surgiu como a solugdo desses problemas e
conseguiu descrever fendmenos fisicos que antes nao podiam ser explicados com extrema

precisao.

Quando uma lei fisica nao é alterada depois de uma transformacao, dizemos que
temos uma simetria e que a lei é invariante. Simetrias sao muito importantes no estudo
da fisica, pois servem como guia para se fazer escolhas de teorias. Para o caso da teoria
quantica de campos, queremos que ela seja invariante a transformacées de Lorentz, ja
que o movimento das particulas nao podem depender do referencial. Por causa disso,
os campos deveriam se transformar sob representagoes irredutiveis desse grupo, porém, o
grupo de Lorentz ndo é compacto o que faz com que ele nao tenha representacoes unitarias
finitas, mas somente infinitas.

Esse problema ¢ resolvido vendo que o grupo pelo qual os campos tém de ser repre-
sentacoes unitarias irredutiveis é na verdade o de Poincaré, que é um produto semidireto
do grupo de Lorentz com as translagoes. Esse grupo também ¢ ndo compacto e entao
somente representacoes infinitas serdo unitarias. Porém, queremos trabalhar com objetos
que se transformam em uma representacao irredutivel e finita desse grupo. Isso s6 nao é
um problema porque o campo nao depende somente dos indices do grupo de Lorentz (es-
pinoriais) mas depende, também, das coordenadas, entdo a transformacio também afeta
indices continuos. Isso é facil de se ver quando escrevemos um campo ¥ (x) em termos de
funcoes coeficientes e dos operadores a, al que mais na frente veremos que sao operadores

de criagao e aniquilagdo. Uma componente o de um campo ¢ (z) tem que se transformar
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da seguinte forma sob uma transformacgao de Lorentz A:

() = ' (2) = DAy (A), (1)

onde D(A) é uma representacdo nio unitdria e finita de uma transformacdo A de Lorentz.

Como vamos ver mais a frente, podemos expandir o campo da seguinte forma

V¥ (x) = Z/dk[a(k, a)u(a)(k, o)e T 4 aT(kz, a)v(a)(k:, U)eik"”}, (2)

onde, ¢ ¢ um indice relacionado ao spin. Essas func¢oes dependem de o e k, entdo tém
que se transformar na representacao irredutivel de Lorentz que é nao unitaria, mas, essa
representacao pode ser dividida em duas partes. E possivel ver isso aplicando uma trans-

formacao de Lorentz em u por exemplo,

D(A)gu® (ko) = DW[R(A, k)] gu (Ak. o) (3)

podemos ver aqui que a transformacao se repartiu em duas partes, uma parte expli-
citamente unitaria D(“")[R(A7 k)] e diferente para cada k, e em outra parte onde k se
transforma. Por que o produto escalar definido para o campo envolve integracao em £k,
essa representacao com respeito desse produto escalar vai ser infinita e unitaria, que era o
que precisavamos. Assumimos que D®)[R(A, k)] era unitaria, isso é verdade porque essa
matriz ¢ uma rcpresentacao unitaria do pequeno grupo de Wigner, que para o caso dc
particulas massivas é o grupo SO(3) ou seu recobrimento universal SU(2) que é compacto
e tem representacoes finitas unitdarias. Para o caso de particulas ndo massivas o pequeno
grupo é diferente sendo ele o F(2), grupo de rotagoes em torno do eixo z mais transla-
¢oOes na dire¢ao = e y. No entanto, ele ndo é compacto e somente representacoes da parte

compacta, SO(2), é relevante.

Sabendo disso, o que fazemos nesse trabalho, é a quantizacao canonica dos campos
fundamentais. Como primeiro exemplo, é feita a quantizagdo do campo escalar (represen-
tagao (0,0)) por ser o campo mais simples e servir de base para a quantizagao dos outros
campos. Depois, como exemplo de um campo fermiénico, o campo de Dirac (represen-
tacdo (0,1/2) & (1/2,0)) é quantizado, e a conexdo com spin-statistics é observada. Por
fim, como exemplo de um campo de calibre sem massa, é feita a quantizacdo do campo

eletromagnético.
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1 O campo escalar

1.1 Introduzindo o campo

O campo cscalar ¢ descrito por uma quantidade invariantc a transformacocs de
Lorentz em cada ponto do espago-tempo. Ele é o exemplo mais simples de campo e obedece
a equacao de Klein-Gordon, que é obtida do mesmo modo que a equacao de Schrodinger

s6 que usando a relacdo da energia relativistica. A equagao é dada por

O+ m)p(a) =0, (1.1)

onde O = 99,0, e (z) = (2',x) sendo 2° = t. Também, por simplicidade usamos e

iremos usar ¢ = h =1 e o tensor métrico tem assinatura (4, —, —, —).

A equagao de Klein - Gordon ¢é invariante a transformagoes de Lorentz ja que [J
é um escalar de Lorentz e ¢ é uma func¢ao escalar. Ela também pode ser obtida por meio

do principio da mcnor a¢ao. Com a acao na forma

S = /d4:1:£, (1.2)

onde L ¢é a densidade da Lagrangiana que depende somente da variavel de campo e de suas
derivadas. Mas, para ser mais geral, vamos considerar o caso em que £ também depende
de z# explicitamente (caso que acontece quando o sistema nao é fechado). Entao vamos

ter,

L= L(¢,0,0,7"). (1.3)

Vamos considerar a variacao mais geral, o que vai ser tutil para o teorema de
Noether. Como na mecénica classica podemos achar em qual circunstancia a acdo vai ser

estacionaria. Para isso, variamos as coordenadas e o campo

' = ot 4zt
¢lx) = o(x)+ Ad(),
Ag(x) = ¢(2') = o)) + d(2') — o(x)
= 00+ (0,0)0z",

(1.4)
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e usamos as condicoes de contorno

6¢(X7 tZ) = 5¢(X7 tf) =0,

(1.5)
Srh(x,t) = oat(x,tp) = 0,
para obter a varicao da acgao
5‘9 = /d4x£(¢’7au¢/’mlﬂ) o /d4l'£(¢, 8M¢7 xu)u
onde d*z’ = J(z'/x)d*x sendo J a jacobiana dada por
x’ ox'+
J (E) = det (0 A) =1+ 0,(62"),
desse modo temos,
d'z' = d*z + 9,(62")d"*x,
e entao
S = / d*z (5L + L£0,02")
R
= /d4 la—EquqL oL 8(0,0) + 8£ 533” + L(0, 53:“)]
9¢ 9(9,9) (1.6)

_ / i [g—iom (af@ ,,,(5¢)+8,,,(£(5x“)1

. fOL oL oLc . -
= /Rd:c{a(bégb oy [ (auqb)]éqwrau [—8(8M¢)0¢]+6M(£o )},

nesses calculos foi usado o fato de que como

do(x) = ¢'(z) — o(x),

temos

5(6M¢($)) = 8u¢l(m) - au(/b(w) = 8u5¢($)a

e também usamos a regra da cadeia. Agora, podemos utilizar a lei de Gauss nos dois

ultimos termos da equacao 1.6 e entao, obter

oL oL .,
58 = /d4 {——a l (M)Haw/(mda“ [a(a ¢)5¢+£5:¢]. (1.7)
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Como 0¢ e dx* somem no contorno, vamos ter que

- . foc oL -

o quc implica

oL /'l oL ]_07

% %505

5(6,0) (19)

que sao as equacoes de Euler - Lagrange para o campo ¢. Usando a seguinte Lagrangiana

L(w) = 5 [1°7(0,6)(058) — m*¢’] (1.10)

1
2
em 1.9, obtemos 1.1, que é o que queriamos.

A equacao de Klein-Gordon tem solugoes em forma de ondas planas, dadas por

g (1) oc e k-x=kuz — Kkt (1.11)

Essas solugoes sao autofuncoes do operadores de energia momento com autovalores +k*.
Colocando 1.11 em 1.1, vamos ver que elas s6 serdo solucdes se k? — (k%)2 +m2 = 0, o

que implica

k' = +FE, = +vVk2 + m?2, (1.12)

entao, podemos ter energias positivas e negativas, o que ¢ um problema que ird desaparecer

quando quantizarmos o campo.

Podemos definir o seguinte produto escalar

6 = —i / E{ ()00 () — [0 (2)]6"(2))

. (1.13)
- / Py ()8, ¢ (2),

onde a integracao é sobre um hiperplano tipo espaco.

Colocando 1.11 em 1.13, obtemos

(ux(z, 1), we(z,1)) = 0% (k —K)2k"(27)° (1.14)
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ou seja, solucoes para k'’s diferentes sao ortogonais. Podemos normalizar os uy’s multipli-

cando eles por [2k°(27)%]71/2 e entdo vamos ter que

(ur(, 1), we (z,1)) = 8°(k — k). (1.15)

1.2  Quantizando

Agora, para quantizar o campo, podemos voltar a Lagrangiana 1.10 e analogamente

ao que é feito na mecanica classica, definimos o momento conjugado como

M(z) = —— = ¢(x), (1.16)

H =T(z)p(z) — L, (1.17)

e consequentemente a Hamiltoniana

H= /d%%, (1.18)

como também quantizar o campo. Isso pode ser feito de modo similar a mecanica quantica,
tratando, agora, ¢(x) e II(x) como operadores e estabelecendo as regras de comutagao em

um mesmo tempo

[o(x,1),0(x',1)] = 0,
[(x,t),II(x',t)] = 0, (1.19)
[p(x,1),II(x,t)] = 6 (x—x).

Além disso, dado qualquer conjunto ortogonal de solugoes de 1.1, podemos expan-
dir o operador de campo nessa base. Entao, faremos isso usando as solucoes 1.11 e seus

complexos conjugados normalizadas. Assim, obtemos

oz, t) = /d?’k[a(k)uk(x,t) + a' (k)uj (z,1)). (1.20)
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Usando as regras de comutacao 1.19 e a expansao 1.20 podemos encontrar as

relacoes de comutacio dos operadores a(k) e af(k),

la(k),a(k’)] = 0,
[a'(k),a'(K)] = 0, (1.21)
[a(k).a'(X)] = & (k—k).

Para analisar o que esses operadores significam, podemos encontrar a Hamiltoniana
(1.17, 1.18) usando 1.10 e 1.16,

3. L2 SN 2,2
H:/d xé[ﬂ (1’)+k§1(@¢) +m°¢7), (1.22)

usando novamente 1.16 e também 1.20 e 1.21, podemos ver que depois de alguns cédlculos,

a Hamiltoniana toma a forma

H= / d%%[a(k)d(k) + ol (K)a(k)], (1.23)

onde, se usa o fato de que £ = E, = vk2 +m? > 0. Agora, com esse resultado, podemos

comutar a Hamiltoniana com os operadores a(k) e af(k)

la(k), ] = Ega(k),

(1.24)
[a'(k),H] = —Frak).

Essas equacoes 1.24 mostram que os operadores a(k) e a'(k) aniquilam e criam
um quantum de energia Ey, respectivamente. Por causa disso, sao chamados de operador

de aniquilagao e operador de criacao respectivamente.

1.3 Estados de Fock

Uma base conveniente no espago de Hilbert é a representacao de Fock. Nela a base
é construida a partir do vetor |0) chamado de vacuo. Ele representa o estado que nao

possui particulas de momento k. Entao podemos escrever

a(k)[0) =0 V k. (1.25)

Usando o operador a'(k) podemos obter o estado de uma particula de momento k

a'()[0) = |1i)- (1.26)



26 Capitulo 1. O campo escalar

Dessa mesma forma, podemos obter estados com véarias particulas de momentos diferentes

a'(ki)a'(ka)...a’(k;)]0) = |1, Ligys ooy i, ), (1.27)

como também estados com vérias particulas tanto de momentos iguais como diferentes

(n?nl.Int) V2 (af (ki) (@l (ko)) ™ (0T () P 10) = 'y 2 gy oo mi,). (1.28)

O lado esquerdo de 1.28 é multiplicado por fatores de n! para os estados serem normali-

zados. Também, para n particulas de um tinico momento

a'(K)|n) = (n+1)"2(n+ 1)),

1.29
ak)ln) = n'%|(n — D). 2

Os vetores de da base sdo normalizados da seguinte forma

1 2 r 1 2 s _
< Nk, MNky,y ey Nk, nlk/l,; mké,, ceey 77"Lk’57> - (Srs Z61n(1>m“'6"n<5)m5k1k;<1)“'6krk;(s>7
o
(1.30)
onde a soma ¢é feita sobre todas as permutacoes « dos nimeros inteiros 1,2, ...s.

Podemos notar que nao temos restricao quanto a quantidade de particulas de
mesmo momento, entdo as particulas seguem a estatistica de Bose. Esse fato segue das

relagoes de comutacao 1.21.

1.4 Teorema de Noether

Para aprofundar mais no significado dos estados de Fock precisamos, primeiro,
voltar para 1.7. Mas agora, d¢ e dx* nao precisam ser mais iguais a zero fora da regiao

R. Podemos reescrever essa equagdo da seguinte forma

%0

58 = / dia {az 0, la—ﬁl } S+ / do, {a—£[5¢> + 0, p02"] — 9L o 554 W} ,
R OR

9(9.9) 9(0,9) 9(0ud)

(1.31)

onde a unica mudanca foi adicionar e subtrair um termo. Podemos observar que o primeiro

termo dentro dos colchetes na integral de superficie é igual ao A¢ na equagao 1.4. Ja o
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segundo termo dentro dos colchetes nessa integral é o que chamamos de tensor energia-

momento:

oL
9(0,9)

T = 0, — 8" L. (1.32)

Entao, podemos reescrever 1.31 da seguinte forma

oL oL oL
0S8 = d* — — |30 d —— Ao —THFo"| . .
8 /R “””{aqs On [aw)” “”/33 % [a«m) ¢ Tow (1.33)

Agora, vamos aplicar uma transformacao infinitesimal em z# e ¢. Elas vao ser dadas por

Azt = XPow”
(1.34)
Ap = &, 0w,

onde X} ¢ uma matriz e ®, sao niimeros. Observando que v poderia ser um indice duplo
e também poderiamos ter indices para os campos Adg;, por exemplo. Voltando a 1.34,
vamos assumir que a acao ¢ invariante a essas transformagoes e que o ¢ transformado
obedece a equacao de Euler - Lagrange 1.9. Entao, a integral sobre R em 1.33 vai ser igual
a zero depois de usar a equacao de movimento, e o que sobra dessa equacao é, usando
1.34,

oL
doy, | =, — TI'XF| suw” =0, 1.35
oo [ty - T o 1:3)

ja que dw” é arbitrario, podemos escrever

/ Jida, — 0, (1.36)
OR
onde
oL
H— o, — THXE, 1.
JI/ 8(8#@) v k v ( 37)

Da lei de Gauss e do fato de que R ¢é arbitrario, temos

/ O Jid'z =0 = 9,J'=0. (1.38)
R
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Entao, podemos concluir que se a acao é invariante a uma transformacao. Conse-
quentemente, vamos ter uma corrente que € conservada e como resultado disso, também

teremos, uma carga conservada, ou seja, independente do tempo. Ela é dada por

Q= / J)do,, (1.39)

ondc ¢ ¢ uma hiper superficic spacelike. Sc integrarmos a scgunda cquagao cm 1.38, vamos
obter,

/ OoJO0dx + / O Jid*r = 0. (1.40)
. .

Podemos usar a lei de Gauss no segundo termo dessa equacao e entdo, contanto que a
superficie 0V esteja bem longe, esse termo serd igual a zero e assim o primeiro termo fica

da seguinte forma
d 5 dQ,
— dPr=0=—2~. 1.41
dt /V Jpdr=0="4 (141)

Com isso, podemos concluir que a carga é conservada. Essa relacao é chamada
de Teorema de Noether. Esse teorema é muito importante na fisica. Ele mostra, por
exemplo, que quando a acao é invariante a translagdo temos conservacao de momento e

quando temos invariancia a rotagoes, o momento angular é conservado.

1.5 Tensor energia-momento e ordenamento normal

Voltando a 1.32, podemos encontrar o tensor energia-momento para o campo es-

calar usando a Lagrangiana 1.10. Depois, de alguns célculos, encontramos

1 1, .
Tos = (0a0)(0s0) — 577a5'77A5(5A¢>(95¢) + 5O as. (1.42)
Para a = 8 =0, temos

3
T = 5 | (00)° + 2(0:0)° + m6?| (1.43)

= i=1

que ¢ idéntico a densidade de Hamiltoniana 1.22. J4, os termos do tensor energia-momento

coma=0ef=icomi=1,...n— 1, vamos ter a densidade de momento

Toi = (000)(0;9). (1.44)
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Se substituirmos ¢ pela equacao 1.20 em 1.43 e 1.44, e também integrarmos esses

resultados sobre todo o espago em um instante ¢, vamos encontrar

H= /T00d3x = /d?’k%(aT(k)a(k) + a(k)a'(k)), (1.45)

P = / Toid*z = / dka’(k)a(k)k;, (1.46)
t

t

onde 1.45 é idéntico a equacao 1.23 para a Hamiltoniana que encontramos antes. Também,
1.46 sao as componentes do operador momento. Usando as relagoes de comutacao 1.21,

podemos escrever a Hamiltoniana na forma,

1
H = /d% <aT(k)a(k) + 5) o
| (1.47)
- /d3k <N(k) + 5) B,
onde
Nk) = a'(kak),
(1.48)
N = / d*kN (k).
F possivel ver que tanto H quanto P; comutam com N
[N, H] =[N, F] = 0. (1.49)

Podemos obter mais informagoes sobre o operador N observando os valores espe-

rados dele. Usando 1.25, o valor esperado para o vacuo vai ser

(0| N (k)[0) = 0. (1.50)

Agora, usando a scgunda cquagao dc 1.29, o valor csperado para um cstado com varias

particulas vai ser

<1nk1,72 Nky,s -">j nkj,|N(k)|1nk1,>2 Nky,s "'7j nkj,) = in> (151)

entao, para N, vamos obter

<1nk1’,2 Nksy.s L ng,,| N |1nkl,,2 Nks, L nkj,) = Z n. (1.52)
i
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O valor esperado para o operador N ¢é o ntimero ‘ny, que é o numero de quanta
associado ao momento k;. Por isso, chamamos N, de operador nimero e N de operador
numero total. Podemos ver de 1.49, que como, N comuta com P e H, os auto-estados de N
também sao auto-estados de P e H . Isso implica que quando aumentarmos ou reduzirmos
‘ny, em uma unidade., variamos ( H ) e { P ) por um valor de Ej e k; respectivamente.

Entao, Ny conta o nimero de particulas com momento k; e energia Ej.

Vamos, agora, analisar o estado vacuo |0). Ele nao possui particulas com momento

k e entdo, usando 1.46, temos

(0[P[0) = 0. (1.53)

Logicamente, o valor esperado da Hamiltoniana também deveria ser zero, porém usando
1.47, obtemos

(0] FT[0) = <0|0>/d3k% :/d3k%, (1.54)

onde foi usada a normalizacao

(0[0) =1

Entao, podemos ver que o valor esperado da energia nao é zero, mas sim infinita.
Isso ocorre porque temos uma energia Fj /2 para cada particula com momento k. Como
podemos ter quantas particulas quisermos a soma vai para infinita.

Como a energia com valor zero é arbitraria, podemos facilmente concertar esse

problema. Para fazer isso podemos realizar a operagao ” : : 7 chamada de ordenamento

normal. Essa operacao faz com que toda vez que um produto de aniquilacao e criacao
aparecem, todo operador de aniquilacao é movido para a direita de todos os operadores

de criacao, ou seja,
s a(k)a' (k) := a'((k)a(k), (1.55)

entdo, a energia ordenada normalmente fica da seguinte forma,

H = /d3k (o' (K)a(k)) E, (1.56)

e o valor esperado no vacuo,

(0] : H :10)

0,
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como era desejado.
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2 O campo escalar complexo

Primeiro consideramos o caso em que o campo escalar era real e consequentemente
hermitiano, mas agora vamos considerar o caso que ele nao é. Nesse caso teremos duas

equagoes de movimento

(0,0 +m*g(x) = 0, 2.1)
(0,0" +m)of(z) = 0 '
e a Lagrangiana para esse campo ¢
£ = (0"6")(0,8) — m?6'. (2.2)
Os momentos conjugados vao ser dados por
oL :
aGZ (2.3)
fooy o 9%
@) = =i
Agora, podemos decompor esses campos em suas partes reais e imaginarias
oz) = =(o1(a) +ia(x))
- = 1 2\4) )y
\{§ . (2.4)
¢'(x) = —=(¢i(x) —ida(x))

<

2

com ¢1(x) e ¢o(z), sendo dois campos escalares distintos e reais que descrevem duas

particulas distintas mas de mesma massa.

Como ¢1(x) e ¢po(z) seguem as regras de comutagao 1.19 podemos obter as regras

de comutacao de 2.4 com 2.3, que sao

[o(x, 1), 1TT(x', )] = [T (x, 1), 11(x, )] = id(x — x'). (2.5)

Esses campos ¢;(z) e ¢a2(x) podem ser decompostos de maneira similar a 1.20. Entéo

vamos ter

oi(x,t) = /d?’k[ai(k)uk(l‘,t) + aj-(k)ui’;(x,t)}, (2.6)
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onde ¢ = 1,2 e os operadores criacao e aniquilagao vao seguir as regras de comutacgao 1.21,

[ai(k)vaj(k/>] = 0,
al(k),al(K)] = 0, (2.7)
lai(k),af(K)] = 6;0°(k —K).

Sabendo disso, podemos expandir, também, ¢(x) e ¢'(x). Usando 2.4, 2.6, e defi-

nindo

k) = (k) + ina(K)
| | (2.8)
bk) = ﬁ(al(k)—wz(k))’
vamos obter
oz, t) = /d3k[a(k)uk(x,t)—I—bT(k)Tui’;(m,t)], 09
2.9
oot — / PR (i, £) + af (k)1 (a, )]

As relagoes de comutacao para os operadores 2.8 podem ser obtidas usando as

dcfinicocs dceles ¢ as regras de comutacao 2.7. Apds alguns calculos, obtemos,

la(k),a' (k)] = [b(k), b (K')] = 6" (k — k') (2.10)

com todos os outros comutadores sendo iguais a zero. Para ver o que esses operadores de

aniquilacao e criacao fazem, vamos, aplicar a seguinte transformacao no campo

. —i0
¢ — €9,
, (2.11)
o — ole,
onde 0 é uma constante real.
Essa transformacao deixa a Lagrangiana 2.5 invariante. Diferentemente da trans-
formagao de Lorentz, essa transformacao nao altera as coordenadas do espaco-tempo e

por isso, é chamada de interna.

Sabemos do teorema de Noether, discutido anteriormente, que com uma invariancia

temos uma carga conservada. Entao, para acha-la vamos voltar a 1.37 com

% = _2¢7
ot = gl (2.12)
X =0



obtendo,

. oL oL
" = 5G9 Tt 350 (2.13)

= —i(0"¢'0) +i(0"d9")

consequentemente, a carga conservada 1.39 vai ser dada por

QO = / Bz J°

= [ dailésl — dto (214)
_ / &Elat (K)a(k) — b (K)b(K)],

onde foi usado 2.10 e a operacao de ordenamento normal. Podemos lembrar da defini¢ao
1.48 para o operador niimero e perceber que o primeiro e segundo termo de 2.14 sao

similares a ele. Entao, podemos escrever

Q= /d3k[Na(k) — Ny(K)]. (2.15)

Assim, é possivel concluir que N, (k) conta o niimero de particulas com uma certa
carga e Np(k) conta o niimero de particulas com carga oposta a primeira. Entao, vemos
que a'(k) e a(k) criam e aniquilam particulas enquanto b'(k) e b(k) criam e aniquilam

antiparticulas que possuem a mesma massa e carga oposta a particula.

O vacuo vai ser definido pelo estado sem particulas e antiparticulas

a(k)[0) = b(k)[0) = 0 (2.16)

e podemos obter estados com particulas e antiparticulas da seguinte forma

a'(k)[0) = [lw),

2.17
b'(k)I0) = L) 210

Estados com varias particulas e antiparticulas podem ser obtidos de forma similar ao caso

do campo escalar real.

A Hamiltoniana para o campo escalar complexo pode ser obtido de maneira similar

ao caso real usando 1.17 para a densidade da Hamiltoniana. Integrando, e usando 2.9, além
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das regras de comutacao, obtemos a seguinte Hamiltoniana ja ordenada normalmente,

H = / &k [ (K)a(k) + b (K)b(k)| By
(2.18)
_ / BRIN, (k) + Ny(K)| Ep.
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3 O campo de Dirac

Vimos, anteriormente, que o problema de energias negativas para uma particula
livre foi resolvido por meio da interpretacao da equacao de onda como um campo quantico.
Mas antes, Dirac tentou resolver esse problema procurando uma equacao que fosse de
primeira ordem ao invés de segunda como a equacao de Klein-Gordon. Entao, o que ele

fez foi tentar encontrar a raiz da equacao

E* —p® = p'p, = p* = m”. (3.1)

Mas aqui, vamos encontrar a equagao de Dirac de forma diferente, usando as propriedades
de transformacao de espinores quando aplicada uma transformacao de Lorentz neles. Para

isso, primeiro vamos relembrar um pouco sobre representacoes do grupo de Lorentz.

3.1 Representacoes de Lorentz

No PTCC vimos que o grupo de Lorentz pode ser considerado como SU(2)®SU(2).
Podemos ver isso fazendo duas combinagoes lineares dos seus geradores J (rotagoes) e K

(boosts). Essas combinagoes sao

1
A = S +iK),
1
B = J(J-iK) (3.2)
com as regras de comutacao
[Ai,,Aj] = ieijk:Akca
B, B;] = i€ By, (3-3)
|4;,B;] = 0.

Assim, vamos ter representagoes de Lorentz classificadas como (j, ') com j, 5" = 0,1/2,1,3/2...

No caso em que temos (0,0) vamos ter uma representagdo escalar. Para (1/2,0)
ou (0,1/2) vamos ter duas representagoes espinoriais nao equivalentes, a tipo 1 e a tipo 2

respectivamente. Elas vao se transformar da seguinte forma
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Tipo 1: (3,0):

¢ = exp {z% (0 — z'qb)} . (3.4)

Tipo 2: (0, 3):

n' = exp [z% (0 + 1¢)] n. (3.5)

Essas representacoes sao intercambiaveis sob paridade. Entao, temos que conside-

rar o espinor em quatro dimensoes que vai se transformar da seguinte forma

§ 61’/20-(071‘(;5) 0 5
( Y ) - ( 0 et/20-(0+i) ) ( n ) ' (3.7)

Tendo lembrado disso, podemos prosseguir em encontrar a equacao de Dirac.

3.2 Equacao de Dirac
A equacao de Dirac pode ser obtida aplicando um boost no espinor de Dirac. Mas
antes, vamos renomear os espinores £ e 17 como
§—=or, N1 0L (3.8)

com R significando right e L left que indicam se o espinor é right-handed ou left-handed.

Eles se transformam com em 3.4 e 3.5. Entao, vamos ter,

OR — exp [-l—%a’ . (,z‘)] or = [cosh(¢/2)+ o -nsinh(¢/2)] og, 59)
3.9
O1, — exp {—%0’ . (l)} ¢, = [cosh(¢/2) — o nsinh(¢p/2)] ¢r.

Se considerarmos que inicialmente a particula estava em repouso e que depois da

transformacao ela esta com momento p, podemos escrever 3.9, da seguinte forma

o) = (55

orp) =

N—
L=
+
q
3>
7N
2
|
—

| —— |
A~
o
O RN
—
~
W=
|
)
3>
~
2
B
—
~_—
o=
-
h
—~
(@)
SN—

T) ] el (3.10)



3.2. FEquacgdo de Dirac 39

onde v = 1/(1—v?/c*)'/? ¢ 3 = v/c. Também foi usado o fato de que como 7% — 5%4?% = 1,

podemos escrever

v =cosh¢, 5 =sinh¢ (3.11)

e entao, usando as identidades para func¢oes hiperbolicas, obtemos

cosh ¢/2 = (f; 1>1/2, sinh ¢/2 = (77_1>1/2. (3.12)

e

Para uma particulas de momento p, massa m e energia total E, temos que v =
FE /m. Substituindo esse resultado em 3.10 e notando que ¢g(0) = ¢.(0) para uma par-
ticula cm repouso. Ja que nesse caso nao temos como saber para que lado csta o spin,

obtemos

or(p) = W@SL(Z)), 3.13)
oulp) = T Loup)

Podemos escrever essas equagoes na forma matricial

( -m p0+0"p)<¢R(p)):o (3.14)
Po—0-p —-m or(p) ’ |

e definindo as matrizes
01 . 0 —ot
V= . A= , 3.15
v ( - ) ol ( P ) (3.15)

podemos escrever 3.14 da seguinte forma

(Y’po +~'pi —m)w(p) = 0, ou
(V"pu —m)p(p) = 0.

Essa é a equacao de Dirac para particulas massivas. Podemos notar que as matrizes

(3.16)

v seguem a seguinte relacao de anti-comutacao

{9} =211 (3.17)

que é conhecida como algebra de Clifford. Também, podemos observar que qualquer outra

matriz 4" que obtida da seguinte forma

A = Syt ST (3.18)
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com S sendo uma matriz unitaria, também seguira a algebra de Clifford. Consequente-
mente, essa matriz serd uma representagao valida das matrizes . Nesse caso, a equacao

de Dirac serd satisfeita pelo espinor quadridimensional

V= Sy, (3.19)

Agora, voltando a 3.16, podemos ver que uma particula em repouso vai obedecer

Vpop =map = porp = my . (3.20)

De 3.17 temos que (7°)? = 1. Entdo, os seus autovalores podem ter o valor de 1

ou —1. Desse modo, vamos ter

E = +m, (3.21)

sendo duas solucgoes para cada sinal da energia. J& para uma particula em movimento

vamos ter

E = £(m? 4 p*)'/? (3.22)

duas vezes para cada uma das solugoes.

Entao, podemos ver que a equacao de Dirac nao resolve o problema das energias
negativas, porém, Dirac contorna isso dando uma nova interpretacao do vacuo, a de que
ele é todo ocupado por elétrons com energia negativa e por causa do principio de exclusao
de Pauli, nenhuma outra particula poderia ocupar esses estados de energia negativa.
Nessa nova interpretacao, Dirac conseguiu prever a existéncia de anti-particulas, ja que
se tivermos um buraco de energia —|E|, um elétron com energia £ pode emitir uma

quantidade de energia 2|F| e preencher esse buraco. Agora, nesse caso vamos ter

e + buraco — energia.

Para termos a conservacao de carga, o buraco vai ter carga +e, mas vai continuar com a
mesma massa do elétron, entao, o buraco vai ser o que chamamos de anti-particula. Desse
modo, a equagdo de Dirac ja ndo descreve mais uma tnica particula e uma melhor inter-
pretacao dessa equagcao seria considera-la uma equacao de campo, que é o que vamos fazer

mais a frente. Mas agora, vamos encontrar solugoes de ondas planas para essa equagao.
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Para o caso em que a particula estiver em repouso (3.20), as solugoes vao ser dadas

por

»(0) = u(0)e™™ E >0,

| (3.23)
P(0) = (0™ E <O,

sendo u(0) dois espinores para energia positiva e v(0), dois espinores para energia negativa

u = o) —

(3.24)

o O O =
o O = O
o = O O
— o O O

Nessa representacao, chamada de Dirac-Pauli, 7 é diagonal e dada por

P = ( (1) _01 ) : (3.25)

Ela pode ser obtida por meio de 3.16, usando 3.15 com

1 1 1
sa(r ) oo

e entdo o espinor 1 que vai satisfazer 3.16 vai ser dado por

ss(en)-mlane) o

As solugbes de particulas com um momento p, vao ser dadas por

U(p) = wulp)e ™ E>0,

. (3.28)
Y(p) = wv(p)e™” E<O.

Para cncontrar as solugoces explicitas para cssa particula, podemos aplicar um boost

em 3.6
R et/2e? 0 Or | or
( 5 ) ( 0 e )\ o o1 529
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e transformar M (matriz boost na representagao dos espinores left e right) para a repre-

sentagao de Dirac-Pauli. Ele vai ser dado por

M = SMS-! = cosh(¢p/2) o -nsinh (¢/2) (3.30)
o - nsinh (¢/2) cosh(¢/2) ' '
Usando 3.12 e v = E//m, obtemos
L0 g n
E 1/2 O 1 px"!‘lpy —Pz
M = ( 2+ m) , Etm  Btm | (3.31)
m 7m0 1 0
= +iPy
B 001

Agora, é s6 multiplicar a matriz M’ pelos espinores 3.24, que vamos obter as

solugoes explicitas

1 0
1/2 1/2
N (E+m> 0 o - <E+m> ,1 |
2m Ei:’_zm 2m El;_*m
P+ —Pz
E+m E+m
(3.32)
Pz _b-
E+m E+m
1/2 P 1/2 —p-
I R (E+m> Eim @ — (E—l—m) T
2m 1 ’ 2m 0 ’
0 1
onde p. = p, £ 1p,. As normalizacoes desses espinores vao ser dadas por
() (p)u(a’> (P) = Oaar,
TP (p) = — e,
ad@pw@(p) = 0, (3.33)
a o el a’ E
ul )T(p)u( )(p) — )T(p)v( )(p) — 550‘0‘/’

onde %(® e 7% sao espinores adjuntos definidos como (@) = u(® 140 ¢ 7@ = (@140,
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Para uso em calculos posteriores vamos definir os operadores

“p+m
P — a) (a 7 p
' o 2m (3.34)
P Z @ (p)p@ (p) = —LPHM '
2m

que sao operadores de projecao. O primeiro projeta estados de energia positiva e o segundo,

estados de energia negativa.

3.3 Quantizando

Para irmos para uma interpretacao de campo da equacao de Dirac, precisamos
encontrar uma Lagrangiana que por meio das equagoes de Fuler-Lagrange da 3.16. Essa

Lagrangiana vai ser

L =iy b — map, (3.35)
onde 1) = ¥T0 e 1), 9 sdo tratados como dois campos independentes. Algo a notar, sobre
3.35, é que ela nao é hermitiana. Uma Lagrangiana hermitiana teria a forma

7 — — _
= S[07(00) — 0, P)y"v] — i (3.36)

que s6 difere de 3.35 por uma divergéncia total

£ £ = 50.(7"0) (337

o que nao muda a agdo. Entao por simplicidade vamos usar a 3.35. De onde podemos

obter o seguinte momento conjugado

oL
(x)

Agora, como foi feito para o campo escalar, vamos expandir o campo na base das

II(x) = =il (x). (3.38)

solugoes de ondas planas definidas anteriormente

Y(r) = / él:;?, % QZQQ[ba(k)'u(“>(k)eik'm + df (k)o@ (k)e™ =], (3.39)

00 = [ G X BT+ d e ke ) (@40

a=1,2
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Igualmente como no caso do campo escalar complexo, vemos que temos dois operadores

criagio e aniquilagdo distintos b, (k) e dy (k) .

Nesse caso, a densidade de Hamiltoniana vai ser dada por

H = Up—L
_ 8w (3.41)

onde foi usado 3.35 e 3.38. A Hamiltoniana total, usando 3.39 e 3.40, além das condic¢des

de normalizagao 3.33, sera dada por

H = / B

3
o s )

(3.42)

Podemos observar que a Hamiltoniana nao ¢é positiva definida, ja que o operador
dy(k)d! (k) vai contribuir com uma parte negativa na energia. Esse problema nio some
se empregarmos o ordenamento normal, usado anteriormente. A solucao encontrada para
resolver isso, é assumir que os operadores de criacao e aniquilacao anti-comutam ao invés
de comutarem, como era no caso do campo escalar. As relacoes de anti-comutacao vao

ser dadas por

s ko

{ba (), DL (K} = {da(k), ), (K)} = (27)° —0"(k = k')daar,

{Bak). bur(K)} = {L(R), B, ()} =0, (3.43)
{da(k),dor ()} = {dL(F),d},(K)} =0
Para se livrar da energia infinita no vacuo, vamos aplicar a operacao de ordena-
mento normal, como foi feito no caso do campo escalar. S6 que, agora, ele vai ser definido
de forma diferente ja que os operadores anti-comutam ao invés de comutarem. Dessa vez,

vamos colocar o operador criacao na direita do de aniquilacao e trocar o sinal como se a

relagdo de anti-comutagao fosse igual a zero. Desse modo vamos ter

dkm% 6L (k)ba) + dl (K)o ()] (3.44)

«

que ¢ uma hamiltoniana sempre positiva e assim, o problema das energias negativas foi

resolvido.

Uma consequéncia do uso de anti-comutadores pode ser notada da primeira e
segunda relagdes de 3.43 que implicam b], (k)] (k) = di (k)d} (k) = 0, ou seja, nio se pode
ter mais de uma particula em um mesmo estado. Esse é o principio de exclusao de Pauli.

Entao, concluimos que o campo de Dirac segue a estatistica de Fermi.
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Assim, como no caso do campo escalar complexo, a Lagrangiana 3.35 é invariante
a transformagoes de fase como em 2.11. Entao, para este caso vamos ter que a corrente

conservada, dada pelo teorema de Noether vai ser

- i—i ii_
"= e T s (3.45)
= Py

e consequentemente, a carga conservada vai ser dada por

Q = /d?’:l:JO

= /d"smﬂl/) (3.46)
_ / %% S (k) balk) — di () (B)].

Entao, podemos ver que como no caso do campo escalar complexo, temos particulas

e antiparticulas. Com b] (k) criando particulas e df (k) antiparticulas.

Assim, como no caso anterior o vacuo é definido como o estado sem particulas e

antiparticulas

ba(K)|0) = da(K)|0) = 0 (3.47)

e os estados com particulas e/ou antiparticulas podem ser criados a partir dele usando os

operadores de criacao.

Por fim, podemos encontrar as relagoes de anti-comutacao para ¢j e ; onde 7 e
j sdo componentes do espinor quadridimensional. Com alguns cédlculos, é possivel, achar

essas relagoes usando 3.39, 3.40, 3.34 e 3.43. Elas vao ser dadas por

{i(x,t), 1/)}(3(/7 H} = &x—x)dy,
{wi(x7 t>7wj( /7t)} = O, (348)
{wl(x,1),¢)(

"

x\
\.H-
S—
—

|

o
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4 O campo eletromagnético

O ultimo campo que vamos quantizar é o eletromagnético. Ele é um exemplo de
campo sem massa e com simetria de calibre e isso faz com que tenhamos algumas diferencas
na hora da quantizacdo. Veremos isso mais a frente, mas, primeiro vamos relembrar as

equacoes de Maxwell e ver como podemos escrevé-las de uma forma covariante.

4.1 Equacoes de Maxwell

As cquagoes de Maxwell no vacuo sao

V-E - o
V.B = 0
e B o
ot
0E
V xB = E

O campo clétrico ¢ magnético podem ser escritos em fungdo de um quadrivetor potencial

Al = (0, A) (4.2)
com
B = VxA,
o %_? . (4.3)

que satisfazem a segunda e terceira equagado de 4.1.Podemos escrever 4.3 de forma cova-

riante, definindo um rotacional quadridimensional antissimétrico dado por

Fr = 9hAY — Q" A" (4.4)

que pode ser representado pela matriz

0 —-F' —E? —p3
E' 0 -BY B?

Fr = : . (4.5)
E2 B* 0 -B

E* —-B> B' 0
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Esse tensor é chamado de tensor campo eletromagnético por suas componentes
serem ocupadas por componentes dos campos elétrico e magnético. Agora, se escrevermos

a seguinte equacao

0, F™ = 9,(9"A” — 9" A") = 0, (4.6)

podemos ver que é possivel obter as equacoes de Maxwell restantes (primeira e ultima) a

partir dela. Por exemplo

OF"=0=V-E (4.7)

que ¢ a primeira equagao em 4.1. A ultima equacao pode ser obtida de forma similar.

As equacoes 4.1 sao invariantes a transformacoes de calibre, o que significa, que

se adicionarmos o gradiente de alguma fungao escalar 0(x) ao potencial

AF s AP 4 91 (z) (4.8)

os campos E e B nao vao mudar. Podemos ver isso em

F' = 9, (0" A — v A
= OM(A +8°0(x)) — (A" + 9"8(x)) (4.9)
= P4 (04— 900 (x) = B,

O fato do campo eletromagnético ser um campo de calibre tras alguns problemas
para a quantizacdo desse campo. Isso vem de o campo ter somente duas componentes
independentes, mas ser descrito por A*(z) que possui quatro. Entdo, se escolhermos uma
transformacao de calibre que diminui as componentes independentes para duas, perdemos
a covariancia. Podemos, também, escolher uma transformacio que mantém a covariancia,
mas fazendo isso, vamos ter duas componentes que nao possuem significado fisico. Entao,
para se obter o significado fisico das componentes precisamos usar o formalismo de Gupta-
Bleuer que nao sera feito aqui. Nesse trabalho foi escolhido quantizar o campo usando a

transformagao de calibre de Coulomb (radia¢ao) que é dado por

6=0, V-A=0 (4.10)

e consequentemente vamos ter,

0, A" = 0. (4.11)
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Nessa condigao de calibre, vamos ter que A*(x) s6 tera duas componentes inde-

pendentes.

4.2 Quantizando

Como nos casos anteriores, para quantizar, precisamos de uma Lagrangiana que

da as equagoes de Maxwell. Ela vai ser

1
L= ~1 w M (4.12)
Entao, os momentos conjugados sao
oL
HO(.I) = 87 = O,
. 5 CO - | (4.13)
I'z) = —=-A"=FE"
0A;
Impondo as relagoes de comutacao, obtemos
[Ai(z), A;(z)] = 0,
[T(2), IP()] = 0, (4.14)
[Ai(2), 1P ()] =6]6%(x —x),

Essas relagoes de comutagao possuem um problema, a ultima relacao nao satisfaz

a condicdo V - A = (. E possivel ver isso aplicando uma divergéncia nessa ultima relacao

[V -A(2), E'(2))] = i0'0°(x — x') £ 0. (4.15)

Para as condi¢oes de quantizacao obedecerem a de calibre, temos que modificar a

primeira. Se trocarmos o 6;. por

Jr_ s LY 5

51» :51' + 0; ﬁ 0 (4.16)
e aplicar o divergente nele, vamos ter

oS = &+ 00, (ﬁ> o

)

(4.17)
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entdo, as relacgoes de comutacao vao obedecer 4.10. As novas relacoes de comutagao vao

ser
[Ai(2), 4; ()] = 0,
[II'(z),1V(z")] = O, (4.18)
Ae), V()] = it (x —x).
Agora, voltando a 4.6, podemos escrever essa equacao, usando 4.11, da seguinte
forma

0A =0 (4.19)

e como A% =0,

0A =0 (4.20)

que é a equacao de Klein-Gordon para um campo sem massa. Entao, como feito anteri-
ormente, podemos expandir A”(x) usando suas solug¢oes de ondas planas. Elas vao ter a

forma

A(7) o e(k)eFH, (4.21)
onde e(k) é um que representa a polarizagio da solugdo. Também, notamos que £, =
kO = |k| e k* = 0.

Como V - A =0 temos que ter

k-e(k) =0, (4.22)

ou seja, a direcao de propagacao é ortogonal a de polarizacao. Como consequéncia disso,

vamos ter dois vetores de polarizacao que podemos escolher como sendo ortonormais

k-e(k) = 0,

| (4.23)
E(k, )\) - € (k, /\) = 5)\)\/
com A =1,2.

Sabendo de tudo isso, podemos expandir A(z) na base das ondas planas e obter

9

P

&
Ale) = Azzl J(27)32k0

[e(k)e " a(k, A) + €' (K)eal(k, \)] . (4.24)
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Com um pouco de calculo, é possivel inverter 4.24 e achar equagoes para oS ope-

radores a(k, \) e af(k, ), que vio ser dados por

ak,)) = T, A7) - €' (k, \)

/1/ 27) 32k’0 o (4.25)
- / WW“@M)) ce(k, ).

Com isso, podemos achar as rela¢oes de comutacao para eles, que vao ser

a'(k,)\) =

[a(kv /\)7 a(k/v A)] = 0,
[af(k,\),af(K, )] = 0, (4.26)
[a(k,\),a' (K, \)] = dwdd(k —K).

Essas sao as mesmas relagoes de comutacao para os operadores de aniquilacao e
criacao do campo escalar real. Entao, o significado desses operadores aparece da mesma
forma de como apareceu para aquele campo. Desse modo, vamos ter que af(k, \) vai criar

fétons na polarizagdo A e a(k, \) vai aniquilar esses fétons.

A Hamiltoniana vai ser dada por,

H = /d%?—t

_ / Pr(TA; — L) (4.27)
_ %<E2+B2>

que pode ser escrita em termos do potencial. Depois, pode-se usar 4.24 e 4.26 para obter

H = 22: d*kEra’(k,Na(k, ), (4.28)

ondec Ey = k° > 0 a Hamiltoniana j& foi ordcnada normalmente.

Podemos notar que a Hamiltoniana é sempre positiva. Também, é possivel ver, que
como A(zx) é hermitiano, entao, o féton nao vai ter carga, assim, como o campo escalar
real. Finalmente, para encontrar os estados de Fock, é s6 seguir os mesmos passos que

foram feitos para os outros campos.
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Conclusao

Este trabalho foi feito com o intuito de comecar os estudos na area de teoria
quantica de campos. Tendo isso em vista, foi feito uma revisao bibliografica da quantizacao
canodnica de diferentes campos quanticos. Primeiramente, foi quantizado o campo escalar.
Ao fazer isso passamos a tratar a equacgao de onda como operador e impor relagoes de
comutacao entre ela e o momento conjugado. Como consequéncia da quantizacdo vimos
que o problema das energias negativas que existia na mecanica relativistica sumiu. Nessa
primeira parte, também introduzimos o teorema de Noether que tem uma importante
participacao na interpretacao de campos que descrevem particulas com carga. Além disso,
falamos sobre o operador de ordenamento normal que resolve o problema de o vacuo ter

energia infinita depois da quantizagao.

O segundo campo que quantizamos foi o campo escalar complexo como um exemplo
de uma teoria com uma carga conservada nao trivial. Essa carga vem do fato do campo
ser invariante a transformacoes de fase. Como consequéncia disso, teve a apari¢ao de

particulas e antiparticulas.

O préximo campo quantizado foi o de Dirac. Porém ao fazer isso foi observado
que para nao ter energias negativas foi necessario usar relagdes de anti-comutagao na
hora da quantizacao o que implicou que as particulas descritas por esse campo obedece
o principio da exclusdo de Pauli e entdo sao férmions ao contrario do campo escalar que
descreve bésons. Foi visto, também, que similarmente a campos escalares complexos, o

campo de Dirac descreve particulas e antiparticulas.

O 1ltimo campo quantizado foi o eletromagnético. A quantizacao dele foi feita
para termos um exemplo de campo sem massa e de calibre. Para esse tipo de campo foi
visto que como temos uma invaridncia dele a transformacgoes locais de calibre é possi-
vel quantiza-lo escolhendo diferentes condicoes de calibre. Aqui foi escolhido a condigao
de Coulomb que restringe a quantizagao somente aos graus de liberdade fisicos. Por o
campo eletromagnético ser abeliano, nao tivemos que introduzir métodos mais complica-
dos para a quantizacao, porem, se ele fosse um campo de calibre nao abeliano teriamos
mais dificuldade em prosseguir com a quantizagao do modo como foi feito para os outros

campos.

Este trabalho foi baseado principalmente em certos capitulos dos livros (Ryder 1996),
(Birrell e Davies 1984), (Das 2008) e (Lahiri e Pal 2005). Mas também foram usados como
referéncia os livros (Peskin e Schroeder 2018), (Zee 2010) e (Zee 2016).
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