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Departamento de Estat́ıstica

A eficiência da rede de ensino médio do DF,
usando o método análise envoltória de dados com bootstrap.
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Resumo

Neste trabalho, estimou-se escores robustos de eficiência escolar entre 153 uni-

dades escolares (privadas e públicas) do ensino médio do Distrito Federal. Usou-se uma

modelagem Network − DEA, em oposição ao clássico DEA, oferecendo a vantagem de

decompor a prestação de serviços educacionais em 03 (três) estágios sequenciais e estimar

a eficiência associada a cada um deles e a eficiência global. Além disso usou-se um método

para identificar e eliminar outliers que afetassem os ı́ndices de eficiência. Seguidamente,

valendo-se de técnicas de bootstrap, realizou-se o teste de significância de retorno de escala

e uma vez confirmada o tipo de retorno, estimou-se o escore corregido do viés aleatório

inerente aos dados. As estimativas apontam enquanto é posśıvel maximizar os objeti-

vos educacionais (matŕıcula, taxa de aprovação e nota média no ENEM), tendo como

referência as melhores práticas da região. Acredita-se que os resultados aqui encontrados

fornecerão novas contribuições práticas para subsidiar a definição de estratégias e ação

que melhore o retorno dos investimentos educacionais no DF.

Palavras-chaves: Eficiência escolar, Network-Dea Bootstrap, Ensino Médio, Distrito

Federal, Brasil

Abstract

In this work, robust school efficiency scores were estimated among 153 school units

(private and public) of high school in the Federal District, Brazil. A Network − DEA

modeling was used, as opposed to the classic DEA, offering the advantage of decomposing

the provision of educational services into 03 (three) sequential stages and estimating

the efficiency associated with each of them and the overall efficiency. In addition, a

method was used to identify and eliminate outliers that affect efficiency levels. Then,

using bootstrap techniques, the scale return significance test was performed and once the

type of return was confirmed, the corrected score for the random bias inherent in the

data was estimated. Estimates point to the extent to which it is possible to maximize

educational objectives (enrollment, pass rate and average ENEM grade), having as a

reference the best practices in the region. It is believed that the results found here will

provide new practical contributions to support the definition of strategies and action that

improve the return on educational investments in the Federal District.

Keywords: Scholar Efficiency, Network-Dea Bootstrap, High school, Federal District,

Brazil.
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1 Introdução

O desenvolvimento socioeconômico de um páıs dificilmente pode ser sustentado

sem uma população instrúıda. A partir dos inovadores trabalhos de Theodore Schultz e

Gary Becker (laureados com o Prêmio Nobel em economia) na década de 1950, várias

vertentes da teoria econômica consideram o investimento em capital humano como um

fator essencial no crescimento econômico e na resiliência em situações de crises (UZAWA,

1965) e (LUCAS, 1988). Para estes economistas, o capital humano é tão importante

quanto o capital financeiro no crescimento do PIB (Produto Interno Bruto) e define-se

como o conjunto de conhecimentos, habilidades e atitudes que as pessoas possuem e as

tornam aptas para desenvolver atividades espećıficas. Além disso, para Lochner está

comprovado que ńıveis mais altos de escolaridade em um páıs estão associados a uma

menor incidência criminal e corruptiva, maior salubridade da população, ńıveis mais alto

de produtividade e empregabilidade nacional, entre outros (LOCHNER, 2011).

Diante dessas constatações, nas ultimas décadas o Brasil vem realizando altos

investimentos na educação. Segundo dados do INEP (Instituto Nacional de Estudos e

Pesquisas Educacionais Ańısio Teixeira), o investimento público em relação ao PIB na

educação básica cresceu de 3.7% em 2000 para 4.8% em 2018 (INEP, 2022). Este va-

lor representa um percentual maior do que a media dos páıses desenvolvidos, segundo o

relatório Education at a Glance, divulgado pela Organização para Cooperação e Desen-

volvimento Econômico (OCDE, 2019).

No entanto, o investimento na educação, em geral, mostra resultados insatis-

fatórios no que se refere a qualidade do ensino básico, tornando o gasto publico inefici-

ente. Um dos maiores estudos sobre educação do mundo, o Programa Internacional de

Avaliação de Estudantes (Pisa), em sua edição 2018, indica que o Brasil possui baixa

proficiência em Leitura, Matemática e Ciências, quando comparado com outros 78 páıses

que participaram da avaliação.Revela ı́ndices de desempenho estagnados desde 2009, in-

dicando que 68, 1% dos estudantes brasileiros, com 15 anos de idade, não possuem ńıvel

básico de Matemática, considerado como o mı́nimo para o exerćıcio pleno da cidadania.

Em Ciências, o número chega 55% e em Leitura, 50%. Quando comparado com os páıses

da América do Sul analisados pelo Pisa, o Brasil é o pior páıs em Matemática e Ciências,

empatado estatisticamente com a Argentina. Já em Leitura o pais e o segundo pior,

atrás da Argentina e Peru que se encontram empatados (OECD, 2018). A ńıvel nacio-

nal, os resultados do Saeb (Sistema Nacional de Avaliação da Educação Básica) mostram

também quedas expressivas nas médias de proficiência. Isso tem ocorrido em quase todas

as Unidades da Federação (BENEGAS et al., 2012).

Para superar este desafio, os tomadores de decisão e gestores escolares precisam
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de convincentes respostas às seguintes questões:

1. É posśıvel aumentar a qualidade e o desempenho escolar com os escassos recursos

dispońıveis?

2. Em que medida a educação brasileira pode ser mais eficiente?

Em torno destas questões está o problema central de pesquisa desse trabalho.

Para abordar este problema, a Estat́ıstica e a Pesquisa Operacional apresenta-

ram grandes contribuições nas últimos décadas, desenvolvendo técnicas para análise da

eficiência e produtividade. Dentre elas, dois método de benchmarking e fronteira eficiente

mostraram-se relativamente uteis:

• Stochastic Frontier Analysis (SFA).

• Data Envelopment Analysis (DEA).

O primeiro é chamado de paramétrico e usa técnicas econométricas a partir de

uma relação funcional entre insumos e produtos. O segundo é denominado de não-

paramétrico e determińıstico e utiliza técnicas de programação matemática. Diferenciam-

se em função da forma de construir a fronteira eficiente e como são interpretados os desvios

da fronteira. Ambos os métodos apresentam vantagens e desvantagens, mas nenhum é

claramente superior à outro (COELLI et al., 2005). No entanto, nota-se a preferência do

método DEA na análise da eficiência em vários setores, devido a possibilidade de incluir

múltiplos insumos e produtos nos modelos e utilizar pressupostos menos restritivos sobre

a tecnologia de produção de bens e serviços.

Para superar o determinismo do modelo DEA, uma nova abordagem tem ga-

nhando importância na literatura na última década. Trata-se do modelo desenvolvido

nos trabalhos de Simar e Wilson que estimam ı́ndices robustos de eficiência com boots-

trap (SIMAR; WILSON, 1998). Esse novo método enquadra-se no denominado DEA

estocástico, que busca integrar o termo aleatório contido nos métodos do tipo SFA à

fronteira calculada por métodos do tipo DEA, sem precisar da especificação, a priori, da

relação funcional entre os insumos e produtos.
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2 Objetivos

O presente estudo tem como objetivo estimar escores robustos de eficiência DEA

com bootstrap para o ensino médio das escolas do DF. Nesse sentido, trabalha-se com

dados do Censo Escolar 2019 e do Enem 2019 (Exame Nacional do Ensino Médio), ambos

elaborados pelo INEP. Para tanto, utilizaram-se os insumos e produtos clássicos do setor

estudado e as técnicas de network-DEA com bootstrap que serão usadas para detectar

outliers, estimar o viés, corrigir os escores e testar o tipo de retornos de escala.

Acredita-se que os resultados aqui encontrados fornecerão novas contribuições

práticas para subsidiar a definição de estratégias e ação que melhore o retorno dos inves-

timentos educacionais no DF. O presente estudo se justifica ao indicar melhorias para uma

gestão escolar mais eficiente e ao determinar fatores que induzem a adequação escolar,

principalmente após a pandemia covid 19.
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3 Revisão de Literatura

O presente Caṕıtulo abarca a análise da literatura teórica e emṕırica referente

ao tema e problemas de investigação deste trabalho. Isso permitirá ter uma ideia do

estado da arte sobre o tema, fundamentar o referencial teórico, descrever a metodologia

utilizada, justificar a escolha das variáveis usadas e comparar os resultados obtidos com

os encontrados em outros trabalhos.

3.1 Conceito e medida de eficiência

O desempenho de unidades produtivas (de agora em diante denominadas Decision

Making Units – DMUs) é avaliado, na literatura especializada, a partir da compreensão

do processo produtivo realizados nessas unidades. A Figura 1 representa a diagramação

do processo produtivo, formado pelos fluxos de entradas e sáıdas e a chamada ”caixa

preta”que configura os diferentes e desconhecidos processos produtivos realizados nas

DMUs. Nesse processo, combinam-se e transformam-se uma série de insumos (fatores

produtivos ou inputs) em novos bens e serviços (outputs) que devem gerar maiores utili-

dades.

Figura 1: Diagramação do Processo de Produção.

O processo produtivo realizado nas DMUs é caracterizado pelo conceito de con-

junto de possibilidade de produção (CPP). O CPP registra o conjunto de duas matrizes:

1) a matriz de inputs (x) utilizados, e 2) a matriz de outputs (y) gerados nas DMUs de

um setor produtivo em um determinado momento. Matematicamente pode ser expresso:

CPP = {(x, y)| x pode produzir y} (3.1.1)

Desta forma, cada par de vetores x, y do CPP representa um processo produtivo

fat́ıvel, incluindo os observados empiricamente ou não.

Graficamente o limite superior do CPP é representada pela chamada fronteira de

possibilidade de produção. Esta curva é formada pelas melhores práticas, ou seja, pelas

DMUs que maximizam a produção para uma dada quantidade de insumos e minimizam

os insumos para um determinado ńıvel de produção. Pode ser representada basicamente
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de duas formas:

1. Por uma linha reta que parte da origem quando considera-se retornos constantes de

escala (ou seja, quando o aumento da quantidade utilizada de insumos determina

um aumento exatamente proporcional à quantidade do produto).

2. Por uma curva convexa no inicio e concava no final, quando considera-se rendimen-

tos variáveis de escala (o aumento da quantidade utilizada de insumos determina

acréscimos ou reduções nas quantidades produzidas).

Na Figura 2 e Figura 3, representam-se as respectivas fronteiras do conjunto de

possibilidade de produção para o caso de um único insumo (representado no eixo hori-

zontal) e um único produto (no eixo vertical). Na Figura 2, a curva representa processos

produtivos com retornos constantes de escala em que os pontos A e D, representando as

DMUA e DMUD respectivamente, formam a fronteira do CPP e são caracterizadas como

eficientes, já que estão maximizando a produção (y) com uma determinada quantidade de

recursos(x). As DMUB e DMUC , situadas abaixo da fronteira, no interior do CPP, são

classificadas como ineficientes, já que com a dada quantidade de recurso, podem obter

uma quantidade de produção maior. Na Figura 3, a curva representa processos produtivos

com retornos variáveis de escala em que as DMUE e DMUF formam a fronteira eficiente

e a DMUG e classificada como ineficiente pois se encontra a baixo da fronteira.
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Figura 2: Curvas do Conjunto de Possibilidade de Produção para um insumo e um produto com
retornos constantes de escala.

Fonte: Adaptado de (MEZA; GOMES; NETO, 2005)



14 Revisão de Literatura

Figura 3: Curvas do Conjunto de Possibilidade de Produção para um insumo e um produto com
retornos variáveis.

Fonte: Adaptado de (MEZA; GOMES; NETO, 2005)

Neste contexto, para Koopmans uma DMU é eficiente se, e somente se, é im-

posśıvel aumentar qualquer output (e/ou reduzir qualquer input) sem simultaneamente

reduzir outro output (e/ou aumentar qualquer outro input) (KOOPMANS, 1951). Em

outras palavras, a eficiência se revela quando uma DMU obtém o maior ńıvel de produção

posśıvel com um determinado ńıvel de insumos ou quando emprega a menor quantidade

posśıvel de insumos para produzir um número dado de produtos.

Com base nesta definição, para Meza , Gomes e Neto a mensuração da eficiência

compara o que foi produzido, dado os recursos dispońıveis, com o que poderia ter sido

produzido com os mesmos recursos e nesse sentido a eficiência se torna um conceito relativo

(MEZA; GOMES; NETO, 2005).

Assim o cálculo da eficiência resulta da distância euclidiana que separa cada DMU

da fronteira CPP. Esse procedimento foi proposto por Farrell que considerou duas medidas

básicas de eficiência (FARRELL, 1957):
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1. Orientada aos outputs, que caracteriza o aumento da produção da DMU com a

mesma quantidade de recursos.

2. Orientado aos inputs, que indica a diminuição da quantidade de recursos usados

visando manter a mesma quantidade de produtos.

No caso da Figura 4, a eficiência orientada ao produto (output) da DMUP é

medida pela razão entre os segmentos CD e CP que será maior ou igual a 1, de tal forma

que quanto maior este, mais ineficiente será a DMU. Assim, se o ı́ndice da DMUP é,

digamos 1.20, pode-se afirmar que a DMUP precisa aumentar a produção em 20% para

tornar-se eficiente e colocar-se na fronteira do CPP. Porém, há pesquisadores que invertem

esse ı́ndice de eficiência orientada ao output, que passa a ser então um número menor e

igual a 1 (MEZA; GOMES; NETO, 2005). Esse ı́ndice é chamado eficiência de Shephard

(SHEPHARD, 2015).

A eficiência orientada aos inputs é definida pela razão os segmentos AB e AP .

Os valores de eficiência se encontram dentro do intervalo (0 : 1], de tal forma que quanto

menor o ı́ndice mais ineficiente é a DMU avaliada. Deste modo, se o ı́ndice da DMUP

é, digamos 0.80, pode-se afirmar que a DMUP precisa reduzir os insumos em 20% para

tornar-se eficiente e colocar-se na fronteira do CPP.

Figura 4: Curvas do Conjunto de Possibilidade de Produção para um insumo e um produto.

Fonte: Adaptado de (MEZA; GOMES; NETO, 2005)
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Como já mencionado, na literatura especializada, utiliza-se dois métodos básicos

para estimar a fronteira eficiente e medir a eficiência: Análise de Fronteira Estocástica

(SFA) e Análise Envoltória de Dados (DEA). A SFA é um método paramétrico que usa

técnicas econométricas de regressão para definir a fronteira do CPP a partir de uma relação

funcional entre insumos e produtos.Tais fronteiras são estocásticas pois incorporam forças

externas que contribuem para rúıdos estat́ısticos aleatórios, como por exemplo, greves dos

funcionários, intempéries climáticas (chuva torrencial, tempestade, furacão, seca, etc) ou

surtos de doenças. A DEA é denominada de não-paramétrica e determińıstica, já que

utiliza técnicas de programação matemática para determinar as melhores práticas e a

fronteira do CPP. Em contraste com a técnica paramétrica, a DEA não precisa definir

previamente uma relação funcional, exonerando-se do posśıvel erro da especificação da

relação funcional e permite contemplar múltiplos insumos e múltiplos produtos, tornando

a representação do processo produtivo mais flex́ıvel. Por esse motivo foi escolhida a DEA

na avaliação da eficiência da educação neste trabalho.

A seguir apresenta-se as abordagens DEA a serem utilizada na pesquisa. Parte

de uma revisão dos modelos DEA clássicos. Posteriormente, na secção 3.3, descreve-se

algumas extensões dos modelos DEA, incluindo o Network-DEA, a supereficiência e a

DEA bootstrap.

3.2 Modelos DEA

A Análise Envoltória de Dados (DEA) é um método desenvolvido por Charnes,

Cooper e Rhodes (CHARNES; COOPER; RHODES, 1978) com base no trabalho de Far-

rell (FARRELL, 1957) para comparar a eficiência relativa de escolas públicas americanas

e estabelecer objetivamente pesos adequados a cada uma das variáveis de input e output

(CHARNES et al., 1978). Ela tornou-se uma referência na avaliação emṕırica da eficiência

de organizações sem fins lucrativos, porém, com o tempo, seu uso se estendeu a outros

setores, incluindo empresas com fins lucrativos. Segundo Laengle esse inovador trabalho,

publicado na revista European Journal of Operational Research, é o artigo mais citado

no campo da pesquisa operacional (LAENGLE et al., 2017).

Esse modelo foi denominado DEA-CCR em homenagem a seus criadores (Char-

nes, Cooper e Rhodes). Utilizam Problemas de Programação Matemática (PPM) e a

propriedade do CPP de retornos constantes de escala (CRS) para identificar as melhores

práticas, construir a fronteira eficiente do CPP e medir o ńıvel de eficiência relativa das

unidades observadas, identificando os benchmarks com os quais essas DMUs ineficientes

podem ser comparadas. Os PPM podem modelar-se de três formas: fracionária, multipli-

cativa e envelope, proporcionando medidas radiais de eficiência orientadas aos inputs ou

orientadas aos outputs.
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No DEA-CCR na forma fracionária e orientada aos inputs, a eficiência de cada

DMU se calcula a partir do cociente entre a soma ponderada dos outputs e a soma

ponderada dos inputs, que representa a produtividade total dos fatores. Como mostrado

por Meza, Gomes e Neto para a DMUo a eficiência é definida resolvendo o seguinte

problema de programação não lineal (MEZA; GOMES; NETO, 2005):

Maxu,vEffo =

s∑
j=1

ujyjo

r∑
i=1

vixio

(3.2.1)

Sujeito a:

s∑
j=1

ujyjk

r∑
i=1

vixik

≤ 1 para k = 1, ..., o, ..., n.

uj, vi ≥ 0

onde:

1. Considera-se n DMUs (k = 1, ..., n) que utilizam os mesmos inputs (x) em diferentes

quantidade e obtém os memos outputs (y) em diferentes quantidades.

2. xik representa as quantidades do i-ésimo input utilizado pela k-ésima DMU .

3. xiorepresenta as quantidades do i-ésimo input usado pela unidade avaliada - DMUo.

4. yjk representa as quantidades do j-ésimo output gerado na k-ésima DMU .

5. yjo representa as quantidades do j-ésimo output produzido na unidade avaliada -

DMUo.

6. vi representa os pesos (ou importância dada pela DMU avaliada no processo pro-

dutivo) dos inputs.

7. uj representa os pesos (ou importância dada pela DMUo no processo produtivo)

dos outputs.

8. Effo representa a eficiência relativa da unidade avaliada - DMUo, que deve ser

0 < Effo ≤ 1. Se Effo = 1, a DMUo considera-se tecnicamente eficiente. Caso

contrário, é ineficiente.Effoxio computa a projeção de (xio,yio) na fronteira, o ńıvel

mı́nimo de inputs posśıveis para o ńıvel dado de output.
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Na equação 3.2.2 mostram-se o modelo DEA-CCR orientado aos outputs, na

forma fracionária

Min ho =

s∑
i=1

vixio

r∑
j=1

ujyjo

(3.2.2)

Sujeito a:

s∑
i=1

vixio

r∑
j=1

ujyjo

≥ 1 para k = 1, ..., o, ..., n.

uj, vi ≥ 0

Neste modelo, em contraste com o modelo apresentada na equação 3.2.1, ho ≤ 1.

Se h0 = 1, a DMUo é considerada tecnicamente eficiente. Caso contrário, será ineficiente.

Assim, hoyjo determina a projeção de (xio,yio) na fronteira e indica em quanto é posśıvel

aumentar a produção de produtos com o ńıvel dado de insumo. É necessário registrar

que, com a tecnologia com retornos constantes, ho =
1

Effo
.

Além disso, é imperativo notar que esses problemas de programação fracionária

devem ser resolvidos para cada uma das DMUs. Porém, praticamente os Modelos 3.2.1 e

3.2.2 não são utilizados nos trabalhos emṕıricos. Por praticidade, eles são transformados

em problemas de programação linear (PPL), mais fácil de programar e calcular. Assim,

nascem os modelos na forma multiplicativa e na forma envelope (CHARNES; COOPER;

RHODES, 1978).

O modelo DEA-CCR multiplicativo orientado aos inputs surge obrigando-se que

o denominador da função objetivo do Modelo fracionário 3.2.1 deva ser igual à unidade e

passe a ser parte das restrições. Realizando dito procedimento obtemos um PPL, revelado

por (MEZA; GOMES; NETO, 2005):

Min Effo =
s∑

j=1

ujyjo (3.2.3)

Sujeito a:

r∑
i=1

vixio = 1
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s∑
j=1

ujyjk −
r∑

i=1

vixik ≤ 0 para k = 1, ..., o, ..., n.

uj, vi ≥ 0

De forma idêntica, pode-se definir um novo PPL e encontrar o estimador da

eficiência multiplicativa orientada ao output para a DMUo, (MEZA; GOMES; NETO,

2005) como segue:

Min ho =
s∑

i=1

vixio (3.2.4)

Sujeito a:

r∑
j=1

ujyjo = 1

s∑
j=1

ujyjk −
r∑

i=1

vixik ≤ 0 para k = 1, ..., o, ..., n.

uj, vi ≥ 0

Como é sabido, a dualização de um PPL primal resulta em outro PPL associado,

denominado dual, que encontra a mesma solução da função objetivo do PPL primal,

mas traz à tona outras informações úteis: os preços sombras. Na metodologia DEA, a

dualização do PPL multiplicativo resulta no PPL na forma envelope. Esse procedimento

pode consultar-se em (COLL; BLASCO, 2000).

O modelo do envelope DEA-CCR com orientação aos inputs é dado por:

Minλ = Effo (3.2.5)

Sujeito a:

Eff0xio

n∑
k=1

xikλk ≥ 0 ∀ i

−yjo +
n∑

k=1

yjkλk ≥ 0 ∀ j

λ ≥ 0

onde: λ = [λ1, ..., λn][1xn] representa o vetor que determina a combinação linear

das melhores práticas na construção da fronteira, ou seja, a combinação linear dos bench-
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marks na determinação da projeção da DMU ineficiente na fronteira . Ele também indica

os preços sombras do PPL primal.

No caso do modelo DEA-CCR do envelope com orientação ao output, o PPL é

modelado por (MEZA; GOMES; NETO, 2005) como segue:

Max ho (3.2.6)

Sujeito a:

xjo

n∑
k=1

xikλk ≥ 0 ∀ i

−hoyjo +
n∑

k=1

yjkλk ≥ 0 ∀ j

λk ≥ 0, ∀ k

Posteriormente, Banker , Charnes e Cooper mostram que o modelo DEA-CCR

pode ser muito restritivo quando existem DMUs de diferente tamanho, fato não con-

trolável, com frequência, pelos gestores no curto prazo (BANKER; CHARNES; COOPER,

1984). Para atenuar esse problema os autores incorporam a propriedade de rendimento

de escala crescente, constante ou decrescente em diferentes partes da fronteira, como mos-

trado na Figura 3. Substituem a propriedade da proporcionalidade entre inputs e outputs

pela propriedade da convexidade. Dessa forma, as pequenas DMUs serão comparadas

com os benchmarks de pequeno porte e as grandes com os benchmarks de grande porte.

Assim, surgem os chamados modelos DEA-BCC, também conhecidos como VRS (Variable

Returns to Scale), em que os PPL multiplicativo e do envelope para a eficiência orientada

ao input e ao output para cada DMUi são definidos (MEZA; GOMES; NETO, 2005):

A) Modelo DEA-BCC Multiplicativo Orientado ao input:

Max Zo =
s∑

j=1

ujyjo + u∗ (3.2.7)

Sujeito a:

r∑
i=1

vixio = 1

−
r∑

i=1

vixik −
s∑

j=1

ujyjk + u∗ ≤ 0 para k = 1, ..., o, ..., n.
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uj, vi ≥ 0, ∀ u∗ ∈ ℜ

B) Modelo DEA-BCC Multiplicativo Orientado ao output:

Max Wo =
r∑

i=1

vixio + v∗ (3.2.8)

Sujeito a:

r∑
j=1

ujyjo = 1

−
r∑

i=1

vixik − v∗ −
s∑

j=1

ujyjk ≤ 0 para k = 1, ..., o, ..., n.

uj, vi ≥ 0, ∀ u∗ ∈ ℜ

C) Modelo DEA-BCC do Envelope Orientado ao input:

Min Zo (3.2.9)

Sujeito a:

hoxio +
n∑

k=1

xikλk ≥ 0, ∀ i

−yjo +
n∑

k=1

yjkλk ≥ 0, ∀ j

n∑
k=1

λk = 1

λk ≥ 0, ∀ k

D) Modelo DEA-BCC do Envelope Orientado ao output:

Max Zo (3.2.10)

Sujeito a:

xio +
n∑

k=1

xikλk ≥ 0, ∀ i
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−hoyjo +
n∑

k=1

yjkλk ≥ 0, ∀ j

n∑
k=1

λk = 1

λk ≥ 0, ∀ k

Para explicar os Modelos DEA-BCC Multiplicativo, Meza, Gomes e Neto trazem,

nas Figuras 5 e 6, uma interpretação geométrica dos fatores de escala (u∗ e v∗) para os

casos de orientação a inputs (a) e a outputs (b) respectivamente (MEZA; GOMES; NETO,

2005) . Afirmam:

“Podemos notar que os fatores de escala representam os interceptos dos hi-

perplanos suporte das faces da fronteira de eficiência. No modelo orientado a

inputs, quando positivos, indicam retornos crescentes de escala; quando nega-

tivos, indicam retornos decrescentes de escala; caso sejam nulos, a situação é

de retornos constantes de escala. Já no modelo orientado a outputs, quando

positivos, indicam retornos decrescentes de escala; quando negativos, indicam

retornos crescentes de escala; caso sejam nulos, a situação é de retornos cons-

tantes de escala.”(MEZA; GOMES; NETO, 2005).

Figura 5: Interpretação geométrica dos fatores de escala no modelo BCC, com orientação a inputs.

Fonte: (MEZA; GOMES; NETO, 2005)
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Figura 6: Interpretação geométrica dos fatores de escala no modelo BCC, com orientação a outputs.

Fonte: (MEZA; GOMES; NETO, 2005)

A explicação dos escores Z e W é a mesma que no modelo DEA-CCR, no que se

refere ao ńıvel mı́nimo posśıvel de inputs e ao ńıvel máximo de outputs posśıvel respeti-

vamente. Porém, diferente daquelo observado nos modelos CCR, Zk ̸= 1
Wk

e o ı́ndice de

eficiência DEA-BCC será sempre superior ou igual à alcançada com DEA-CCR, ou seja, os

escores de eficiência BCC tendem a ser menos restritivos que os obtidos com DEA-CCR.

3.3 Outras extensões dos modelos DEA clássicos

3.3.1 Modelo Network DEA

O modelo Network DEA (NDEA) foi desenvolvido por Färe e Grosskopf, que

propuseram a abertura da chamada ”caixa preta”e a solução de um modelo DEA para

cada estágio do processo produtivo (FÄRE; GROSSKOPF, 2000). Ao contrário dos mo-

delos DEA tradicionais, o modelo Network DEA define o processo produtivo realizado

nas DMUs como uma cadeia formada de várias divisões, ou uma rede de sub-processos.

Considera a estrutura interna do sistema produtivo e permite o estimar as ineficiências

correspondentes aos diferentes estágios. Assim, decompõe a eficiência global em estágios

espećıficos. De acordo com o modelo NDEA, cada sub-processo pode ter diferentes in-

puts e outputs. No entanto, os estágios internos de cada DMU estão conectados através

de variáveis intermediárias que são produto no estágio anterior e insumo do estágio pos-

terior. Entre os trabalhos que discutem e utilizaram NDEA, pode-se citar (KAO, 2014),

(BENEGAS et al., 2012), (MORENO; LOZANO, 2014) e (MEZA et al., 2018).
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A Figura 7 ilustra o funcionamento de uma DMU operando com dois estágios.

Porém, os modelos NDEA podem ser encontrados em outras configurações.

Figura 7: Representação de um sistema serial com dois estágios.

Dada uma estrutura como a apresentada na Figura 7, de acordo com Meza,

pode-se estimar os ı́ndices de eficiência de cada estágio usando-se os modelos DEA vistos

anteriormente, uma vez que o conjunto de possibilidades de produção é modelado no ńıvel

de cada estágio (MEZA et al., 2018). Isto significa que cada sub-processo tem sua própria

tecnologia, definindo assim o seu próprio conjunto de pesos e unidades de referência.

Assim, obtendo as eficiências individuais E1
o e E2

o referentes aos estágios 1 e 2 da DMUo

em análise, a eficiência global Eo é o produto das eficiências individuais de cada estágio:

Eo = E1
o ∗E2

o . Nestes casos, para que uma DMU possa ser eficiente nos modelos NDEA,

esta deve ser eficiente em cada estágio. Portanto, pode ocorrer de não existir uma DMU

que seja totalmente eficiente quando se considera todo o processo.

3.3.2 Modelo Supereficiência DEA

Classificar as DMUs pelos ı́ndices de eficiência DEA não é trivial. Isso deve-se

a que os ı́ndices das unidades eficientes sempre são iguais a 1 e o número dessas DMUs

pode ser grande. Além disso, naturalmente surge os seguintes questionamentos: todas

as DMUs eficientes são igualmente eficientes? Existem DMUs eficientes umas mais

eficientes que outras?

Para responder estes questionamentos, Andersen e Petersen sugeriram ummétodo

chamado de supereficiência, que compara uma dada DMU com a combinação linear de

todas as outras DMUs, ou seja, excluindo da construção da fronteira a DMU avaliada

(ANDERSEN; PETERSEN, 1993). Desta forma obtém-se ı́ndices diferenciados. Além de

permitir estabelecer um ranking entre as DMUs eficientes, a o ı́ndice de supereficiência

tem também sido usada na identificação de observações influentes (outliers) (BANKER;

DAS; DATAR, 1989), (WILSON, 1995).

O problema de programação linear BCC-DEA orientado ao produto do suposto

modelo para a DMUo é:
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Min ho =
s∑

i=1

v1xio + v∗ (3.3.1)

Sujeito a:

r∑
j=1

ujyjo = 1

r∑
i=1

vixio + v∗ ≥
s∑

j=1

ujyjo, para i e j ̸= o

uj, vi ≥ 0

Ao se comparar este PPL com o modelo BCC-DEA 3.2.4 observa-se suas seme-

lhanças, mas no modelo de supereficiência 3.3.1, se exclui a DMUo da segunda restrição,

que define a fronteira.

Para ilustrar essa ideia considere-se os dados de 5 DMUs operando com retornos

variáveis de escala, em que cada uma delas utiliza um input para produzir um output,

conforme a Tabela 1. Usando os PPL DEA-BCC 3.2.4 e DEA-Supereficiência 3.3.1 chega-

se aos valores registrados na quarta e quinta coluna da Tabela. Nota-se que as DMUs A,

B, D e E são eficientes e forma a fronteira com retorno variável de escala, como ilustrado

na Figura 8 pela a linha cont́ınua. Esse ı́ndice por ser orientado aos outputs será sempre

maior o igual a 1, de tal forma que quanto maior, maior será a ineficiência. Desta forma,

observa-se na Tabela 1 e no Figura 8 que a única DMU ineficiente é C, com um ı́ndice

1.9 e colocada abaixo da fronteira.

Tabela 1: Exemplo para a estimativa da Eficiência e Supereficiência da DMUD.

DMU X Input Y Output Eficiência BCC Supereficiência

A 1 1 1.0 -Inf

B 10 10 1.0 1.0

C 20 10.5 1.905 1.905

D 30 30 1.0 0.833

E 50 40 1.0 0.750
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Figura 8: Fronteiras de Eficiência e Supereficiência DMUD no modelo DEA-BCC.

Na Figura 8, a remoção da DMUD terá como consequência uma nova fronteira

de eficiência (linha tracejada) definida apenas pelas DMUs A, B e E. Assim aplicando

o modelo de supereficiência a DMUD deverá ter um ı́ndice menor que 1, indicando que

poderia ter uma produção menor em 16, 7% (0, 167 = 1 − 0, 833) e continuar sendo

eficiente, bem como ser parte da nova fronteira de eficiência formada pelas restantes

DMUs. Nestas circunstâncias, a DMUD é dita supereficiente porque com os mesmos

insumos pode produzir eficientemente uma quantia menos (dada por D∗).

O modelo Supereficiência de Andersen e Petersen apresenta um inconveniente pelo

facto de, em determinadas situações, o ı́ndice se tornar imposśıvel de ser calculado, quando

uma DMU supereficiente é exclúıda do conjunto de referência. Esse fato acontece quando

não é posśıvel atingir a fronteira de eficiência, formada pelas restantes DMUs eficientes,

através de um incremento de inputs ou de uma redução de outputs, dependendo do modelo

(COOK et al., 2009). Nesses casos, os programas que estimam as supereficiências registam

inf , como pode ser observado na Tabela com a DMUA, o que significa simplesmente que

não há outras unidades contra as quais pode-se medir a eficiência de DMUA.

Apesar das vantagens e popularidade dos modelos DEA explicados, eles são criti-

cados por não incorporar erros estocásticos (rúıdos), o que toma sua fronteira de eficiência

suscet́ıvel a erros de medida e outliers, bem como por não permitir validar e testar esta-
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tisticamente os resultados. Para mitigar os efeitos tanto dos outliers quanto dos erros de

medição e digitação, Wilson sugere um procedimento prévio de limpeza dos dados, antes

de usar qualquer estimativa de fronteira, ou seja, a utilização de um método de detecção

de outliers (WILSON, 1995). Para incorporar a inferência estat́ıstica, Silmar e Wilson

propuseram método o DEA-Bootstrap (SIMAR; WILSON, 1998).

3.3.3 Identificação de outliers

Outliers são valores at́ıpicos e distantes das demais observações de um determi-

nado conjunto de dados. No DEA convencional, a presença de outliers é um sério problema

porque a ocorrência de inputs ı́nfimos ou outputs muito acima do esperado para alguma

DMU acarretaria ńıveis mais baixos de eficiência para as DMU restantes, o que pode

levar a uma subestimativa substancial dos escores gerais de eficiência. Para identificar

posśıveis outliers pode-se considerar os valores máximos e mı́nimos das estat́ısticas des-

critivas dos inputs e outputs das DMUs avaliada, bem como o método de supereficiência.

Hartman, Storbeck e Byrnes estabeleceram que uma DMU com escores de supereficiência

orientados aos inputs iguais ou superiores a 2, 0 ou inferiores a 0, 5 em modelos orienta-

dos aos outputs é um outlier em potencial, porque ocasiona um impacto significativo na

fronteira eficiente (HARTMAN; STORBECK; BYRNES, 2001) e (AVKIRAN, 2007).

Outra opção para a detecção de outliers em modelos DEA é o método ”Data

Cloud”, descrito e programado em (BOGETOFT; OTTO, 2010). Este método, segundo

os autores, parte da construção de uma matriz combinada [XY ] que contém todos inputs

e outputs das n DMUs avaliadas. As diferentes coordenadas podem ser vistas como uma

nuvem de pontos no espaço, onde cada ponto representa uma DMU . O volume desta

nuvem (D) é proporcional ao determinante da matriz combinada [XY ′[XY ]].

Se removermos uma DMU da matriz combinada, o volume da nuvem de dados

poderá diminuir. Se a DMU removida estiver no meio da nuvem, o volume não será

alterado. Se, por outro lado, a DMU estiver fora da nuvem restante, o volume será muito

menor e se obtém uma indicação de que a DMU é outlier. Para procurar um ou mais

outliers, podemos observar como o volume da nuvem muda quando removemos uma ou

mais observações. Assim, pode-se calcular a razão entre o novo volume da nuvem de

dados e o volume inicial para as retiradas das observações: Ri = Di/D, de tal forma que

se a DMUi não for um outlier, então Di não mudará muito e Ri será próximo de 1. Caso

contrário, quando a DMUi é um outlier significativo, será observado Ri próximo de zero.

Essa abordagem não se restringe a excluir apenas uma DMU por vez. Pode-

se eliminar digamos, as observações DMU2, DMU10 e DMU15 e deixar que a razão de

volumes resultante fosse denotada como R2;10;15. Para identificar outliers ou grupos de

outliers, deve-se, portanto, procurar valores pequenos de Ri. Não se precisa de todos
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os valores pequenos para fazer inferências sobre outliers; precisamos apenas investigar o

menor Ri para cada número de DMU que exclúımos do conjunto de dados. Entretanto,

se houver um grupo de s DMUs at́ıpicas e forem excluindo apenas um grupo menor de

r DMUs, então para r < s não deve-se encontrar um pequeno R, pois ainda existem

valores discrepantes nos dados restantes. Caso contrário, se r > s, se obterá um Rs do

qual todos os valores discrepantes serão exclúıdos, e esse Rs presumivelmente será muito

pequeno.

Este processo deve ser repetido para cada DMU e para um conjunto crescente de

DMUs exclúıdas. O número (r) de DMUs removidas no conjunto é arbitrário, a critério

do pesquisador. No entanto, seu tamanho deve ser grande o suficiente para detectar

outliers mascarados por outros outliers. Geralmente toma-se 10% da amostra, seguindo

as estimativas de Banker e Chang (BANKER; CHANG, 2006). Ao examinar os valores de

Rr para os conjuntos das r DMUs, procura-se o primeiro menor valor, que é comparado

com os outros Rr. Caso a diferença seja grande, o Rr
min estará formado por um grupo de

outliers. Para obter uma visão gráfica dessas diferenças recomenda-se construir um gráfico

com os pares ordenados (r, log(Rr/Rr
min)) (SIMAR; WILSON, 2007). Neste gráfico, se

identificam os outliers, quando há um intervalo relativamente grande entre os pontos

acima de 0 e o ponto em 0.

Nota-se que esse método exige a execução de várias etapas e uma capacidade

computacional muito intensa que pode ser não fact́ıvel para amostras muito grandes e no

ńıvel computacional dispońıvel. Por exemplo, tendo 100 DMUs no conjunto de dados

serão necessárias 4950 combinações diferentes de remover 2 das 100 DMUs, C100
2 =

100!/((100 − 2)!2!) . Uma programação mais eficiente desse processo é operacionalizada

por meio da função ap do pacote FEAR.

Decisões sobre casos at́ıpicos não são mecânicas, devem ser tomadas com prudência.

Simar e Wilson indicam que determinar o que constitui um outlier implica necessariamente

uma certa subjetividade por parte do pesquisador (SIMAR; WILSON, 2015). Algumas

vezes essas observações podem ser potencialmente corretas e representar DMUs com de-

sempenho relativo excepcional que introduziram uma nova tecnologia em um processo de

produção ou uma inovação na prática de gestão com a qual outros gostariam de aprender.

Neste caso, essas DMUs não devem ser removidas.

3.3.4 Índice corregido, intervalos de confiança e teste hipótese com bootstrap

Bootstrap é um método estat́ıstico computacional não paramétrico usado para

calcular precisões de estimativas estat́ısticas. Fui introduzida por Efron, que teve a ideia

de amostrar observações com reposição de um conjunto de dados (amostra mestre) e, as-

sim, obter um novo conjunto de dados aleatório do mesmo tamanho que amostra original
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(EFRON, 1979). Este conjunto de dados é chamado de réplica. Este processo é repetido

para criar uma amostra de réplicas. Com base nessa amostra, pode-se tirar conclusões

sobre a distribuição das estat́ısticas que nos interessam. Estimar caracteŕısticas populaci-

onais e fazer inferência sobre a população amostrada. Em outras palavras, a essência do

método bootstrap é que a distribuição emṕırica das réplicas corresponde mais ou menos

à distribuição verdadeira da estat́ıstica de interesse.

Existe vários métodos de bootstrap. Porém, conforme Simar e Wilson, o bo-

otstrap usual (neive) não se aplica ao método DEA (SIMAR; WILSON, 1998). Não é

aconselhado reamostrar diretamente o conjunto de ı́ndices de eficiência da DEA, já que

dessa maneira seria admitido que os escores são independentes, o que iria contra a su-

posição de que eles dependem da relação entre inputs e outputs. Além disso, tampouco

é aconselhável reamostrar simplesmente os inputs (ou outputs) para estimar o CPP e a

eficiência de determinada DMU , pois existe a possibilidade de encontrar escores maiores

do que a unidade, ou seja, vetores que não pertencem ao CPP. Portanto, Simar e Wil-

son propõem os métodos de alisamento da distribuição e de reflexão (SIMAR; WILSON,

1998).

O método proposto segue um algoritmo usado na função R boot.sw98 do package

FEAR (WILSON, 2006) e é composto das seguintes etapas (BOGETOFT; OTTO, 2011).

1. Estimar a eficiência θ̂k com um dos métodos DEA a partir da amostra inicial para

as DMUk para k = 1, ..., n;

2. Gerar uma amostra aleatória de tamanho n dos escores θ̂k usando uma função de

densidade do kernel alisado e o método de reflexão para obter θ1∗ , θ2∗, ...,θk∗, onde

θk∗ é o escore bootstrap da DMUi. Isto se faz do seguinte modo:

• Usar o bootstrap na amostra com reposição a partir de θ1, θ2, ..., θk, e chamar

os resultados de β1, β2, ..., βk.

• Simular as variáveis independentes aleatórias ϵ1, ϵ2, ..., ϵk com a distribuição

normal-padrão e estimar h, a faixa de amplitude (bandwidth).

• Calcular θ̃k o estimador da eficiência com o viés corrigido, utilizando o alisa-

mento e a reflexão para tornar θ̃k ≤ 1:

θ̃k =

βk + hϵk ≤ 1

2− βk − hϵk caso contrário

• Ajustar θ̃k para obter os parâmetros com a variância assintótica correta, cal-

culando.
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θk∗ = β +
1√
1+h2

σ̂2

(θ̃k − β)

onde:

σ̂2 =
1

n

n∑
k=1

(θ̂k − θ̂)2 e β =
1

n

n∑
k=1

βk

3. Extrair uma nova amostra dos outputs e inputs cujos elementos, Y b = [Y 1b, ..., Y nb]

e Xkb = [X1b, ..., Xnb], são respectivamente dados por Y kb = Y k θ̃k∗

θ̃k
e Xkb = Xk.

Desta forma, Y kb continuará no mesmo raio que Y k.

4. Solucionar o problema de programação linear DEA escolhido para estimar θ̃kb, a

estimativa da réplica bootstrap b com base na réplica do CPP anterior.

5. Repetir os passos a partir de 2 para obter as estimativas bootstrap θ̃kb, para b = 1,

..., B.

6. Calcular a média e variância do conjunto
{
θ̃kb

}B

b=1
para conseguir a estimativa

bootstrap θ̃k∗.

A distribuição do conjunto
{
θ̃kb

}B

b=1
de eficiência bootstrap fornece uma estima-

tiva confiável e robusta do ı́ndice de eficiência verdadeiro da DMUk sendo essa confiabili-

dade maior quando β → ∞ e n → ∞. Simar e Wilson recomendam que pelo menos 2000

amostras são necessárias para que os resultados assintóticos sejam considerados bons,

embora números maiores representem ı́ndices de precisão melhores (SIMAR; WILSON,

1998). Desta forma, a diferença entre a eficiência inicial θ̂k e a média da eficiência bo-

otstrap deve ser semelhante à diferença entre a eficiência inicial e a eficiência verdadeira

θk para dada DMUi. Assim, o viés para cada DMUk pode ser expresso seguindo o que

consta na equação:

ˆviesk =
1

B

B∑
b=1

θ̂
k∗

− θ̂k = θ̂
k

− θ̂k

Consequentemente, o estimador de eficiência com correção do viés é:

θ̃k = θ̂k − ˆviesk = θ̂k − θ̂
k∗

+ θ̂k = 2θ̂k − θ̂
k∗

É necessário frisar também que, conhecendo a distribuição emṕırica da eficiência

bootstrap e do viés, é posśıvel encontrar intervalos de confiança com um ńıvel de signi-

ficância (1− α) calculando os valores cŕıticos aα e bα, de forma que:

Pr
[
−bα ≤ θ̂k∗ − θ̂k ≤ −aα

]
≈ Pr

[
−bα ≤ θ̂k − θk ≤ −aα

]
≈ 1− α
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Para Simar e Wilson, as estimativas de aα e bα podem ser encontradas usando-se o

procedimento do percentil da distribuição (SIMAR; WILSON, 1998). Este procedimento

baseia-se na ordenação dos vieses do maior para o menor e na eliminação, em ambas

as extremidades dessa ordenação, da percentagem (α/2) dos valores. Logo, o intervalo

estimado é:

θ̂k + aα ≤ θk ≤ θ̂k + bα

Este procedimento, formulado para a DMUk, é o mesmo que deve ser seguido

para cada uma das demais DMUs que compõem a amostra original.

Além de permitir estimar os ı́ndices corregidos e intervalos de confiança da eficiência,

o DEA Bootstrap pode ser utilizado para testar a hipótese sobre o tipo de retornos de

escala. Este teste é importante porque a discricionariedade na escolha de um modelo

(CCR ou BCC) ou a adoção dos dois modelos simultaneamente pode não ser adequada.

Segundo Simar e Wilson impor a priori um suposto sobre os retornos de escala pode dis-

torcer seriamente as medidas de eficiência se a verdadeira tecnologia for outra (SIMAR;

WILSON, 2002). Deste modo, no desenvolvimento e na validação do método, deve-se

testar se a tecnologia T , do qual nossas observações são amostradas, apresentam retornos

constantes de escala ou não. Simar e Wilson formalizam o teste com um par de hipóteses:

a hipótese nula (H0): T é CCR, ou a hipótese alternativa (H1): T é BCC.

As hipóteses baseiam-se na observação da relação θ̂CCR/θ̂BCC para cada DMU , que

indica a eficiência de escala, θ̂S. Como θ̂BCC < θ̂CCR tendo que θ̂S ≤ 1. Se θ̂S = 1 para

todas as DMUs, a tecnologia é CCR (retorno constante de escala). Se existem DMUs

onde θ̂S é menor que 1 e θ̂BCC = 1, há evidências de que a tecnologia é BCC(retorno

variaveis de escala).

Porém, para estimar essas tecnologias e a eficiência de escala utilizando variáveis

aleatórias, deve-se rejeitar a hipótese nula se um número representativo desses θ̂S estima-

dos tiver um valor significativamente menor que 1, ou seja, se uma quantidade expressiva

de θ̂S estimados for menor do que um valor cŕıtico. A questão então é encontrar a distri-

buição de θ̂S e calcular esse valor cŕıtico, cα.

Para fazer o teste, Simar e Wilson propõem a estat́ıstica (SIMAR; WILSON,

2002):

S =

∑n
k=1 θ̂

k
CCR∑n

k=1 θ̂
k
BCC

(3.3.2)

Como S ≤ 1, se S é próximo de 1, então H0 não deve ser rejeitada, caso S for

significativamente menor que 1, H1 deve ser considerada verdadeira. Portanto, rejeita-
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se H0 quando S < cα de acordo com um ńıvel de significância. Normalmente o ńıvel de

significância (α) é de 5% e indica a probabilidade de rejeitar a hipótese nula (H0), embora

ela seja verdadeira.

No entanto, a distribuição do parâmetro populacional de S é desconhecida, logo,

não é posśıvel determinar cα diretamente. Para estimar a distribuição desse parâmetro,

(SIMAR; WILSON, 2002) recomendam usar o método bootstrap. Com ajuda da função

R boot.sw98, vista anteriormente, o algoritmo obtém o conjunto de eficiência bootstrap

para o modelo CCR, o conjunto bootstrap para o modelo BCC e a distribuição bootstrap

de S. Isso permite comparar o valor estimado de S em 3.3.2 com o valor cŕıtico a 5%

para tomar a decisão sobre a hipótese nula.
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4 Metodologia

Este Caṕıtulo tem o objetivo de apresentar as variáveis utilizadas e a modelagem

do processo de avaliação da eficiência das unidades de ensino (DMUs).

4.1 Variáveis utilizadas e modelagem do processo de avaliação

da eficiência do objeto de estudo

O objeto de estudo deste trabalho são as escolas da rede de ensino médio (público

e privado) do Distrito Federal (DF). Segundo o censo escolar 2019 realizado pelo Instituto

Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Ańısio Teixeira (INEP, 2019a), no Distrito

Federal, foram cadastradas 125 escolas publicas e 154 escolas privadas nesta modalidade

de ensino. Nestas escolas, foram matriculados 103534 alunos na rede pública e 27707 na

rede privada.

Ao revisar-se a literatura, nota-se a utilização de diferentes variáveis na avaliação

da eficiência escolar. Estas resultam do entendimento da educação como uma atividade

produtiva (prestadora de serviços educacionais), que utiliza e combina um conjunto de

fatores produtivos (insumos) para obter certos resultados (produtos) num determinado

contexto. Assim, as variáveis classificam-se em Inputs e Outputs .

Os inputs consideram os recursos necessário para a prestação dos serviços educa-

cionais nas unidades escolares. Ferro e D’Elia dividem esses insumos em recursos humanos

e materiais (FERRO; D’ELIA, 2020) . O primeiro inclui o número de professores e pessoal

de apoio. Alternativamente, este pode ser mensurado utilizando a carga horária ou os

salários pagos às diferentes categorias de pessoal. Os recursos materiais abarcam a infraes-

trutura escolar e materiais, que podem ser medidos em unidades f́ısicas ou financeiras. Os

autores supracitados mencionam as principais variáveis utilizadas nos estudos da eficiência

do setor educacional: área dos laboratórios, número de salas de aula, computadores, livros

em bibliotecas etc. (FERRO; D’ELIA, 2020)

Os outputs incluem os objetivos da educação. Esses, com frequência, são de-

finidos, nos documentos normativos, de forma abstrata, dif́ıcil de quantificar, usando-se

definições globais e multidimensionais. Por exemplo, no Brasil, a Lei de Diretrizes e Bases

da Educação Nacional, no art. 32, determina como objetivo do Ensino Fundamental a

formação do cidadão, mediante:

“I – o desenvolvimento da capacidade de aprender, tendo como meios básicos o

pleno domı́nio da leitura, da escrita e do cálculo; II – a compreensão do ambi-

ente natural e social, do sistema poĺıtico, da tecnologia, das artes e dos valores



Metodologia 35

em que se fundamenta a sociedade; III – o desenvolvimento da capacidade de

aprendizagem, tendo em vista a aquisição de conhecimentos e habilidades e a

formação de atitudes e valores; IV – o fortalecimento dos v́ınculos de famı́lia,

dos laços de solidariedade humana e de tolerância rećıproca em que se assenta

a vida social” (BRASIL, 1996).

Por esse motivo, uma prática habitual encontrada nas pesquisas emṕıricas é a

seleção de variáveis que expressem os principais resultados, porém intermediários (não

finais), da educação: os rendimentos escolares por meio, por exemplo, do Programme

for International Student Assessment - PISA, uma avaliação realizada pela OCDE em

todo o mundo que mede o desempenho acadêmico dos alunos em matemática, ciências e

leitura (AFONSO; AUBYN, 2006); (ARISTOVNIK; OBADIĆ, 2014); (DANCAKOVÁ;

GLOVA; ANDREJOVSKÁ, 2021). Nos trabalhos emṕıricos com frequências incluem-se

ainda os chamados produtos indesejados, caracterizado por o abandono escolar e a taxa

de reprovação.

Na literatura nacional, encontram-se vários trabalhos que utilizam as notas do

Sistema de Avaliação da Educação Básica (SAEB) para avaliar a eficiência de unidades

escolares: (DELGADO; MACHADO, 2007); (CARVALHO, 2012); (JÚNIOR et al., 2016).

O primeiro analisa a eficiência das escolas públicas estaduais de Minas Gerais, o segundo

das escolas públicas urbanas das regiões nordeste e sudeste e o terceiro as escolas públicas

dos estados do Nordeste. Estes trabalhos usam a metodologia DEA, em mais de um

estágio, ou seja, utilizaram também métodos paramétricos na tentativa de captar o efeito

das variáveis ambientais.

Neste contexto, para se analisar a eficiência das unidades de ensino do Distrito

Federal foi levado em conta as seguintes variáveis:

• Quantidade de servidores (QSE)

• Quantidade de salas (QSA)

• Quantidade de alunos matriculados (QA)

• Quantidade de alunos aprovados (QAP)

• Quantidade de alunos reprovados (QAR)

• Quantidade de alunos que abandonaram (QAAN)

• Nota media no ENEM da escola (ENEM)

Para compilar essas variáveis foram utilizados os dados do censo escolar 2019

divulgados pelos INEP (INEP, 2019a) e os dados do Enem 2019 (INEP, 2019b). Cerca de
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212 escolas estão presentes em ambos bancos de dados, mas apenas 154 formaram a amos-

tra inicial dessa pesquisa, devido as demais apresentarem inconsistências em determinadas

variáveis.

Com estas variáveis foi modelado o método Network DEA de três estágios, ex-

plicado na seção 3.3.1, em que as escolas com ensino médio são as DMUs. O 1° estagio
considera a eficiência operacional, já que se utilizam variáveis operacionais, que não ex-

pressam o desempenho escolas. Neste estágio os inputs são a quantidade de servidores

(QSE) e o numero de salas (QSA), sendo estas variáveis calculadas multiplicando o nu-

mero total de servidores e salas da escola pela proporção de alunos do ensino médio

da instituição. Como produto utiliza o número de alunos matriculados (QA) no ensino

médio. O 2° estágio analisa a eficiência interna utilizando como insumo a quantidade

de matriculados (QA) e, como produto, a quantidade de alunos aprovado (QAP). O 3°
estágio considera a eficiência externa onde foi considerado dois inputs: a quantidade de

aluno reprovados (QAR) e a quantidade de alunos que abandonaram a escola (QAR), que

subtráıdos do total de matriculados resulta a quantidade de aprovados. Como output final

contempla-se a nota media escolar do ENEM. A descrição do modelo pode ser visualizada

na figura 9.

Figura 9: Modelo Network DEA utilizado nessa pesquisa

O objetivo do estágio de eficiência operacional é o de analisar a capacidade da

escola de maximizar o número de alunos matriculados com o numero de servidores e salas

dado. No estágio de eficiência interna, observa-se a capacidade das escolas maximizarem

a quantidade de alunos aprovados para o numero de alunos matriculados. Como ultimo

estágio estima-se a eficiência externa, onde analisa-se a capacidade das escolas obter o

melhor desempenho no ENEM para as quantidades de alunos que abandonaram e re-

provaram. Como o propósito dos três estágio das unidades de ensino (DMUs) deve ser

a melhora de seus resultados, o modelo deveria ser orientado à output, já que não faz

sentido reduzir os inputs.

Desta forma, o modelo nos permite calcular a eficiência tanto nos aspectos ope-

racionais quanto nos aspectos da avaliação interna e externas das unidades escolares, pois

fornece a eficiência destas DMUs em cada uma das etapas, assim como a eficiência global
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de cada uma das unidades da rede de ensino no DF.
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5 Análise de Resultados

Na sequência, apresenta-se a análise dos resultados obtidos com a aplicação da

metodologia apresentada nas Seções anteriores. Inicialmente, aborda-se a estat́ıstica des-

critiva das variáveis utilizadas e a identificação de outliers. Em seguida, debate-se os

resultados do cálculo da eficiência, o teste de retornos de escala e o intervalo de confiança

dos ı́ndices corregidos DEA.

5.1 Análise descritiva, outliers e amostra final

Para ter uma visão global da amostra inicial, as 154 unidades escolares do ensino

médio, utilizou-se as estat́ısticas descritivas dos insumos, produtos da modelagem Network

DEA utilizada. Aqui, como os valores dos inputs e outputs devem ser positivos, os

zeros foram substitúıdos por valores muito pequeno: 0.001, como recomenda (HUSSAIN;

JONES, 2001). Estas estat́ısticas estão registradas na Tabela 2 que indica que, em todas

as variáveis, os valores mı́nimos estão bastante abaixo do 1º quartil e os máximos estão

muito acima do 3º quartil. Isso indica a existência de uma significativa heterogeneidade

nos dados e de ind́ıcios de potenciais observações extremas (outliers).

A análise exploratória inicial permitem identificar os seguintes pontos.

• Ao calcular-se as notas medias dos alunos no ENEM, nota-se que das 31 escolas que

obtiveram notas superiores a 600, 17 escolas se encontram próximas a zona central

de Braśılia (Asa Norte, Asa Sul, Sudoeste), sendo que apenas 2 destas são públicas.

• Logo que analisa-se o número de servidores do ensino médio, observa-se que de 32

escolas abaixo do primeiro quartil 26 são privadas.

• Quando observado o número de alunos, tem-se que de 38 escolas que possuem valores

acima do terceiro quartil, todas são publicas.

• As escolas particulares são aquelas que mais aprovam alunos. Das 40 escolas que

possuem taxas de aprovação superiores ao terceiro quartil (96.43%), 35 são privadas.

• Observa-se que das 38 escolas que encontram-se acima do terceiro quartil (10.3%)

na taxa de reprovação, 36 são públicas.

• Ao-se estimar a taxa de abandono, nota-se que todas as escolas acima do terceiro

quantil (3.53%) são publicas.

• Ao analisar-se a quantidade de salas, tem-se que de 34 escolas que possuem mais de

17 salas, 30 são publicas.
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Assim observa-se que as escolas publicas, nesta análise preliminar, não se encon-

tram entre as escolas que apresentam o melhor desempenho, porém, destacam-se, por

possuir altos números de servidores e de alunos matriculados, além de apresentarem altas

taxas de reprovação e abandono.

Tabela 2: Medidas resumo das variáveis usadas no modelo.

QSE QSA QA QAA QAR QAAN ENEM

Mı́nimo 2 2 59 56 0 0 463

1° Quartil 7 5 177.5 167.8 7 0 511.9

Mediana 17.5 9 400 364 23.5 1 536

Média 21.97 11.48 658.4 568.3 65.097 24.968 551.7

3° Quartil 31 17 1002 868.8 103.75 30.25 591.8

Máximo 111 36 2424 2190 384 207 717.9

Desvio Padrão 18.53 7.86 595.77 496.94 84.73 46.01 52.84

Conforme apontado na seções que explicam a metodologia, os modelos DEA são

especialmente senśıveis à presença de outliers. Por isso realizou-se uma depuração prévia

dos dados, usando-se a rotina desenvolvida por Wilson no pacote FEAR 2.01 para a

linguagem de programação R (WILSON, 2006). Nesta análise, considerou-se um r=16, um

tamanho aceitável para uma amostra de 154, pois recomenda-se um valor correspondente

a 10% da amostra. A identificação dos outliers foi feita para os três estágios.

5.1.1 Outliers do 1° Estágio

Os resultados do primeiro estágio apresentam-se na Tabela 3 e no Gráfico 10.

A Tabela identifica quais outliers fornecem o valor mı́nimo de Rr - a razão do novo

volume da nuvem de dados para o volume inicial. A primeira linha mostra que a exclusão

da DMU83 reduz o volume da nuvem de pontos em 20.8%, resultando em um valor de

R1 = 0.792, o mı́nimo valor de R1 quando apenas uma observação é exclúıda da amostra.

A segunda linha, r = 2, indica que excluindo DMU83 e DMU94 simultaneamente obtemos

um R2 = 0.613. O mesmo entendimento é válido para as outras linhas. Complementando

a Tabela 3, o Gráfico 10 representa uma linha tracejada que conecta os segundos valores

mais baixos para cada r, ilustrando a separação entre as razões log mais baixas para cada

valor de r. Assim, para r = 2 e r = 5 saltos relativamente maiores do que o resto são

obtidos quando se excluem as DMUs 83, 94, 97, 26 e 61.

Analisando as DMU83, DMU94, DMU97, DMU26 e DMU61, nota-se que estas

unidades escolares (com exceção da 26) formam a fronteira inferior da nuvem de pontos

(ou seja, são super ineficientes como pode observar-se no Anexo A), e assim, não afetando
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os ı́ndices de eficiência das outras DMUs. Apenas a DMU26 é supereficiente e forma a

fronteira eficiente. Portanto, decidiu-se retirar apenas a DMU26 da amostra.

Tabela 3: Matriz de outliers do 1° estagio para amostra inicial

r Observações exclúıdas Rr
min

1 83 0.792

2 94 83 0.613

3 97 94 83 0.515

4 26 97 94 83 0.420

5 68 26 97 94 83 0.349

6 120 68 26 97 94 83 0.303

7 120 122 68 26 97 94 83 0.261

8 120 62 122 68 26 97 94 83 0.230

9 120 37 62 122 68 26 97 94 83 0.202

10 120 25 37 62 122 68 26 97 94 83 0.176

11 79 120 25 37 62 122 68 26 97 94 83 0.152

12 90 79 120 25 37 62 122 68 26 97 94 83 0.133

13 90 151 79 120 25 37 62 122 68 26 97 94 83 0.118

14 90 107 151 79 120 25 37 62 122 68 26 97 94 83 0.105

15 90 107 79 120 25 38 37 62 122 91 68 26 97 94 83 0.093
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Figura 10: Log-Ratio do 1° estagio para amostra inicial

5.1.2 Outliers do 2° Estágio

Os cálculos do segundo estágio estão na Tabela 4 e no Gráfico 11 que apresentam

quais exclusões da amostra fornecem os valorer mı́nimos de Rr. Como vimos, a primeira

linha da Tabela 4 mostra que a exclusão daDMU79 resultará em um valor de R1 = 0.87. A

segunda linha, r = 2, indica que excluindo as DMUs 121 e 117 simultaneamente obtemos

um R2 = 0.75 e assim por diante. Seguidamente, o Gráfico 11 representa a linha tracejada

que conecta os segundos valores mais baixos para cada r, evidenciando a separação entre

as razões log mais baixas para cada valor de r. Assim, para r = 8, um salto relativamente

maior do que o resto é obtido quando se excluem as DMUs 97, 103, 80, 123, 68, 121, 37

e 79.

Verificando essas DMUs, observa-se que elas formam a divisa inferior da nu-

vem de pontos, ou seja, são super ineficientes (ver anexo A), não afetando os ı́ndices de

eficiência das outrasDMUs. Portanto, decidiu-se não retirar nenhumaDMU da amostra.
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Tabela 4: Matriz de outliers do 2° estagio para amostra inicial

r Observações exclúıdas Rr
min

1 79 0.85

2 121 79 0.75

3 121 37 79 0.65

4 68 121 37 79 0.58

5 123 68 121 37 79 0.52

6 80 123 68 121 37 79 0.47

7 103 80 123 68 121 37 79 0.42

8 97 103 80 123 68 121 37 79 0.37

9 97 62 103 80 123 68 121 37 79 0.34

10 106 97 62 103 80 123 68 121 37 79 0.31

11 54 106 97 62 103 80 123 68 121 37 79 0.29

12 54 106 97 62 103 25 80 123 68 121 37 79 0.26

13 92 54 106 97 62 103 25 80 123 68 121 37 79 0.24

14 92 119 54 106 97 62 103 25 80 123 68 121 37 79 0.22

15 92 119 54 106 136 97 62 103 25 80 123 68 121 37 79 0.21

Figura 11: Log-Ratio do 2° estagio para amostra inicial
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5.1.3 Outliers do 3° Estágio

Os resultados do terceiro estágio exibem-se na Tabela 5 e no Gráfico 12 que

registram quais outliers fornecem o valor mı́nimo de Rr. Complementando a Tabela 5, o

Gráfico 12 indica que para r = 15, um salto relativamente maior do que o resto é obtido

quando se excluem as DMUs 15, 78, 75, 80, 62, 123, 26, 63, 97, 106, 79, 68, 103, 121,

54 e 117. Nessas DMUs, nota-se que suas coordenadas formam a fronteira inferior da

nuvem de pontos, ou seja, elas são super ineficientes, não afetando os ı́ndices de eficiência

das demais DMUs. Portanto, decidiu-se manter as DMUs da amostra.

Tabela 5: Matriz de outliers do 3° estagio para amostra inicial

r Observações exclúıdas Rr
min

1 117 0.87

2 121 117 0.75

3 121 54 117 0.65

4 68 103 54 117 0.57

5 68 103 121 54 117 0.49

6 79 68 103 121 54 117 0.42

7 97 79 68 103 121 54 117 0.37

8 97 106 79 68 103 121 54 117 0.33

9 63 97 106 79 68 103 121 54 117 0.29

10 26 63 97 106 79 68 103 121 54 117 0.25

11 62 123 26 63 106 79 68 103 121 54 117 0.22

12 62 123 26 63 97 106 79 68 103 121 54 117 0.19

13 78 75 62 123 26 63 106 79 68 103 121 54 117 0.16

14 75 80 62 123 26 63 97 106 79 68 103 121 54 117 0.14

15 78 75 80 62 123 26 63 97 106 79 68 103 121 54 117 0.12
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Figura 12: Log-Ratio do 3° estagio para amostra inicial

5.2 Inferência estat́ıstica da eficiência DEA

Após definida a nova amostra (153 DMUs), foi realizado o teste de retorno de

escala, já que a escolha do tipo de fronteira é uma questão básica e se decidida arbitrari-

amente pode-se chegar a conclusões inadequadas. Como sugerido, esse teste foi realizado

usando os escores de eficiência CCR, BCC com o procedimento de bootstrap. A hipótese

nula de prevalência da uma fronteira com retornos constantes de escala (CRS ou CCR)

pode ser rejeitada se a estat́ıstica estimada S em (3.3.2) for menor que o valor cŕıtico

obtido pelos estimadores de bootstrap. Os testes foram realizados para os três estágios.

Os resultados da aplicação de bootstrap para os três testes usou 2000 replicações.

A Tabela 6 registra os valores de S e os valores cŕıticos a um ńıvel de significância de

5%. Desta forma, decidiu-se pela não rejeição da tecnologia CRS no 1° e 3° estágios e a

aceitação da tecnologia VRS no 2º. Portanto, pode-se assumir que no 1º e 3º processos

as DMUs operam com uma escala de produção semelhantes, não existindo ineficiência

relativa de escala. No estágio 2º, opera-se com retornos variáveis de escala (VRS ou BCC).
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Tabela 6

Estágios S Valor Cŕıtico Decisão

1° 0.8948 0.8085 CRS

2° 0.9814 0.9858 VRS

3° 0.5289 0.0042 CRS

Adotando a tecnologia CRS como a dominante no 1º e 3º estágio e VRS no 2º,
passou-se a estimar os valores de eficiência escolar, considerando o erro aleatório inerente

aos dados. Aqui utilizou-se a proposta DEA-Bootstrap de Simar e Wilson, usando-se

2000 amostragens (SIMAR; WILSON, 1998). Os resultados estão alistado na Tabela 14

no anexo B e permitem estabelecer uma fronteira estocástica de produção mais próxima

da real para estimar os ńıveis de eficiência.

A Tabela 7 exibe os principais resultados: os ńıveis de eficiência determińısticos,

os corregidos e seu intervalo de confiança para os três estágios. Mas, devido ao grande

número de DMUs, são mostrados apenas as cinco unidades escolares mais eficientes

e os cinco mais ineficientes nos três estágios. Para os três estágios, as DMUs foram

classificadas por ordem decrescente de eficiência corregida. Assim, como o ı́ndice de

Farrell foi orientado aos outputs, se a escore é igual a 1 a DMU é considerada eficiente;

caso contrário, se o escore é maior que 1 será ineficiente. Os resultados confirmam que no

DF existem comportamentos ineficientes não despreźıveis e, portanto, é posśıvel aumentar

a eficiência.
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5.2.1 Eficiência no 1º Estágio

Na Tabela 7, para o 1º estágio, nota- se que a unidade escolar pública CEM 04

de Ceilândia, DMU80, foi a mais bem posicionado no ranking da eficiência operacional

com um ı́ndice corregido de 1, 045. A escola de menor eficiência foi a privada Colégio

Madre Teresa, DMU152, com um ı́ndice corregido de 7.39, dentro do intervalo de confiança

[7, 04−8, 04]. Isso permite considerar que nesta escola, bem como nas outras que possuem

escores muito altos, pode-se aumentar o produto (quantidade de alunos matriculados)

consideravelmente passando a ser eficiente.

Dos resultados registrados na Tabela 7 para o 1º estágio deriva-se outra inferência
importante. A média dos ı́ndices das DMUs foi de 2.701, indicando que no DF, em

média, o valor total da produção (matŕıcula) pode aumentar em 170%, mantendo o ńıvel

de insumos. Equivalentemente, esse ı́ndice mostra que é posśıvel reduzir os insumos em

62.98% (1− (1/2.701)) com o mesmo ńıvel de matŕıculas.

Complementado a Tabela 7, o Gráfico 13 representa os Boxplots dos ı́ndices de

eficiência Shephard dos modelos DEA determińıstico e estocástico do 1º estágio. Como

explicado, este ı́ndice está entre 0 e 1, sendo 1 o valor da eficiência e quanto menor maior

a ineficiência. É o inverso do ı́ndice Farrell registrado na Tabela 7.

No Gráfico 13 e na Tabela 8, para este ı́ndice, observa-se que a mediana (0.467), a

média (0.467) e o desvio padrão (0.20) dos ńıveis de eficiência corregidos são menores que

os obtidos da eficiência não corregida (determińısticos). Ou seja, os ı́ndices de eficiência

corregidos em geral são inferiores e menos dispersos que os ı́ndices estimados pelo método

DEA determińıstico, sugerindo uma superestimação dos últimos. Esta constatação evi-

dencia a robustez do ı́ndice corregido e a relevância de se realizar a análise de bootstrap

ao se estimar os ı́ndices de eficiências. Indica também que deve haver grande cautela ao se

realizar análises comparativas entre DMUs, já que, como mostra o intervalo de confiança

da Tabela 7, é posśıvel que não exista uma diferença significativa entre os ı́ndices. Caso

dois intervalos se cruzem, seria posśıvel afirmar que as unidades não possuem diferentes

ńıveis.

Além disso, a Tabela 8 indica que a eficiência operacional é maior nas escolas

públicas. Ou seja, a média da eficiência operacional desta DMUs é superior à média

das escolas privadas. Isto ocorre porque a rede pública de ensino, por lei, não pode

deixar nenhuma criança fora da escola, ou seja, deve universalizar o ensino básico, uma

responsabilidade social não delegada ao ensino privado (KUENZER, 2010). Assim, a

rede pública possui um número elevado de alunos matriculados e, além disso, possui um

número relativamente baixo de servidores e salas. No entanto, é necessário já frisar que

a eficiência operacional não é garantia para eficiência interna e externa que focam na



48 Análise de Resultados

qualidade do ensino.

Figura 13: Box Plot da Eficiência de Shephard do 1° Estágio

Tabela 8: Estat́ıstica descritiva dos ı́ndices de Shephard do 1º estágio

Eficiência sem correção

de viés

Eficiência com correção

de viés

Eficiência com correção

de viés - Publicas

Eficiência com correção

de viés - Privadas

Mı́nimo 0.1424 0.1353 0.1426 0.1353

1° Quartil 0.3235 0.3103 0.4669 0.2404

Mediana 0.4916 0.4669 0.5735 0.3256

Média 0.4950 0.4674 0.5660 0.3442

3° Quartil 0.6341 0.6107 0.7042 0.4304

Máximo 1.0000 0.9569 0.9569 0.6968

Desvio Padrão 0.2199 0.2045 0.2000 0.1304
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5.2.2 Eficiência do 2º Estágio

Na Tabela 7, para o 2º estágio, observa-se que a unidade escolar privada Instituto

São José, DMU59, foi a mais bem colocado no ranking da eficiência interna com um ı́ndice

corregido de Farrell de 1.0034. A mesma apresenta a maior taxa de aprovação no DF. A

escola de menor eficiência foi a pública CED Pomṕılio Marques de Souza, DMU137, com

um ı́ndice corregido de 1.54, dentro do intervalo de confiança [1, 54−1, 545]. Isso significa

que nesta escola, bem como nas outras que possuem escores muito altos, aumentar seu

produto (quantidade de alunos aprovados) para serem eficientes exigirá um grande esforço.

Dos resultados reportados na Tabela 7 para o 2º estágio pode-se tirar outra

conclusão. A média dos ı́ndices das DMUs foi de 1.112, indicando que no DF, em

média, a quantidade de alunos aprovados pode aumentar em 11.2%, para o mesmo ńıvel

de matriculados. Ou seja, a taxa de aprovação pode ser maior, imitando as melhores

práticas e seus procedimentos pedagógicos.

Os Boxplots dos ı́ndices de eficiência Shephard dos modelos DEA determińıstico

e estocástico do 2º estágio são representados no Gráfico 14. Neste Gráfico e na Tabela

9, observa-se que a mediana (0.9272), a média (0.9063) e o desvio padrão (0.0735) dos

ńıveis de eficiência corregidos são menores que os obtidos da eficiência não corregida

(determińısticos), confirmando novamente que a eficiência corregida em geral é inferior

e menos dispersa que a eficiência estimada pelo método DEA determińıstico, indicando

uma superestimação dos últimos. Isso constata novamente a robustez do ı́ndice corregido

e a relevância de se realizar a análise de bootstrap ao se estimar os ı́ndices de eficiências.

Indica ainda que deve haver grande precaução ao se analisar DMUs, já que, como mostra

o intervalo de confiança da Tabela 7, é posśıvel que não exista uma diferença significativa

entre os ı́ndices.

A Tabela 9 também compara a eficiência interna das escolas públicas e privadas.

Nota-se que neste estágio as privadas têm um melhor desempenho, indicando que a média

da taxa de aprovação é menor nas públicas. Desta forma, a classificação do 1º se inverte

neste estagio.

A Avaliação Interna da aprendizagem é realizada pelo professor em sala de aula e

determinada em conformidade com o planejamento escolar e Plano de Trabalho Docente.

Deve ter o objetivo de verificar a aprendizagem do aluno e redefinir novas estratégias

para elevar a qualidade da aprendizagem. No entanto, a reprovação afeta a autoestima

do aluno, a defasagem escolar e induze o abandono da escola. Além disso, a taxa de

aprovação passou a ser um dos principais critérios na avaliação da efetividade do professor

e da escola, o que cria uma propensão a aumentar artificialmente este indicador. Portanto,

a eficiência do 2º estágio é uma condição necessário mais não suficiente na avaliação da
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qualidade da aprendizagem. Deve ser complementada com uma avaliação externa, objeto

da análise da seguinte seção.

Figura 14: Box Plot Eficiência de Shephard 2° Estágio
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Tabela 9: Estat́ıstica descritiva dos ı́ndices de Shephard do 2º estágio

Eficiência sem correção

de viés

Eficiência com correção

de viés

Eficiência com correção

de viés - Publicas

Eficiência com correção

de viés - Privadas

Mı́nimo 0.6509 0.6495 0.6495 0.8007

1° Quartil 0.8766 0.8689 0.8260 0.9377

Mediana 0.9356 0.9272 0.8808 0.9651

Média 0.9127 0.9063 0.8680 0.9541

3° Quartil 0.9696 0.9653 0.9241 0.9774

Máximo 1.0000 0.9965 0.9818 0.9965

Desvio Padrão 0.0743 0.0735 0.0740 0.0348

5.2.3 Eficiência do 3º Estágio

Neste estágio estima-se a eficiência externa, já que o produto é a nota média

da escola resultante de uma prova nacional (ENEM) realizada pelo Instituto Nacional

de Estudos e Pesquisas Educacionais Ańısio Teixeira. Na Tabela 7, para o 3º estágio,

observa-se que as 5 unidades escolares mais bem colocadas na classificação da eficiência

externa de Farrell são privadas. Por outro lado, as 5 escolas de menor eficiência foram

públicas. Daqui percebe-se que nestas escolas, bem como nas outras que possuem escores

muito altos, aumentar a nota media no ENEM da escola para serem eficientes devem

exigir grandes melhorias.

Dos resultados reportados na Tabela 7 para o 3º estágio pode-se tirar outras im-

portantes conclusões. A média dos ı́ndices das DMUs foi muito baixo, 41985.6, indicando

que no DF, em média, a nota media no ENEM da escola pode aumentar em 4198460%,

para o mesmo número de alunos que reprovaram e abandonaram a escola. Ou seja, a nota

do ENEM pode ser drasticamente melhorada se as unidades ineficiente fossem capazes de

imitar as melhores práticas e internalizar seus procedimentos pedagógicos.Esse panorama

mostra que a rede de ensino do DF ainda possui um longo caminho para melhoria da

qualidade de ensino, o que deve desperta preocupação por parte do poder público e da

sociedade, tendo em vista que a educação consiste em um dos pontos-chave para uma

nação próspera, com desenvolvimento sustentado.

O Gráfico 15 representa os Boxplots dos ı́ndices de eficiência de Shephard dos

modelos DEA determińıstico e estocástico do 3º estágio. Neste Gráfico e na Tabela

10, observa-se que a mediana (0.0006), a média (0.2647) e o desvio padrão (0.2739) dos

ńıveis de eficiência corregidos são menores que os obtidos da eficiência não corregida

(determińısticos). Ou seja, aqui também os ı́ndices de eficiência corregidos em geral são

inferiores e menos dispersos que os ı́ndices estimados pelo método DEA determińıstico,

indicando uma superestimação dos últimos. Isso constata novamente a robustez do ı́ndice

corregido e a relevância de se realizar a analise de bootstrap ao se estimar os ı́ndices de
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eficiência. Indica ainda que deve-se haver grande precaução ao se criar um ranking de

DMUs, já que, como mostra o intervalo de confiança da Tabela 7, é provável que não

exista uma diferença significativa entre os ı́ndices.

A Tabela 10 também compara a eficiência externa das escolas publicas e privadas.

Nota-se que neste estágio as escolas privadas também possuem um melhor desempenho,

indicando que a nota média do Enem é menor em escolas públicas.

Existe um conjunto de fatores explicativos dessa diferença. Ao longo dos anos a

literatura teórica e emṕırica menciona uma série de fatores ligado à escola, aos professores

e às estratégias didáticas. Não obstante, outro fator crucial no desempenho dos alunos,

embora não inserido diretamente na análise do contexto escolar, é o background familiar

desses estudantes (SOUZA; OLIVEIRA; ANNEGUES, 2018). O background familiar

consiste em um conjunto de caracteŕısticas do ambiente familiar no qual os estudantes

se desenvolvem (educação e ocupação dos pais, renda familiar etc.) e que determinam a

chance do progresso escolar. Acredita-se que este é bem maior no ensino privado. Neste

sentido, uma avaliação mais justa exige o estudo do impacto do background familiar. Essa

análise permitiria descobrir se o gestor escolar classificado como ineficiente o é realmente

ou se, mesmo fazendo todo o posśıvel, existem fatores deste tipo, não controlados por ele,

que não lhe permitem alcançar os resultados que os outros conseguem.
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Figura 15: Box Plot Eficiência de Shephard 3° Estágio

Tabela 10: Estat́ıstica descritiva dos ı́ndices de Shephard do 3º estágio

Eficiência sem correção

de viés

Eficiência com correção

de viés

Eficiência com correção

de viés - Publicas

Eficiência com correção

de viés - Privadas

Mı́nimo 0.000004 0.000002 0.000002 0.0002

1° Quartil 0.000035 0.000020 0.000008 0.5010

Mediana 0.0010 0.0006 0.000027 0.5527

Média 0.4178 0.2647 0.0726 0.5049

3° Quartil 0.8600 0.5435 0.0002 0.5938

Máximo 1.0000 0.7309 0.5963 0.7309

Desvio Padrão 0.4314 0.2739 0.1726 0.1658
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5.2.4 Eficiência Global

Na sequência, sintetizando os ı́ndices de eficiência de Shephard dos três estágios,

estimou-se a eficiência global multiplicativa, registrada para todas as DMUs na Tabela 15

do anexo. Adverte-se que devido à sua estrutura, para que uma DMU possa ser eficiente

nos modelos Network − DEA, esta deve ser eficiente em cada estágio. Como isso não

acontece, não existem DMUs que sejam totalmente eficiente. A partir dessa Tabela 15,

compilou-se as cinco escolas mais eficientes e cinco mais ineficientes para as duas rede de

ensino na Tabela 11. Nota-se que existem muitas escolas privadas que têm um desempenho

relativamente melhor e outras não, e o mesmo se aplica às escolas públicas.

Tabela 11: Eficiência de Shepard das melhores e piores escolas

ID Escola Dependência Administrativa Eficiência Global

71 COL LA SALLE AGUAS CLARAS 0,3199858

118 COL WGS 0,3067655

12 CED SIGMA 0,2927076

127 COL VITORIA 0,2918915

58 INST EDUCACIONAL STO ELIAS 0,2917042

88 ESC DE EDUC BASICA E PROFISSISIONAL FUNDACAO BRADESCO 0,000183

6 COL LA SALLE BRASILIA 0,0001322

47 CED PROJECAO TAGUATINGA NORTE UNIDADE II 0,0001138

100 COL NOSSA SENHORA DO PERPETUO SOCORRO 0,000104

152 COL MADRE TERESA

Privada (68)

0,000074

42 CEM EIT 0,2866988

10 CEM SETOR LESTE 0,2611925

52 CED 03 DE SOBRADINHO 0,2479166

54 CEM 01 DE SOBRADINHO 0,2455094

60 CED TAQUARA 0,2264081

106 CEM 01 DE SAO SEBASTIAO 0,000002

123 CEM 02 DE BRAZLANDIA 0,0000017

79 CEM 03 DE CEILANDIA 0,0000016

91 CED 03 DO GUARA 0,0000015

121 CEM 417 DE SANTA MARIA

Pública (85)

0,0000013

A Tabela 12 apresenta as estat́ısticas descritivas da eficiência global estimada nas

DMUs privadas e públicas. Observa-se que, a média das escolas privadas é superior à

média das públicas e, como se pode deduzir da Figura 16, as distribuições dessas duas

redes são estatisticamente diferentes. Portanto, pode-se afirmar que a média das privadas

é estatisticamente superior a média das públicas. No entanto, esse resultado está alinhado

com fato de que o adequado seria afastar-se da abordagem dicotômica que atribui uma

superioridade a um determinado tipo de escola. Na classificação do ı́ndice global de

eficiência, entre as 20 melhores escolas, 3 são públicas.
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Além disso, é necessário registrar que o ı́ndice global utilizado considera que os

três estágios têm o mesmo peso no cômputo. Porém, pode admitir-se que o primeiro ou

terceiro estágio é relativamente mais importante. Como a determinação do peso relativo

dos estágios é subjetiva essa ponderação foi deixada fora do escopo desta pesquisa.

Tabela 12: Medidas resumo da eficiência global

Eficiência Global

Públicas Privadas

Mı́nimo 0.000001 0.000074

1° Quartil 0.000004 0.111082

Mediana 0.000011 0.183248

Média 0.028144 0.169495

3° Quartil 0.000098 0.224647

Máximo 0.286698 0.319986

Desvio Padrão 0.0721 0.0836
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Figura 16: Box Plot Eficiência de Shephard Global
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6 Considerações Finais

Neste trabalho, foram estimados escores robustos de eficiência escolar entre 153

unidades escolares (privadas e públicas) do ensino médio do DF. Usou-se uma modelagem

Network −DEA, em oposição ao clássico DEA, oferecendo a vantagem de decompor a

prestação de serviços educacionais em 03 (três) estágios sequenciais e estimar a eficiência

associada a cada um deles e a eficiência global. Além disso usou-se um método para iden-

tificar e eliminar outliers que afetassem os ńıveis de eficiência. Seguidamente, valendo-se

de técnicas de bootstrap, realizou-se o teste de significância de retorno de escala e uma

vez confirmada o tipo de retorno, estimou-se o escore corregido do viés aleatório inerente

aos dados. As estimativas apontam enquanto é posśıvel maximizar os objetivos educaci-

onais (matŕıcula, taxa de aprovação e nota média no ENEM), tendo como referência as

melhores práticas da região. Desta forma, preenche-se uma lacuna importante no que diz

respeito à avaliação do desempenho escolar no DF.

Dos resultados, derivam-se resumidamente as seguintes conclusões:

1. A eficiência operacional é maior nas escolas públicas. Isto ocorre porque a rede

pública de ensino deve garantir a universalização do ensino, uma responsabilidade

social não delegada ao ensino privado. No entanto, a eficiência operacional não é

garantia para eficiência interna e externa que focam na qualidade do ensino.

2. A eficiência interna e externa é maior na rede de ensino privada. Provavelmente isso

deve ser explicado pelo background familiar que é bem maior no ensino privado.

3. Ponderando os ı́ndices de eficiência dos três estágios, o ı́ndice global multiplicativo

indica que a média das escolas privadas é superior à média das públicas. No entanto,

os resultados sugerem que o adequado seria afastar-se da abordagem dicotômica

que atribui uma superioridade a um determinado tipo de escola. Mesmo sendo

minorias no ranking das melhores práticas, existem escolas públicas que conseguem

um desempenho comparáveis com as privadas.

Para finalizar, cabe frisar que esta pesquisa deve ser complementada pela análise

dos determinantes exógenos da eficiência, não controláveis pelos gestores escolares, bem

como pelo exame da dinâmica dos indicadores de eficiência no tempo, identificando as

mudanças tecnológicas, de eficiência do setor e testar a convergência ou não entre as

melhores e piores práticas.Isto deve ser objeto de pesquisas futuras, já que é outra lacuna

encontrada na literatura.
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do Brasil, Braśılia, DF, 1996. Dispońıvel em: ⟨http://www.planalto.gov.br/ccivil 03/
leis/l9394.htm⟩.

CARVALHO, L. B. d. Eficiência das escolas públicas urbanas das regiões nordeste e
sudeste do brasil: uma abordagem em três estágios. Brasil. Ministério do Planejamento,
Desenvolvimento e Gestão (MP), 2012.

CHARNES, A.; COOPER, W. W.; RHODES, E. Measuring the efficiency of decision
making units. European journal of operational research, Elsevier, v. 2, n. 6, p. 429–444,
1978.

COELLI, T. J. et al. An introduction to efficiency and productivity analysis. [S.l.]:
springer science & business media, 2005.

http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm


Referências 61

COLL, V.; BLASCO, O. M. Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente
de datos. [S.l.]: Juan Carlos Mart́ınez Coll, 2000.

COOK, W. D. et al. A modified super-efficiency dea model for infeasibility. Journal of
the Operational Research Society, Taylor & Francis, v. 60, n. 2, p. 276–281, 2009.
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FÄRE, R.; GROSSKOPF, S. Theory and application of directional distance functions.
Journal of productivity analysis, Springer, v. 13, n. 2, p. 93–103, 2000.

FARRELL, M. J. The measurement of productive efficiency. Journal of the Royal
Statistical Society: Series A (General), Wiley Online Library, v. 120, n. 3, p. 253–281,
1957.

FERRO, G.; D’ELIA, V. Higher education efficiency frontier analysis: A review of
variables to consider. Journal on Efficiency and Responsibility in Education and Science,
ERIC, v. 13, n. 3, p. 140–153, 2020.

HARTMAN, T. E.; STORBECK, J. E.; BYRNES, P. Allocative efficiency in branch
banking. European Journal of Operational Research, Elsevier, v. 134, n. 2, p. 232–242,
2001.

HUSSAIN, A.; JONES, M. An introduction to frontier analyst 4. Banxia Software Ltd,
Kendal, 2001.
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econômico, v. 48, n. 2, 2018.

UZAWA, H. Optimum technical change in an aggregative model of economic growth.
International economic review, JSTOR, v. 6, n. 1, p. 18–31, 1965.

https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018_CN_BRA.pdf
https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018_CN_BRA.pdf


Referências 63

WILSON, P. W. Detecting influential observations in data envelopment analysis. Journal
of productivity analysis, Springer, v. 6, n. 1, p. 27–45, 1995.

WILSON, P. W. FEAR: A Software Package for Frontier Efficiency Analysis with R.
[S.l.], 2006. R package version 3.0.0. Dispońıvel em: ⟨https://pww.people.clemson.edu/
Software/FEAR/fear.html⟩.

https://pww.people.clemson.edu/Software/FEAR/fear.html
https://pww.people.clemson.edu/Software/FEAR/fear.html


Anexos



Anexos

T
ab

el
a
13
:
E
st
im

at
iv
a
d
a
su
p
er

efi
ci
ên
ci
a
d
e
F
a
rr
el
l
d
o
s
m
o
d
el
o
s
C
R
S
e
V
R
S
p
ar
a
o
s
tr
ês

es
tá
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eç
ã
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eç
ã
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ié
s
1

E
fi
ci
ên

ci
a

co
m

co
rr
eç
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ié
s
1

In
te
rv
a
lo

In
fe
ri
o
r
1

In
te
rv
a
lo

S
u
p
er
io
r
1

E
fi
ci
ên

ci
a

se
m

co
rr
eç
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ã
o

ID

E
fi
ci
ên

ci
a

se
m

co
rr
eç
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ié
s
1

E
fi
ci
ên

ci
a

co
m

co
rr
eç
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