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RESUMO

No presente trabalho é examinado o problema de camada limite bidimensional incompressivel em regime
permanente de um fluido eletricamente condutor sob uma placa plana. O escoamento recai no contexto
da magnetohidrodindmica (MHD) envolvendo um acoplamento das equacdes continuas hidrodindmicas de
Navier-Stokes na presenca da forca eletromagnética de Lorentz. O problema é explorado por meio de uma
solugdo tedrica do escoamento de camada limite laminar baseada no método de similaridade, quando uma
adimensionalizagdo apropriada das equacdes governantes da camada limite MHD ¢é proposta. Duas confi-
guracdes sdo analisadas: quando ha auséncia de um campo de pressdo, e quando hd um campo de pressio e
um campo magnético representados por uma lei de poténcia. As varidveis similares sio resolvidas usando
o método de Runge-Kutta de quarta ordem acoplado ao método de Newton-Raphson resultando no método
do tiro. Com esta metodologia transforma-se um problema de valor de contorno em um problema de va-
lor inicial. Em adi¢do, os resultados numéricos sdo validados pela solugédo analitica em série de poténcia
para o caso cldssico de Blasius, e comparados com resultados disponiveis na literatura para o caso MHD.
Conclui-se que o campo magnético desacelera o escoamento no primeiro caso, ja no segundo caso o efeito
¢ de aceleracdo desse. Essa aceleracdo aumenta o coeficiente de fric¢do tendendo assim a suprimir o des-
colamento da camada limite. Portanto, esse efeito pode usado para controle ativo de camada limite.

Palavras-Chave: Camada limite; Fluido condutor; Magnetohidrodindmica; Método de similaridade; Solu-

¢do assintdtica; Solucdo numérica; Controle ativo de camada limite.

ABSTRACT

In this work, the problem of a two-dimensional incompressible steady-state boundary layer of an elec-
trically conductive fluid under a flat plate is examined. The flow falls within the context of magnetohy-
drodynamics (MHD) involving a coupling of the Navier-Stokes hydrodynamic continuum equations in the
presence of the Lorentz electromagnetic force. The problem is explored through a theoretical solution of
the laminar boundary layer flow based on the similarity method, when an appropriate nondimensionaliza-
tion of the governing equations of the MHD boundary layer is proposed. Two configurations are analyzed:
when there is no pressure field, and when there is a pressure field and a magnetic field represented by
a power law. Similar variables are solved using the fourth order Runge-Kutta method coupled with the
Newton-Raphson method resulting in the shooting method. With this methodology, a boundary value pro-
blem is transformed into an initial value problem. In addition, the numerical results are validated by the
analytical power series solution for the classic case of Blasius, and compared with results available in the
literature for the MHD case. It is concluded that the magnetic field decelerates the flow in the first case, in
opposition to it, in the second case the effect is of acceleration. This acceleration increases the coefficient
of friction, then tending to suppress boundary layer separation. Therefore, this effect can be used for active

boundary layer control.



Keywords: Boundary layer; Conducting fluid; Magnetohydrodynamics; Similarity method; Asymptotic

solution; Numerical solution; Active boundary layer control.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO

1.1.1 Motivacao

A magnetohidrodindmica (MHD) nio possui apenas um apelo tedrico, mas modela muitos problemas
préticos em vdrias dreas de estudo, como geradores MHD, reatores nucleares, extracdo de energia geotér-
mica, redugdo de arrasto aerodindmico, problemas de fluxo sanguineo, entre outros [1]. Na metalurgia,
a qualidade do produto final depende majoritariamente do liquido de resfriamento utilizado e da taxa de
resfriamento. Os efeitos combinados de transferéncia de calor e de magnetohidrodindmica sdo bastante
uteis para alcangar as caracteristicas desejadas do produto final, pois € possivel usar um campo magnético
para suprimir a convecgdo natural, tendo assim um controle melhor do resfriamento do liquido, essa e
outras aplicagdes em metalurgia podem ser encontradas em [2]. Na aerodindmica os efeitos magnetohidro-
dindmicos podem ser usados para alterar o fluxo externo sobre a aeronave, uma vez que o coeficiente de
fricgdo pode ser reduzido utilizando um campo magnético com o intuito de inibir a transi¢do para o regime
turbulento ou para alterar o perfil da camada limite. Uma discussdo detalhada acerca da turbuléncia em

regime MHD pode ser encontrada em [3].

O tema possui uma grande relevancia, pois possui uma vasta aplicacdo em diversos campos da enge-
nharia e que geralmente ndo € explorado por exigir conhecimento em dreas aparamentadamente distintas:
o eletromagnetismo e a dindmica de fluidos. Contudo, elas s@o, na verdade, campos de estudos profun-
damente relacionados e que seguem a mesma formulacdo tedrica (a de uma teoria de campo). Como sera
mostrado nesse trabalho, muitas vezes, o efeito do eletromagnetismo se da apenas pelo acréscimo de um
termo de campo na equagdo de Navier-Stokes; porém, essa adi¢@o traz como consequéncia uma considerd-

vel ampliacdo do espectro de aplicacOes dessa teoria.

1.1.2 Revisao Bibliografica

A camada limite pode ser definida como uma regido em que a velocidade vai de zero na superficie até
a velocidade de corrente livre no topo, de forma que os gradientes de velocidade podem ser observados
mesmo quando a viscosidade é pequena. Determinar o campo de velocidades e o campo de friccdo € de
fundamental importancia para a solu¢do das equagdes da camada limite. Blasuis em 1908 foi o primeiro
a resolver o problema da camada limite de um escoamento sobre uma placa plana usando técnicas de
similaridade [4]. Seguindo seu trabalho pioneiro, muitos autores estudaram esse problema sob diferentes
situacdes.

Posteriormente, o estudo do escoamento magnetohidrodinAmico sobre uma placa plana foi tema de
um grande nimero de trabalhos, sendo Hartmann em 1937 o primeiro a discuti-lo [5]. E, desse trabalho,

surgiram outros diversos sobre as diferentes aplicagdes do escoamento magnetohidrodindmico.

A diferenca fundamental entre os escoamentos estudados por Hartmann daqueles estudados por Blasius



¢é a existéncia de uma forca eletromagnética conhecida como forca de Lorentz. Quando um fluido condutor
se move na presen¢a de um campo magnético, ele produz um campo elétrico, que gera uma corrente elé-
trica. A interacfo entre essa corrente induzida e o campo eletromagnético gera uma forga eletromagnética
chamada de forca de Lorentz, mencionada anteriormente. Uma vez que a for¢a de Lorentz tende a supri-
mir a velocidade do escoamento até um certo ponto, pode ser possivel utilizd-la para controlar o perfil da

camada limite.

As primeiras propostas para o controle da camada limite usando forcas eletromagnéticas tiveram ori-
gem em [6,7]. Com o passar dos anos e com o aumento das aplicacdes da teoria MHD [1], o interesse no
assunto cresceu e vdrios trabalhos foram feitos sobre o tema, variando entre os mais diversos parametros
do escoamento, como, por exemplo, o tipo de fluido. Véarios autores estudaram o efeito de um escoamento
MHD de um fluido ndo-Newtoniano para compreender melhor técnicas de processamento de polimeros
[8,9], bem como, em trabalhos mais recentes [10,11]. Outros autores mantiveram o mesmo tipo do fluido,
mas estudaram efeitos de radiacdo em camada limite MHD e transferéncia de calor [12,13,14]. Ademais,
existem varios trabalhos publicados revisando o problema de um escoamento MHD em uma placa plana
utilizando as mais diferentes ferramentas matematicas para encontrar solugdes analiticas ou semi-analiticas

para configuracdes similares as abordadas no presente trabalho, sdo exemplos [15,16].

1.2 OBJETIVOS

Este projeto tem como objetivo principal investigar, do ponto de vista tedrico, a influéncia de efeitos
magnéticos de for¢a de Lorentz no escoamento em uma camada limite incompressivel bidimensional de
um fluido condutor incompressivel sujeito a um campo magnético transversal e a um gradiente de pressao.

Alguns pontos principais que esse projeto pretende abordar sdo:

* Validar a solu¢do numérica desenvolvida com a solucdo de Blasius em série de poténcia, e igualmente
validar a solucdo para o parAmetro de interagdo pequeno, mas diferente de zero, com a solucio

assintotica valida para pequenos valores do pardmetro de interagao.

 Verificar que quando o parametro de interagdo magnética é desprezivel e a velocidade de corrente
livre possui uma dependéncia em x (i.e a presenca de um gradiente de pressdo) a solucdo hidrodina-

mica é de fato recuperada.

* Explorar a influéncia do campo magnético no perfil de velocidades na camada limite, na espessura

da camada limite e no coeficiente friccao.

* Explorar a interagdo do campo magnético com o gradiente de pressdo e verificar como isso afeta o

perfil de velocidades na camada limite, a espessura da camada limite e o coeficiente de fric¢do.

* A partir do modelo apresentado, explorar que a presenca de um campo magnético transversal externo
permite o controle e 0 monitoramento do escoamento magnetohidrodindmico em camada limite, bem

como o perfil de velocidades, a espessura da camada limite e o efeito da fric¢ao.



2 FUNDAMENTACAO DA TEORIA
MAGNETOHIDRODINAMICA

2.1 TEORIA ELETROMAGNETICA

O eletromagnetismo modela as interacdes entre os campos elétricos E e os magnéticos B, onde cargas
e correntes elétricas estdo presentes. O eletromagnetismo € resumido em um conjunto de quatro equagdes
conhecidas como as equacdes de Maxwell, que serdo exploradas a seguir:
2.1.1 Lei de Gauss elétrica

A primeira equacdo de Maxwell é conhecida por Lei de Gauss elétrica, que é dada por:

vV.E=" 2.1)
€0

em que E é o campo elétrico, p. € a densidade de cargas elétricas e ¢y € a permissividade do vacuo.
Integrando a equagdo (2.1) em um volume V e usando o teorema do divergente, tem-se que:

/ (V-E)d‘/:l/pedV:Qe 2.2)
v € Jv €0
7{ E-dS = % (2.3)
S €0

em que ¢ E - dA € o fluxo de campo elétrico e Q. é a carga envolvida por uma superficie S considerada.
A equagdo (2.3) expressa que um fluxo do campo elétrico em uma dada superficie é proporcional a carga
elétrica envolvida por essa, e é conhecida como Lei de Gauss para o campo elétrico.

2.1.2 Lei de Gauss magnética

A segunda equacdo de Maxwell é dita Lei de Gauss magnética

V-B=0 24)

em que B é o campo magnético induzido. A equacgdo (2.4) descreve a natureza solenoidal do campo
magnético, ou seja, as linhas de campo magnético sempre formam um circuito fechado. Para uma melhor
visualizacdo desse fendmeno, faz-se necessdrio integrar a equacio (2.4) em um volume V' e utilizar o

teorema de Gauss, do qual se obtém:

/(V-B)dV:?{B-dS:O (2.5)
\% S



Com maior clareza, a equacdo (2.5) nos mostra que o fluxo do campo magnético é nulo sobre uma su-
perficie fechada, ou seja, as linhas de campo magnético nunca come¢am ou terminam, mas sim formam
circuitos; com isso, inexistem monopolos magnéticos. Note que a natureza do campo magnético é bem
diferente das linhas de campo elétrico, que t€ém origem na carga e vao para o infinito com fluxo ndo nulo

em qualquer superficie fechada e sobre qualquer distribui¢do liquida de cargas.

2.1.3 Leide Faraday

0B

(2.6)

A equagdo (2.6) é conhecida como a Lei de Faraday. Por motivos didaticos, primeiramente, considera-

remos O caso €m que 0s campos ndo variam com o tempo.

VxE=0 Q2.7)

A equagdo (2.7) nos mostra que o campo eletroestdtico € irrotacional, ou seja, o campo eletrostatico é
conservativo e sua integral de linha independe do caminho escolhido. Voltando aos casos em que os
campos variam com o tempo, tem-se que estes ndo sdo conservativos, e que, por isso, faz-se necessario

definir uma forga eletromotriz sobre um circuito fechado c:

%E-dl—a (2.8)

Sabemos que a variagdo de um campo magnético em um circuito fechado gera uma forca eletromotriz (¢)

induzida que é dada por [17]:

de
=—— 2.9
QU (2.9)

em que ¢ é o fluxo de campo magnetico, dado por:
(p:/B.ds (2.10)
S
Juntando as equagdes (2.8), (2.9) e (2.10), obtém-se a forma integral da lei de Faraday.
d
E-dl=—— [ B-dS (2.11)
c dt S

A equagdo (2.11) nos permite afirmar que a forca eletromotriz induzida por uma variacdo de fluxo magné-

tico serd sempre formada em um sentido que se oponha a essa variagao.



2.1.4 Lei de Ampére-Maxwell

OE
VxB=ud+ MQEOE (2.12)

A equacdo (2.12) € a Lei de Ampere-Maxwell, em que p. é a densidade de carga, J é a densidade
de corrente, py € a permeabilidade magnética do vécuo, e o termo eg%—]f é conhecido como corrente de
deslocamento.

Integrando em uma superficie .S e utilizando o teorema de Stokes, tem-se a forma integral da Lei de

%B -dl = NO/ <J +M0608E> -dS (2.13)

Essa lei nos revela que o campo magnético pode ser gerado por uma densidade de corrente ou por uma

Ampere-Maxwell:

variagdo temporal do campo elétrico.

Com o intuito de demonstrar que o termo de corrente de deslocamento pode ser desprezado em regimes
em que a velocidade do escoamento € muito menor que a velocidade da luz, que é o caso MHD, proporemos

a seguinte adimensionalizacao:

B*:g;
t*_t%
E*:EEO

Para definir um campo elétrico e uma densidade de corrente adimensional é necessdrio usar as equagdes de

Maxwell.

Da Lei de Faraday (equacio (2.6)):

Da Lei de Ampere (equagao (2.12)):

Com isso, torna vidvel propor:




Substituindo em (2.12):
Ho Bo v3 By OE*

B
Oy « B = J*

—-— 2.14
lo o lo C2 lo ot ( )
Multiplicando ambos os lados por 113—00:
V*><B*—J*—i-v—gaEk (2.15)
N 2 ot '
Definindo o termo %2 como o nimero de Mach magnético, resta-nos que:
OE*

V* x B* =J* + (Ma)},u, o (2.16)

Em escoamentos MHD, tem-se que as velocidades caracteristicas do escoamento sdo muito menores

que a velocidade da luz. Com isso, o nimero de Mach magnético tende a 0, logo:

V*xB"=J" 2.17)

Voltando as varidveis sem asteriscos, obtemos a Lei de Ampere:

V x B = pod (2.18)

2.1.5 Conservacao da carga elétrica

As equagdes de Maxwell ja carregam consigo a conservacdo da carga elétrica, para demonstrar isso

tomaremos o divergente da lei da Ampere-Maxwell, equagao (2.12):

V'J—i-ﬁogt(v-E):O (2.19)

Usando a lei de gauss pro campo elétrico, equacdo (2.1), obtém-se que:

0
V- J+ = =0 2.20
+ 55 (pe) (2.20)
A equagdo (2.21) é conhecida como a conservacao da carga elétrica.

Para o caso em que p, ndo varia com o tempo, temos:

V-J=0 (2.21)

2.1.6 Lei de Ohm generalizada

A Lei de Ohm ¢é uma relacfo constitutiva entre a densidade de corrente J e o campo elétrico E para
condutores lineares. Se o condutor € anisotropico, a condutividade elétrica do material serd nao uniforme,

e serd necessdrio considerar o tensor condutividade elétrica. No caso do presente trabalho, a condutividade



serd considerada constante.

J=kE (2.22)

Vamos considerar que o campo elétrico da equacdo (2.22) seja medido no referencial se movendo com

o fluido condutor, com isso tem-se que:

J=k.(E+uxB) (2.23)

2.1.7 Forca de Lorentz

Um objeto condutor se movendo com velocidade u na presenca de um campo eletromagnético esta

submetido as seguintes forcas [18].

F = ¢E. + ¢E; + ¢ (u x B) (2.24)

O primeiro termo da direita é a forca eletrostética, ou for¢a de Coulomb, que surge da mitua repulsdo ou
atracdo de cargas elétricas. E. € o campo eletrostatico. O segundo € a for¢a que a carga experimenta na
presenca de um campo magnético. E; € o campo elétrico induzido pela variacdo do campo magnético.
O terceiro termo € a forca de Lorentz, que surge do movimento das cargas através do campo magnético.
Definiremos o campo elétrico total E como sendo a soma do campo elétrico induzido e do campo elétrico

eletrostatico, logo:

F=¢(E+uxB) (2.25)

Na teoria MHD geralmente estamos interessados na for¢a exercida em um volume de fluido, ndo em

cargas individuais, entdo somaremos a equacio (2.25) em todo o volume. Fazendo essa soma, temos que:
> a=re (2.26)

S qu=1J (227)

Ou seja, a soma das cargas no volume nos oferta a densidade volumétrica dessas, e a soma do produto da
carga com a velocidade nos d4 a densidade de corrente J. Com isso, torna-se possivel escrever a expressao

para a forca de Lorentz por unidade de volume:

F=pE+JxB (2.28)

Nas escalas de escoamento magnetohidrodindmico abordado nesse trabalho, a contribui¢do do elétrico
¢ muito pequena em relagdo ao termo do u x B. Frisa-se que na grande maioria dos escoamentos mag-

netohidrodindmicos isso também ¢é verdade, como mostra [18]. Portanto, podemos desprezar o termo de



campo elétrico da equacdo (2.28), logo:
F=JxB (2.29)

2.1.8 Potencial escalar e potencial vetor

A equacdo (2.8) expressa que o campo eletrostético € irrotacional, assim como o potencial de veloci-

dades na mecanica dos fluidos. Portanto, podemos definir um potencial elétrico por:

E=-V¢ (2.30)

Com a definicdo do potencial elétrico na equacdo (2.30) e a Lei de Gauss em (2.1), podemos chegar a

equagdo de Poisson:

V2 = Pe 2.31)
€0

Para um caso em que a densidade de carga € desprezivel, podemos definir a equacdo de Laplace para o

potencial elétrico como:

V3 =0 (2.32)
As equagdes (2.30) e (2.32) sdo equagdes bastante tteis por possuirem solu¢des conhecidas.

A natureza solenoidal do campo magnético nos permite definir um potencial para o campo magnético
[19].

B=VxA (2.33)

Em que A € definido como potencial vetor. Note que diferentemente do caso da Lei de Gauss para o
campo elétrico, para o campo magnético a Lei ndo se altera; ou seja, a defini¢do (2.33) é valida tanto para
a magnetostatica quanto para a eletrodinadmica. Agora se faz necessario encontrar uma relagdo do campo
elétrico e dos potenciais vélida para a eletrodinamica, o que serd feito com a defini¢do de potencial vetor e

a Lei de Faraday:

0
VXxE= 5% (V xA) (2.34)
Reescreveremos a equacdo (2.34) de forma que o rotacional seja nulo:
A
V x (E + %t) =0 (2.35)

Logo, essa grandeza cujo o rotacional se anula pode ser definida como o gradiente de um escalar. Com

isso, tem-se que:



oA
(E + at> =-V¢ (2.36)

E=-V¢-— %’? (2.37)

A formulacdo potencial € relevante, primeiramente, por nos permitir a reducdo de um problema de 6
varidveis, 3 direcoes de E e 3 direcdes de B em um problema de 4 varidveis. Em segundo lugar, outra
vantagem dessa formulag@o potencial € a liberdade de calibre que ela nds tras. Especificamente na equacdo
(2.37), podemos adicionar qualquer gradiente de uma func¢fo a A, desde que para isso subtraiamos a

derivada parcial temporal sem alterar os campos E e B, ou seja:

I 4 A
o am

Essa transformagado é chamada de transformacdo de calibre e é muito 1til na resolugdo de problemas em
eletrodindmica e em magnetohidrodindmica, porque nos permite ajustar as equacgdes, simplificando-as, e

que, por isso, facilita a resolucdo de muitos problemas.

2.1.9 Equacao do transporte magnético
Vamos tirar o rotacional da Lei de Ohm generalizada:

VxJ=k (VXxE+V x (uxB)) (2.39)

Usando a Lei de Faraday (equacdo (2.6)) e a Lei de Ampere (equagao (2.12)), tem-se que:

B
VXVXB:,que<—aat—l—V><u><B) (2.40)
Usando a identidade:
VxVxB=V(V-B)-V’B (2.41)

E sabendo que V - B = 0, ficamos com a seguinte equagao:

OB

= = V x (u x B) + A\V’B (2.42)

emque A = “0% ¢ o coeficiente de difusdo magnética.
€

O primeiro termo da equacdo (2.42) é o advectivo, e o segundo, o difusivo. Fazendo o balanco desses

dois termos, chega-se a [20]:
B
IV x (u x B)| ~ UT (2.43)



AB
A\V'B| ~ (2.44)
Analogamente & mecénica dos fluidos, pode-se definir o nimero de Reynolds como sendo a razio entre

o termo de adveccdo e o termo de difusio:

em = ~— 2.45
R 3 (2.45)

Para um R.,, < 1, o termo difusivo domina, observe:

0B

— = \V’B 2.46

BN (2.46)
Focando na equacio (2.46), percebe-se que existe uma analogia a equagdo do calor para um sélido homo-

géneo, isotropico e sem fontes:
oT

= = aV?T (2.47)

Observando essa semelhanga, pode-se afirmar que, como o calor, os campos magnéticos se difundem
através de um meio condutor, resultando em um decaimento desse campo. Com uma anélise dimensional

é possivel determinar o tempo desse decaimento:

0B B
o= 248
‘ ot T (248)
AB
AV2B| ~ o (249)
Com isso, tem-se que:
12 9
ro L Ppoh (2.50)
Para R.,, > 1, o termo advectivo domina a equacdo (3.137), restando:
0B
Para um escoamento MHD incompressivel:
0B
az—u-VB—kB-Vu (2.52)

Para compreender melhor o significado da equacao do transporte do campo magnético em (2.52), faz-se
necessdrio compard-la a equagdo da vorticidade (considerando um fluido inviscido em regime permanente)

para R, > 1:

?;::—u'Vw+w-Vu (2.53)
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Percebe-se que existe uma analogia entre as duas equagdes - ainda que essa analogia nio seja perfeita,
porque B ndo possui uma dependéncia na velocidade da mesma maneira de w -, de forma que se pode
interpretar a dinAmica de B de maneira similar a dinamica de vorticidade. Logo, é factivel que escrevamos

o gradiente de velocidades do seguinte modo:

0B

ot

em que D € o tensor taxa de deformagdo e W € o tensor taxa de rotagdo. Como o tensor taxa de rotacio é

= —u-VB+B-(D+W) (2.54)

antissimétrico, € vidvel usar a relagdo dual e escrever a equacgao (2.54) da seguinte forma:

0B

E:—u~VB+D-B—wa (2.55)
O primeiro termo da direita mostra-nos que B é advectado pelas particulas fluidas do préprio escoamento;
o termo do meio mostra-nos que o campo magnético sofre distor¢do por alongamento das linhas de campo
(conhecida em dindmica de vértice como "stretching"); e o dltimo termo da direita mostra-nos que o campo

ainda pode sofrer distor¢ao por rotacdo das linhas de campo.

Devido a semelhanca da vorticidade e do campo magnético, os teoremas aplicdveis a vorticidade podem
ser aplicados no contexto do MHD e reinterpretados com o B fazendo o papel de w. Ou seja, a primeira

Lei de Helmholtz pode ser reinterpretada como sendo:

* Em um fluido altamente condutor (ideal), as linhas de campo magnético se movem exatamente com
o fluido, em vez de simplesmente se espalharem, sendo possivel dizer que essas linhas de campo
estdo congeladas no fluido condutor. Ou seja, o fluido condutor pode fluir livremente ao longo das
linhas do campo magnético, mas qualquer movimento do fluido condutor, perpendicular as linhas de

campo, as arrasta consigo.
E o teorema de Kelvin pode ser reinterpretado como sendo:
* O fluxo magnético em um caminho fechado, movendo-se com a velocidade do fluido u, € constante.

Esses dois resultados sdo conhecidos como teorema de Alfvén.

2.2 MHD

2.2.1 Acoplamento do Eletromagnetismo com a Dinamica dos fluidos

As equagoes que descrevem a dindmica de um fluido newtoniano incompressivel sdo dadas por [21]:

Du

P = VP + V3 + pg (2.56)

V-u=0 (2.57)
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em que P é a pressdo, p € a viscosidade dindmica, u é a velocidade do fluido e o operador p% é

conhecido como derivada material e é dado por:

D 0
D—t—u'V+a (2.58)

Para casos em que ndo exista uma condi¢do de contorno para pressio, pode-se definir uma pressio

modificada que englobe os efeitos gravitacionais. Desta feita:

Du

ror = VP 1V (2.59)

A forga eletromagnética (forca de Lorentz) € uma forca de campo, assim como a forca gravitacional, de
maneira que seu efeito pode ser diretamente incluido por meio de um termo adicional de for¢a por unidade

de volume:

Du 1 1
——=_2VP 2u+ - B 2.
Di pV + vV u—i—p(Jx ) (2.60)

em que v ¢ a viscosidade cinematica dada por %.

2.3 EQUACOES MHD

O conjunto de equagdes que descrevem a magnetohidrodindmica € uma combinacio das equagdes de
Navier-Stokes, com o termo da for¢ca de Lorentz e as equacdes de Maxwell. Como demostrado nas se¢des

anteriores, algumas consideragdes sdo feitas nas equagdes de Maxwell para o regime magnetohidrodina-

mico.
Lei de Ampere:
V x B = pupd (2.61)
Continuidade da carga elétrica:
V-J=0 (2.62)
Lei de Faraday:
0B
VXE=—— 2.63
X 5 (2.63)
Lei de Gauss para o campo magnético:
V-B=0 (2.64)
Lei de Ohm:
J=k (E4+uxB) (2.65)
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Forga de Lorentz:
F=JxB
Equacdo do transporte magnético:
0B
— =Vx (uxB)+\V’B
ot
Equacdes de Navier-Stokes com o termo de Lorentz:

Du 1 1
= VP+uvV’u+-JxB
Dt +v u+p( x B)

13
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3 CAMADA LIMITE HIDRODINAMICA COM EFEITOS
MHD SOB UMA PLACA PLANA

3.1 CAMADA LIMITE HIDRODINAMICA

Todos os desenvolvimentos feitos nessa secio foram feitos como auxilio das notas de aulas do curso

de Mecanica dos Fluidos 2, do professor Dr. Francisco Ricardo Cunha [22]).

A camada limite pode ser definida como uma regido delgada no escoamento, adjacente a superficie,

em que a velocidade varia do valor 0 até a velocidade do escoamento livre.

U L
e FEPTETNt" o
— d(x) ”

SPL. o LS iy —)
e -

i - _
— - ——
— /”' T (x) u(x, y)
AL e - - -
e é:zm?ir' - X
Tl C

Figura 3.1: Esquema de camada limite hidrodinamica reproduzido do livro-texto de [23]

Para o problema desse trabalho, concebe-se uma camada limite hidrodindmica, laminar, bidimensional,

incompressivel e em regime permanente. Nesse caso as equagdes governantes se resumem a:

P\ "oz oy) Oz H\ 922 Oy '
P\ "oz dy) Oy H\ 622 Oy? ’
ou Ov
%4-%—0 3.3)

Com o objetivo de simplificar as equacdes acima, faz-se a seguinte andlise de escala:

14



l—x
0—y

U—u

Considerando a hip6tese de Prandtl, que é dada por:

0
7<<1

oud <!

Parte-se a investigacdo das consequéncias no interior da camada limite: Considerando uma quantidade

qualquer do escoamento denotada pela letra G e usando a anélise de escala proposta, tem-se que:

oG G

0|~ T S
oG G

il Dl 35
‘ 5|~ 3 (3.5)

Pela hipétese de Prandtl:
G _ G
5 > T (3.6)

Com isso, conclui-se que as derivadas em rela¢do a ¢ sdo muito maiores que as na dire¢do z. Ou seja,

o transporte de momento por difusio na dire¢cdo y domina o transporte na dire¢do x.

Para adimensionalizar as equagdes de Navier-Stokes, precisamos definir uma forma para a componente
y da velocidade V, com base nas varidveis adimensionais propostas. Para tal, faz-se necessario considerar
a equacdo da continuidade:

ou Ov

%—I—afy:() 3.7

A partir da equagdo da continuidade, realizando a analise de escala proposta, vemos que:

v.¥ a9

Vo~ UTé (3.9)
Como % < 1, chega-se a conclusdo que:

VU (3.10)
Logo:

U?>Vv?
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Da equacio de Bernoulli para altos nimeros de Reynolds:
P~ (U*+V?) ~ pU? 3.11)
Voltando as equagdes de Navier-Stokes:

Na direcdo x temos:

PLCLL B @_1_@ (3.12)
P\ "oz U@y T or M\ 822 Oy '

Analisando termo a termo da esquerda pra direita:

ou U?
2 2
ou VU U% U a1

Yoy T 1T T s T
Dispondo o resultado da equagdo (3.11) na equacdo (3.12), pode-se relacionar o termo de pressdo da

seguinte forma:

10P U?

s T T 315
0%u vU
™~ (3.16)
0%u vU
s (3.17)

Comparando os temos viscosos nas dire¢des x e y e valendo-se da hip6tese de Prandtl, pode-se concluir

que:
vU vU

. . . 2
Com isso, torna-se possivel desconsiderar o termo u%.

Por definicdo a camada limite € a regido em que os termos difusivos balanceiam os termos advectivos.

Dessa forma, logra-se definir a espessura da camada limite:

ou 0*u
Uz wU
vl
s~ (3.21)
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Alternativamente, hd possibilidade de escrever a espessura da camada limite em termos do nimero
de Reynolds global, que, por defini¢do, € um niimero adimensional que avalia a razdo entre as forcas de

inércia e as forcas viscosas e ¢ dado por:

Ul
Rep = — (3.22)
v
Multiplicando e dividindo a equagéo (3.21) pelo comprimento caracteristico [, e escrevendo-a em termos

do nimero de Reynolds, obtém-se:

? ~ Re;/? (3.23)

O resultado da equacgdo (3.23) mostra-nos que para a camada limite o nimero de Reynolds tem que ser

muito grande. Isso porque, se % < 1, aequacdo (3.23) impde que o Re deve ser muito grande.

Na dire¢ao y temos:

ov  U?
ov  U?
— o~ — 3.25
v ay B (3.25)
_ 187]3 U72 (3.26)
p Oy ) ’
v vUs (3.27)
Ox? 3 ’
0?v  vU
Z = 2
V8y2 5 (3.28)
Dividindo todos os termos pelo termo de pressao, comegando pelo termo de inércia:
U%s ¢ 5\’
—— == 3.29
12 U2 (l ) (3-29)

Como [ > 1, pode-se desprezar o termo de inércia com relagdo ao termo de pressio. Repetindo o processo

2
vuo v <5> (3.30)

para o termo Vviscoso, temos:
—_—~ —
ol U U l
Analogamente ao caso anterior, pode-se desprezar o termo viscoso em relacdo ao termo de pressao. Com

essa andlise, conclui-se que o termo de pressdo em Navier-Stokes domina o movimento completamente,

ou seja:
orP

= _ 31
3y 0 (3.31)
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Conclui-se também que a pressdo é constante na direcio y e consequentemente:

P = P(x) (3.32)

Como concluimos que a pressdo ndo varia na direcdo y, podemos pegar qualquer ponto em y para
descrever a pressdo. Tendo em vista isso, vamos escolher um ponto fora da camada limite, j4 que nessa

regido podemos utilizar o resultado do escoamento potencial para o gradiente de pressao:

dU 10P
= - 3.33
dx p Ox (3-33)
Desse modo, as equacdes de Navier-Stokes do problema em tela sio:
ou ou dU 0%u
e U= 3.34
Yor oy T Vdr T Voy? 639
oP
— =0 3.35
3y (3.35)
ou Ov
—+—=0 3.36
90 T 3y (3.36)
Com as seguintes condi¢des de contorno:
O ndo deslizamento na parede, que é dado por:
u=v=>0 (3.37)
Paray = 0.
E o fato de que na superficie da camada limite o perfil de velocidade s6 depende de x.
u(z,y) = U (3.38)

Para y — oo (superficie da camada limite).

Podemos ainda escrever essa equagdo governante em termos da fun¢do de corrente W, definida por:

ov
ov

Para facilitar os cdlculos, consideremos, no primeiro momento, que a velocidade de corrente livre (U) é
constante. Com essa simplifica¢do e aplicando a definicdo de funcdo de corrente na equacdo governante

(3.34), temos que:

oV W WOV PPV

il T 41
Oy 0xdy Oz Oy? g oy? (341)
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3.1.1 Método de solucao por similaridade

Para resolver o problema, vamos empregar o método de solugao por similaridade, no intuito de escrever
as equacdes diferenciais parciais em termos de uma tnica varidvel dependente, dita varidvel similar. Aqui

chamaremos essa varidvel de 7.

y
=2 3.42
n(z,y) o) (3.42)

Em que g(z) € uma fungdo arbitrdria que depende de x.

Tomando a diferencial de y, tem-se que:

dy = g(x)dn (3.43)

U
—=h 3.44
7 = (3.44)
Aplicando a equacgido (3.44), obtém-se que:
ov
— =Uh 3.45
3y (n) (3.45)
Integrando em y:
n
U(z,n) = / Uh(n)dy (3.46)
0
Substituindo a equacio (3.43) em (3.46) temos:
7]/
U(z,n) = Ug(x) / h(n)dn (3.47)
0

Como fon h(n)dn' é uma funcdo de 1, vamos chamad-lo de f(n). Logo a equagdo (3.47) resta reescrita da

seguinte forma:
U(x,n) =Ug(z)f(n) (3.48)

Com isso, encontramos as formas funcionais das varidveis de similaridade n e f(n):

n(z,y) = ﬁ (3.49)
fn) = \I;](;(’gg) (3.50)

Agora basta-nos encontrar a fungio g(z) por meio do processo de obter as derivadas da fungdo de

corrente adimensional:
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ov dg df dn
o= (w0 ) G:1)
ov df on df 1 df
x =U— (3.52)
dy (@) dn dy =9(2) dng(z) dny
v 9 [ _df]ldy d’f U
o = oy i o o
#Pv 9 [9*W]dyp d¥f U
_ g |o¥idy 4y 54
oy3  y {81/2] dy  dn? g(z)? 359
2
oW _ 0 1ov) _ ;0 [df]dn (3.55)
oxdy Oz | Jy on |dn| dx
0% d?f vy dg
dxdy dn? ¢?(z)dx (3-56)
Como y = ng(x):
0% B n dgd*f
920y~ gle) dz AP (357
ov dg df dn dg B df dn
o= (S e ) = (L - o) - 658
ov dg df 1 dg\ _ df
o =U <dxf(n) ydng()dx) =U <f(77) dn) dr (3.59)
Substituindo W e suas derivadas em (3.90), tem-se que:
df[ d’f y dg] < df> [ 2f U } dB3f U
U=, |—y=—L —n—= — | =v—= 3.60
dn dn? g*(x) dz / dz | dn? g(z) n* g% (x) (360
Isolando o termo da derivada terceira, tem-se que:
&*f 1 dg\ [ df d*f dfy &*f
P v <Ugdw> [ Ty " <f(n) _ndn) dn? ] b

Para admitir similaridade, o termo - (U 94 ) tem que ser constante. Por conveniéncia, assumiremos

que esse termo € igual a 1/2.

Com isso foi possivel obter que o pardmetro g(x) é igual a:

9(x) =/ + (3.62)
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Com isso, tem-se que:

n(x,y) = (3.63)

ﬁ
8
=
S

E, consequentemente:

fn) = (3.64)

3.1.2 Tensao de cisalhamento

A tensdo de cisalhamento sobre a placa a uma distancia x do bordo de ataque é dada por:

ou
Ty = I <0y>y0 (3.65)

Usando a definicdo de fun¢ao de corrente, sabe-se que:

ou PV A2f U d%f U

i - = _ — 4 3.66
dy oy  dp?g(x) dn? JH (3:60)
Substituindo (3.66) em (3.65), tem-se que:
d2f(0) [v
2
Tanln=0 = pU w2 Tz (3.67)
Pode-se ainda escreve-la em termos do nimero de Reynolds:

-1 d2f(0)

Tenln=0 = pU*Rey ? — (3.68)

3.1.3 Coeficientes de arrasto

O arrasto exercido sobre os dois lados de uma placa de largura unitdria e comprimento / € dado por:

l
0
D= 2/ " (;) d (3.69)
0 Y/ y=0
Em termos da varidvel similar 7, tem-se que:
L 32
d°f(0) [ v
D =2pU? \/—d 3.70
P o dx? U=z v (3-70)
Resolvendo a integral:
d2f0) [v
D = 4pU?l — 3.71
P\ T G.71)
Em termos do niimero de Reynolds:
d?f(o
D = 4pU®IRe; * fi(z,) (3.72)
dx
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Vamos adimensionalizar a forca de arrasto para obter um coeficiente de arrasto adimensional:

(3.73)

O coeficiente Cp é conhecido como coeficiente de arrasto global, mas é possivel também definir um
coeficiente de friccdo como sendo :

Tan -1 d*f(0)

— — 2
Cr = ~parz = 2Res’ =355 (3.74)

3.1.4 Descolamento da camada limite

Sabendo que na parede (superficie da placa plana) as velocidades sdo zero, e considerando um gradiente

de pressdo, nessa regido tem-se que:

82u> 10P
v (= == 3.75
(3312 y=0 POz 673

Percebe-se que o perfil de velocidade na regido imediatamente sobre a parede € funcdo apenas da

pressdo. Assim, o gradiente de pressao favordvel (%—I: < 0), implica em <g2775‘ < O) ao longo de toda a

camada limite. Contudo, no caso em que o gradiente de pressdo é adverso (88—1; > (), implica em existir
um ponto em que <%Z = 0), ou seja um ponto de inflexdo. Fisicamente esse ponto de inflexdo nos mostra

que existird uma regido na qual a camada limite pode descolar devido ao efeito desse gradiente de pressao.

3.1.5 Problema de Blasius

Com as varidveis de similaridade definidas, é vidvel escrever diversas configura¢des de camada limite,
em termos dessas varidveis. Primeiramente, considerando o caso mais simples, em que a velocidade de
corrente livre é constante (i.e. auséncia do gradiente de pressdo), a equacio que descreve esse escoamento

¢é dada por:

ov 92w axpail; O3

il = —v— 3.76
Oy 0xdy Oz Oy? v oy3 (3.76)
Escrevendo a equac@o (3.76) em termos das varidveis de similaridade 1 e f (), tem-se que:
dB3f 1 d2f
—=+ = — = 3.77

Lembrando que f'(n) = h(n) = .

Observando a forma funcional de 7, percebe-se que y e 1 t€m uma relacio direta, quando y = O e

n = 0, bem como, quando y — oo e n — 00. Logo, as condi¢des de contorno ficam da seguinte forma:

A condicao de contorno de nao deslizamento se torna:
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quandon =0, f(n) = f'(n) =0
E a condi¢@o na superficie da camada limite v — U se torna:
f'(n) =1 quando n — oo

Logo, as condicdes de contorno a serem satisfeitas sdo:

f(n) = f'(n) = Oparan =0
f'(n) =1paran = oo

(3.78)

Essa equacdo é conhecida como equagdo de Blasius, em homenagem ao engenheiro alemao Paul Ri-

chard Heinrich Blasius, que foi o primeiro a resolver esse problema em 1908.

3.1.6 Solucao da equacao de Blasius por série de poténcias

Blasius obteve uma solugéo por série expandindo f(7) em uma série infinita na forma:

> Ak

fo =32 (3.79)
o

em que Ay sdo coeficientes constantes determinados pelas condi¢des de contorno.

Das condi¢des f(n) = 0e f'(n) = 0, encontramos que Ay = 0 e A; = 0. Substituindo esses
resultados e escrevendo a equagdo de Blasius em termos dé série (3.79), podemos escrevé-la da seguinte

forma:

2 3
As + A+ (A2 + 2A5)% + (44245 + 2A6)% +..=0 (3.80)

Analisando a série (3.80) vemos que todos os coeficientes sdo 0, com excecdo dos Ao, As, Ag e etc.
Ademais, percebe-se que esses podem ser escritos em termos de Ao, com isso temos a seguinte série

resultante:
— \" AgHCn 3n-+2
_ N T 3n 3.81

Todos os termos C,, podem ser obtidos comparando a série (3.81) e a série (3.79), de forma que temos os
valores das constantes C,,:

Co=1

Cy=1

Co=11 (3.82)
C3 =375

Cy = 27897
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Agora, basta-nos encontrar o valor de A, para resolver o problema, para isso vamos usar a condi¢do de

contorno f’(n) = 1 paran = oo, logo:

Ap =0.332 (3.83)

3.1.7 Camada limite com desaceleracao da corrente livre

Agora, vamos considerar um caso mais geral, em que a velocidade de corrente livre possui uma depen-

déncia em z no formato de uma lei de poténcia da seguinte forma:

U(z) =ca™ (3.84)

Nesse caso, o termo do gradiente de pressdo nao pode ser desprezado, pois a velocidade de corrente
livre possui uma dependéncia em x. Consequentemente, as equagdes governantes do escoamento passam

a apresentar a forma mais geral, dada por:

ou Ov
I + 87/ =0 (3.86)
1dP dU
i (3.87)

Agora, para estudar a solugdo desse escoamento de camada limite com o efeito do gradiente de pressio,
deve-se usar como antes a varidvel similar n e f(n). Fungdes estas que definem o espaco adimensional de

similaridade. Novamente temos:

n(z,y) = ——— (3.88)

Vvz /U
U(x,n) = VvaUf(n) (3.89)

reescrevendo a equacdo governante em termos da funcio de corrente, tem-se que:

ov 9P VoY, o OV

As derivadas da funcdo de corrente adimensional sdo bastante similares ao caso de Blasius (em que a

velocidade de corrente livre € constante), com exce¢do dos seguintes termos:

ov  df

o ud?7 (3.91)
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v 9 [ df]dyg df U
=5 = |u= | — = 5 3.92)
oy Oy | dn|dy dn \/W
3 2 3
o _ 0 [0 dy 4 U (3.93)
oy Oy |oy? | dy  dndvx/U
2 2 m—1 1/2
oV _ Aty me™ 1 (U (3.94)
Oxdy dn? 2 vUxr  © \vx
] m—1 1 1/2 ™
v 0¥ _ oopdfy me™ T 1 (U fre(m+1)a™ (3.95)
Ox dn 2 vUx  © \vx 2 vUx

Substituindo as equagdes (3.91), (3.92), (3.93), (3.94) e (3.95), e fazendo algumas simplificagdes,

obtém-se a seguinte equacao:

m—+ 1

1" - mf?+m=0 (3.96)

f///+
Em que ' = %.

Com as condi¢des de contorno:

f(n) = f'(n) =0paran =0
f'(n) = 1paran = cc

(3.97)

E impostante observar que quando m = 0 o problema se reduz ao problema de Blasius, com a equago

(3.96) se reduzindo a equacgdo (3.77).

3.2 CAMADA LIMITE MAGNETOHIDRODINAMICA

A camada limite magnetohidrodindmica tem o mesmo significado que a hidrodindmica, mas é consi-
derada quando o fluido em escoamento é condutor. Esse fluido condutor pode ser um fluido naturalmente
condutor, como um metal liquido ou um fluido tradicional que passou por um processo de ionizacdo. No
caso de um veiculo se movendo a uma alta velocidade, por exemplo, o calor gerado pelo atrito do veiculo e

o fluido faz com que as particulas desse sejam ionizadas, transformando-o, assim, em um fluido condutor.

Todos os conceitos desenvolvidos nessa se¢do t€ém fundamentacio nas Notas do Curso de Fundamentos
de Magnetohidrodindmica [20].
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3.2.1 Camada de Hartmann

Para investigar com precisao o efeito do campo magnético, estudaremos um caso em que um escoa-
mento magnetohidrodindmico estd sob a influéncia de um campo magnético transversal (B = BY)), e que
os termos advectivos da equacdo de movimento existam puramente por efeitos magnéticos. A equagdo

governante desse problema é dada por:

A
U
U B > e
A i = 4
> o(x) A
_ - e —
- -—
— = -
[ -~ —
dx! -~
& T (x) ' uix, v)
= =T
rd e Lo = — -
— X

Figura 3.2: Esquema de camada limite magnetohidrodindmica adaptado do livro-texto de [23]

Para o problema desse trabalho, concebe-se uma camada limite magnetohidrodindmica, laminar, bi-
dimensional, incompressivel e em regime permanente. Nesse caso as equagdes governantes se reduzem

a:

0? oP
pua—;; +(IxB), = o (3.98)

Portanto, faz-se necessério apenas definir o termo (J x B),, calculando a densidade de corrente J:

B = By (3.99)

J=kouxB=kuByz (3.100)
Em que k. é a condutividade elétrica. Com isso,a forca de Lorentz é dada por:

Ademais:
F = —k.uB’% (3.101)

E importante ressaltar que a forca de Lorentz é contrdria 2 direcdo de movimento do fluido, podendo

inclusive desacelera-lo.
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Logo, as equagdes governantes do problema sdo:

O*u 2 oP
Zr keBfu= (3.102)
8—P =0 (3.103)
dy

Pela defini¢do de camada limite, sabe-se que os termos advectivos sdo balanceados pelos termos difusivos,

dessa forma:

9%u

| ™ ke Bul (3.104)

Com isso, € possivel estimar a espessura da camada limite, que, nesse caso, leva o subindice A em

referencia ao Dr. Julius Hartmann, que foi o primeiro a investigar esse tipo de escoamento.

52~ L (3.105)
b kB2
Dividindo os dois lados pelo comprimento caracteristico ¢:
1
on pv 21 1
Zh s~ — 3.106
‘ <k633> ¢~ H, (3:106)
Em que H, é o nimero de Hartmann, dado por:
Y
2
H, = <) Byl (3.107)
pv
fin ~ keB2U (3.108)
vU
forp (3.109)

Por analogia ao caso hidrodinamico, define-se a razao entre as forcas magnéticas e as forcas viscosas como:

fm _ keB3U _ kel?Bj
fv P% 2

= Rey, (3.110)

Em que Re,, é conhecido como o nimero de Reynolds magnético. Frisa-se que é vidvel relacionar esse

nimero como o nimero de Hartmann da seguinte forma:

H, =/ Ren, (3.111)

Ademais, € possivel definir a razdo entre as espessuras das camadas limites de Hartmann e de hidrodina-

mica em termos dos nimeros adimensionais:
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<ih H, Re,,
0 VR, R,

Em geral, trabalha-se com um pardmetro adimensional de interacdo magnética (I,), que facilita a visuali-

(3.112)

zacdo do efeito magnético no escoamento MHD. Esse pardmetro é definido como a razdo entre os nimeros

de Reynolds magnético e hidrodindmico:

2 2 2
H? Ren kB
(‘Sh> ~Ho Bem kBt g (3.113)

5 R.  R. pU

Dividindo a equagdo (3.102) por pv e usando a defini¢do da espessura de Hartmann:

0? 1 0P
7“_22:77 (3.114)
0x? 6% pvOx

Como a pressdo ndo varia com g, a pressdo fora da camada limite € igual & pressdo na camada limite.

Partiremos, entdo, a analisar a pressdo quando v = U, com a equagdo governante reduzida a:

U 1 0P
== 3.115
5}% pv Ox ( )
Usando o resultado obtido na equagdo (3.115) na equagdo governante (3.114), tem-se que:
Pu u U
L 4+ =0 (3.116)
ox? 62 62
Como U € uma constante em relagdo a y, pode-se escrever a equagdo (3.116) da seguinte forma:
872(“_[])_@*0 (3.117)
Ox? & ’
Como isso, tem-se que a velocidade no caso em tela é de:
u(y) = U(1—ev/%n) (3.118)

Analisando a solu¢io dada na equacéo (3.118), percebe-se que y e J;, estdo relacionados por uma rela-
¢ao exponencial, deixando claro que a velocidade no interior da camada limite se aproxima da velocidade
de corrente livre muito mais rdpido do que em uma camada limite puramente hidrodindmica. Portanto,
esse resultado nos mostra que pode ser utilizado um campo magnético externo para alterar o perfil de

velocidades no interior da camada limite em questdo.
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3.3 SOLUCAO GERAL DO PROBLEMA DE CAMADA LIMITE MHD

Tendo definido os nimeros adimensionais relevantes na secdo anterior, agora consideraremos um caso
mais geral que envolve tanto um campo magnético mais geral, quanto termos de transporte hidrodinamico

advectivos e difusivos. Entdo, vamos examinar o seguinte campo magnético:
B = B(z,y)Xx + Byy (3.119)

Para contabilizar a influéncia desse campo magnético no escoamento da camada limite MHD, precisaremos

da equacgdo do transporte magnético:
By— 4+ vpm—— =0 (3.120)

Em que v, € a viscosidade cinemética magnética, dada por: v, = (poke) L.
E da Lei de Ampere, obtém-se que:

1 B B
J><B:—(V><B)><B:BOa %*c—Bz&y (3.121)
Mo Ay dy

Integrando a equacdo (3.120) em y:

x

0B
Bou + vy,
oy

+e=0 (3.122)

Com a condicdo de que na parede a velocidade € 0, e o campo magnético é 0, tem-se que ¢ = 0.

Da equacio (3.122), tem-se que:

OB B
z_ 2ot (3.123)
Ay Um
Substituindo na lei de Ohm: ) )
B B
IJxB=_"0%; g 20l (3.124)
U, U,

Com isso, torna-se possivel escrever as equagdes governantes do problema das seguintes formas:

ou ou 0u kBgu 10P

v =y — k, = 12
u0x+vay V8y2 p e (3.125)
1 ByByu 10P
L BoByu 10P _ (3.126)
PHO  Vm p Oy
ou Ov
= 3.127
8$+8y 0 ( )

Analisando essas equagdes governantes, vemos que o termo B, nos leva a um problema totalmente dife-

rente dos casos anteriores, pois a pressdo nao € mais constante na direcdo ¥y, entdo ndo é mais possivel
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utilizar a apenas a equacdo de Euler para definir uma forma para a pressdao que dependa somente da velo-

cidade de corrente livre e da sua derivada.

Vamos usar as mesmas consideragdes sobre a velocidade de corrente livre da secdo anterior, mas agora

exploraremos a influéncia do campo magnético nesses dois casos.

3.3.1 Problema de Blasius no contexto MHD

Como feito anteriormente, consideraremos que a velocidade de corrente livre € constante, o que implica
que ndo teremos a presenca do termo de pressdo. Como nesse trabalho pretendemos simular uma placa
plana com um campo magnético fixo a ela, esse campo magnético ndo pode existir infinitamente na direcao
Yy, pois ndo corresponderia a um problema real, causando inclusive problemas nas condi¢des de contorno,
pois em y = o0, % = —ke%g, logo fora da camada limite g—Z = k:eBTg, portanto, v — oo quando y — 0.
Logo vamos considerar que o campo magnético se estenda apenas nas vizinhangas da superficie da placa
plana, que é bem razoavel pois esse campo magnético é gerado por um um circuito, ¢ 0 mesmo decai

rapidamente com a distancia.

Logo, as equagdes governantes do nosso problema sao dadas por:

ou ou Bu O*u
e DL 12
u8x+v8y k p +V8y2 (3.128)
ou Ov
- = 12
97 + By 0 (3.129)

De modo a obter uma equacdo governante mais conveniente, introduziremos a funcio de corrente na

seguinte forma:

U(z,y) = f(z,n)VvUz (3.130)
Em que
U
n= l;y (3.131)

Usando as transformagdes de similaridade nas equacdes governante, temos que:
1
f’”+§ff”—lf':O (3.132)

p A . . . ~ I < kB2
Em que I é o pardmetro adimensional de interacdo magnética local, que é dado por I = epl}’w, e as

condic¢des de contorno a serem satisfeitas sao:

f(n) = f'(n) = Oparan =0
f'(n) = 1paran = oo

(3.133)

E importante salientar que quando fazemos I = 0 recuperamos a EDO do problema de Blasius para
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um fluido Newtoniano nao condutor: .
"+ 5ff” =0 (3.134)

3.3.2 Camada limite MHD com desaceleracao da corrente livre

Agora, consideraremos um caso mais geral que se baseia em um perfil de velocidade varidvel U = cz™

(m—1)/2

€ um campo magnético na forma B, = Byx . Para isso, levaremos em conta um gradiente de

pressao atuando ao longo da dire¢do x, logo:

ou ou 0% BL% 10P

el Y P el 3.135
Yo +U@y V@yz p p Ox ( )
quando v — U, temos:
B? 1opP
pU _ DU _10P (3.136)
Ox p p Oz

Substituindo a equacdo (3.136) na equagdo (3.135) podemos obter as equacdes governantes do problema

da seguinte forma:

ou ou dU B? O*u
R — _— = — — Ke— — _— 1
u8x+v8y de k P (u U>+V8y2 (3.137)
ou Ou
9 + 3y 0 (3.138)

Analisando a (3.137) vemos que esse problema representa um escoamento magnetohidrodindmico, na

presenca de um gradiente de pressdo, em que a placa possui um movimento relativo a direcio do fluxo.

Nesse caso, vamos propor a varidvel similar n da seguinte forma:

1
S KR (3.139)
2 vx

Dessa maneira a fungdo de corrente é dada por:

= f(n) (3.140)

Repetindo o procedimento feito na secdo (3.1.7), chegamos a seguinte equacio governante em termos
da varidvel similar f(n):

2m
" " (1) = M(f —1)=0 3.141
U T (= ) = MR - 1) (3.141)
2
Em que o M? = pf(k ff;;]) e estd relacionado ao ndmero de interagdo magnética local da seguinte forma:

M? =1 (3.142)
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E as condi¢des de contorno a serem satisfeitas sdo:

f(n) = f'(n) = Oparan =0
f'(n) =1paran = oo

(3.143)
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4 IMPLEMENTACAO DA METODOLOGIA NUMERICA

Para a integracdo numérica do problema de camada limite examinado no presente trabalho , as equa-
¢oes diferenciais de terceira ordem sdo decompostas em trés equacdes diferenciais de primeira ordem do

seguinte modo:

f=w
L —, 4.1)
=
Com as condig¢des iniciais:
f(0)=0
F(0)=0 4.2)
f"(0) =k

em que k£ é um uma condicdo inicial a ser encontrada. Para a resolu¢do numérica desse problema foi
usado o Matlab.

4.1 METODO DE RUNGE-KUTTA

Para resolucao do sistema acima, utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Esse método
consiste em comprar um polindmio de Taylor de quarta ordem para eliminar o cdlculo das derivadas e é
comumente utilizado para resolver equacdes diferenciais ordindrias em problemas de valor inicial. Desta

feita:

Seja um problema de valor inicial especificado como:

y = f(ty) 4.3)

y(to) = Yo (4.4)

Entdo o método Runge-Kutta de quarta ordem para este problema é dado pelas seguintes equagdes:

h
Yntl = Un + 5 (k1 + 2ko + 2ks + kyq) 4.5)
the1 =tn +h (4.6)
kl - f(tna yn) (47)
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h h

k? —f (tn+27yn+k12> (48)
h h

k3 :f <tn+ayn+k2> (4-9)
2 2

ko= f(tn + h,yn + k3h) (4.10)

em que ki, ka2, k3 e k4 sdo as inclinacdes em diferentes pontos do intervalo e h é o tamanho do intervalo.

O erro desse método é dado por e ~ kh®, no presente trabalho o passo de integragio foi de h = 0, 01.

Observa-se que este método utiliza as informacgdes do ponto precedente, mas como no problema em
tela ndo hd a informagdo sobre f”(n) em 1 = 0, foi necessdrio utilizar um método de refinamento para

transformar o problema em um de valor inicial. O método de refinamento utilizado foi o método do tiro.

4.2 METODO DO TIRO

Esse método consiste em estimar um valor desconhecido do problema, de forma a torni-lo um pro-
blema de valor inicial e integra-lo pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. No caso do problema em
discussdo, foi estimado f”(n) em 1y = 0 e integrado, encontrando um valor para f'(n) = w em 7 = oo.
Enquanto o valor de f’(n) foi diferente do valor no contorno, uma nova estimativa para f”(n) foi feita

utilizando o método de Newton-Raphson.

4.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Esse método consiste em, dada uma estimativa inicial para a raiz x,,, a prOxima estimativa x,, 1 serd

dada pela tangente da curva no ponto z,. Ou seja:

Tn+l = Tp — f’(a; )
n

4.11)

O cdlculo da derivada f’(x,,) foi feito usando novamente o método de Runge-Kutta.

4.4 ALGORITMO DO PROGRAMA

* 1°Passo - Estimar o valor de f” em n = 0.
* 2°Passo - Integrar o problema de valor inicial usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

* 3° Passo - Comparar o resultado de f'(n — oc) obtido na integragdo com a condic¢do de contorno

que se conhece.
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* 4° Passo - Se |1 — f'(n — 00)| < Tol, na qual a tolerancia imposta é de O(10~%), imprimir os

resultados e parar.

* 5° Passo - Caso contrdrio, incrementar f” de um ¢ f”, resolver o problema de valor inicial para
determinar F'(f” 4 ") da forma:

F(F" 58" — F( "
’F(f//)’/: (f + (..Sff/)/ (f )’

* 6° Passo - Utilizar o método de Newton-Raphson para calcular o novo f” como:

f// T Iho — F( ;/elho)
novo velho " ?
F( velho),
 7° Passo - Retornar ao passo 2.
No presente trabalho o infinito foi tratado como o valor 7, pois como f'(n) = 7> a velocidade de

corrente livre sempre atinge o valor da velocidade do escoamento interno antes de = 7.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Inicialmente, o cédigo numérico desenvolvido nesse trabalho € validado para o caso de um fluido ndo
condutor (problema cldssico de camada limite laminar), usando a solucdo em série de poté€ncias proposta

por Blasius, que foi mostrada na se¢do (3.1.6).

Solucao da Equacao de Blasius

14 F - - f'(n) Usando Runge-Kutta 1
— f'(n) Usando a serie de Blasius

1F ___,,_.,..—-—-""""_‘

fl

0.6 - .

04 - 1

0.2 1

Figura 5.1: Comparacio entre a solu¢do numérica desenvolvida nesse trabalho e a solucdo analitica em termos de
série de poténcia desenvolvida por Blasius

A Figura (5.1) mostra uma comparagao entre o perfil de velocidades obtido numericamente utilizando
os métodos propostos nesse trabalho e a solug@o analitica em termos de série de poténcias proposta por
Blasius (que foi apresentada na secdo (3.1.6) por meio da equacdo (3.81)). Essa Figura nos revela que
existe uma excelente convergéncia entre as duas metodologias de resolugcdo, aumentando a credibilidade

da solucdo numérica proposta.
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5.1 PROBLEMA DE BLASIUS MHD

Os problemas das se¢oes (3.1.5) e (3.3.1) foram resolvidos em conjunto, uma vez que quando I = 0,

eles se tornam o mesmo problema. Como ji demostrado anteriormente, esse problema é dado por:

1
f///+§ffll_If/:0 (51)

Com as seguintes condi¢des de contorno:

f(n)=f'(n) =0paran =0
f'(n) = 1paran = oo

5.2)

Visando a aplicacdo do método de Runge-Kutta, foi necessaria a decomposi¢cao da EDO principal (5.1),

em um sistema de trés equacdes diferenciais de primeira ordem, de acordo com:

f'(n) =w
F'(n) = w' = v (5.3)
£ = =~ v+ Tw

5.1.1 Validacao do método numérico usado para o problema de Blasius com efeitos
MHD

Para validar a metodologia usada nesse trabalho para pequenos valores de I, desde que diferentes de
zero, vamos comparar os resultados obtidos aqui com os resultados disponiveis em [24]. Rossow em 1957
mostra que o coeficiente de fric¢do para um escoamento MHD sobre uma placa plana com um campo

magnético fixo a placa e transversal a ela é dado por:

CreRe'? = 0,664 — 1,7891 + 0, 7061> (5.4)

Conforme mostrado na secdo (3.1.2), o coeficiente de friccdo para esse trabalho € obtido da seguinte

forma:

CteRe'/? = 2f"(0) (5.5)

Comparando os resultados para o coeficiente de fric¢do, obtidos utilizando o método numérico proposto

nesse trabalho em fungdo de I, com a equagao (5.4) para os mesmo valores de I, temos:
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Comparacao entre os métodos usando o coeficiente de friccao

0? T T T T T

— Re'/2 Usando a expresséao (5.4)
06 L Cie Re'/2 Usando o método numérico proposto| |
05 r

Ci Re'

0.1 F 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 5.2: Comparagdo entre os coeficientes de friccdo em relagdo ao parametro de interagdo magnética local 1
obtidos no trabalho e propostos pela equacao (5.4)

A Figura (5.2) nos revela que, para valores menores de I = 0, 1, a solugd@o proposta estd de acordo com
a equacdo (5.4), mostrando um erro relativo insignificante (i.e. menor que 1%). Para valores maiores que
I = 0,1, percebe-se que existe um aumento do erro entre as duas metodologias, o que pode ser devido ao
fato de que para valores maiores de I, os termos de ordem superior da equacao (5.4) se tornam relevantes e

nao podem ser desprezados.

5.1.2 Solucao do problema de Blasius com efeitos MHD

Para investigar o efeito do campo magnético no interior da camada limite, o sistema de equacdes (5.3)

foi resolvido para os casosem que I =0,/ =0,02e I = 0, 05.

38



Solucao da Equacao de Blasius

14+ === {'(n) para 1=0 1
=== f'(N) para 1=0.02
12+ f'(n) para 1 =0.05 |-

Figura 5.3: Solucdo da equagdo de Blasius com efeitos MHD, para os pardmetros de interacdo magnética I = 0,
I=0,02el=0,05.

A Figura (5.3) fornece a solugdo da equacdo governante em termos das varidveis de similaridade.
Pode-se observar que as condi¢des de contorno foram satisfeitas, pois quando 7 — oo, vemos que f' — 1.
Ou, em termos das varidveis originais, a velocidade tende a velocidade de corrente livre quando y — oo
(superficie da camada limite). Observa-se também que o aumento do parametro de interacdo magnético
local I acarreta uma desaceleragdo do escoamento no interior da camada limite, uma vez que ' = u/U,
uma inclinagio mais sutil da curva de f’ nos diz que u (que € a velocidade do escamento interno a camada

limite) demora mais para alcangar a velocidade de corrente livre U, evidenciando assim uma desaceleracao.
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Espessura da camada limite

— 0 (x) para |=0

0.004
— 0 (x) para 1=0.02
— 0 (x) para i=0.05

0.003

>
0.002 |-
0.001
O | L L 1 l
0 0.5 1 1.5 2 2.5

X

Figura 5.4: Espessura da camada limite laminar paraum I =0, =0,02e I = 0,05

A Figura (5.4) nos mostra a espessura da camada limite em rela¢do ao parametro de interacdo magnética
local 1. Vemos que existe uma tendéncia de aumento da camada limite com o aumento de I, o que se dd
pelo fato de o campo magnético aumentar os efeitos inerciais em relagdo as viscosos, diminuindo o tempo
caracteristico de difusdo de vorticidade, o que reflete em um aumento da espessura da camada limite.
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Coeficiente de friccao ao longo da placa

>
= cfxem | =0
== cfx em | = 0.02
= cfx em | = 0.05

0.0004

0.0003

Cfx

0.0002

0.0001

Figura 5.5: Coeficiente de fric¢do ao longo da placa para valoresde I = 0,/ =0,02e I = 0,05

Na Figura (5.5) vemos que o aumento do pardmetro de interagdo magnética local I estd associado a uma
reducdo do coeficiente de fricgdo. Essa redugdo ocorre devido ao fato de que, como o campo magnético
estd fixo na placa plana, esse exerce uma forca na direcao contraria ao movimento do escoamento, causando

assim uma desaceleracdo do escoamento e, consequentemente, uma reducao do seu coeficiente de fricgao.

5.1.3 Analise da viabilidade do uso de um campo magnético transversal para o con-
trole da camada limite

Vimos que o efeito do campo magnético no escoamento MHD depende do pardmetro de interacdo

magnética I, dado por:
K.B?
= —2z
pU

o x pode ser compreendido como uma distancia de ajustamento, ou seja, uma distdncia minima para que o

I (5.6)

fluido responda as linhas de campo magnético. Portanto, é conveniente que o valor de x seja bem pequeno.
Como visto nas se¢des anteriores, quanto maior for a intensidade do pardmetro I, melhor serd a resposta
do fluido ao campo magnético, jd que esse comeca a influenciar o escoamento significativamente para
I > 0.03. Se consideramos que o fluido possui uma condutividade elétrica aproximada de 150.5/m (que

somente é encontrada nas camadas mais altas da atmosfera), uma densidade de 1kg/m? e uma velocidade
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U = 300m/s, paraum I = 0.05, temos:

Bz =0.1 (5.7)

Com isso, para conseguirmos um xz = 0.1m precisariamos de um campo magnético de 17, o que
pode ser relativamente caro. Entretanto, a importancia de explorar os conceitos abordados nesse tipo de

escoamento ¢ fundamental para a compreensio de casos mais complexos.

5.1.4 Problema de camada limite com desaceleracao da corrente livre

Como ji demonstrado na secio (3.1.7), esse problema é dado pela seguinte equacio:

m+1

5 "= fPm+m=0 (5.8)

f/// +

Com as condi¢des de contorno:

f(n) = f'(n) =0paran =0
f'(n) = 1paran = oo

(5.9)

De maneira similar a se¢@o anterior, a EDO principal, dada pela equacio (5.8), foi decomposta em um

sistema de trés equacgdes diferenciais de primeira ordem, de acordo com:

fln) =w
f'm)=w'=v (5.10)

f'm) = =m(w? - 1) - "3 fu

O problema foi resolvido para os casos em que m = 0, m = 0,122 e m = —0, 122.
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Solucao da Equacao de Blasius
14 | . . .

— f'(n) para m=0
12+ — f'(n) para m=0.122 |
f'(n) para m = m=-0.122

1r ———

Figura 5.6: Solucdo da equacdo de Blasius com desaceleracdo do escoamento no interior da camada limite para
valoresdem =0, m=0,122 e m=-0,122
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Coeficiente de friccao ao longo da placa

0.012 |- —cfxemm=0
—cfxemm=0.122
—cfxemm=-0.122
0.01 -
0.008 - -
X e
O o.006 | P
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Figura 5.7: Coeficiente de fric¢do ao longo da placa plana para valores de m =0, m = 0,122 e m = -0,122
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Solucao da Equacao de Blasius
07 T T T T T

- f"'(n) para m=0
06 — f"(n) para m=0.122 i

f'(n) para m = m=-0.122
05 | -

04 1

f"

01 i

Figura 5.8: Comportamento de f’ ao longo da placa em relagdo a ) para valores de m =0, m = 0,122 e m = -0,122

As Figuras (5.6), (5.7) e (5.8) demostram que a presenca de um gradiente de pressdo adverso (m < 0)
de fato descola a camada limite, como discutido na se¢do (3.1.4). Na Figura (5.8) € possivel ver claramente
o ponto de inflexdo quando m = —0.122. Na Figura (5.7) € possivel constatar que o coeficiente de fric¢do
ao longo da placa € zero, indicando que houve um descolamento da camada limite. Esse resultado foi
apresentado nesse projeto porque este tem o objetivo de investigar a interacdo do gradiente de pressao com
0 campo magnético, bem como, determinar sob quais configuracdes o campo magnético pode alterar o

efeito do gradiente adverso de pressao.

5.2 PROBLEMA DE BLASIUS MHD COM DESACELERACAO DA CORRENTE LI-
VRE

Vamos agora resolver o problema proposto na secio (3.3.2) com o intuito de examinar a interacdo
entre o gradiente de pressdo adverso e o campo magnético, de forma a verificar qual € o efeito do campo
magnético no ponto de descolamento da camada limite laminar. Aqui ndo estamos mais limitados a valores

pequenos de I, podendo este assumir qualquer valor. A EDO governante desse problema é dada por:
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" I 2m 2 2/ p1 _
P A (1 ) = MR 1) =0 (511

Com as condi¢des de contorno:

f(n) = f'(n) = Oparan =0
f'(n) = 1paran = oo

(5.12)

Esse problema também pode ser escrito em termos do pardmetro de interagdo magnética local - que ja vem

sendo trabalhado no presente protejo - da seguinte forma:

" " 2m 12 / —
P (= ) = I = 1) =0 (5.13)

A principio vamos deixar essa equacio escrita em termos de A2 para facilitar a comparagdo com

solugdes disponiveis em [15], com o intuito de validar a solucio aqui proposta.

Como ja feito anteriormente, a EDO governante (5.11) para aplicacdo do método de Runge-Kutta foi

decomposta em trés equacgdes diferenciais de primeira ordem, da seguinte forma:

F'n) = w
F'(n) = w' = v (5.14)
P =/ = o 21— u?) £ M2 1)

5.2.1 Validacao da solucao de Blasius MHD com desaceleracao da corrente livre

Para validacdo da soluc¢do usando os métodos numéricos descritos no Capitulo 4, vamos comparar os
resultados obtidos aqui com a solu¢do semi-analitica proposta em [15]. Em 2009, Abbasbandy prop6s
diferentes solugdes a um problema equivalente ao abordado nesse trabalho. Primeiramente, usando um
método HAM (homotopy analysis method), depois com as transformacdes de Crocco’s e, por fim, valendo-
se do método de Runge-Kutta. A seguir comparou seus resultados, com o qual chegou-se a seguinte tabela,

A _ _3.
para um pardmetro m = —z:

Tabela 5.1: Comparacio entre os diferentes métodos de solugdo disponiveis em [15]

Meétodos de solugao

M Método (HAM) | Transformacdes de Crocco’s | Método de Runge-Kutta
3 2,2734 2,2655 2,2734
4 3,4881 3,4837 3,4881
5 4,6007 4,5975 4,6007
Agora, vamos gerar uma tabela para os mesmos valores de m = —% utilizando a solucdo proposta

nesse trabalho:
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Tabela 5.2: Resultados obtidos para o pardametro M ? utilizando o método de solucdo proposto no presente trabalho

M | Método de Runge-Kutta
3 2,2735
35 2,9014
4 3,4884
4.5 4,0522
5 4,6013

Comparando as tabelas acima, vemos que existe uma convergéncia excelente entre os resultados, com

uma precisao de trés casas decimais.

Comparacao entre os métodos usando o f"'(0)

5 T T T
o f"(0) Usando o método numérico proposto
= f"(0) Usando as transformagoes de Crocco | g
&3 f"(0) Usando o HAM i
al i .
—
:?...-— 35| & il
S—
3 - il
o}
25 r 1
]
2 | | |
3 35 4 4.5 5

M

Figura 5.9: Comparacdo entre o método numérico proposto no trabalho e os métodos semi-analiticos disponiveis em
[15]

A Figura (5.9) foi obtida plotando os resultados fornecidos pelas tabelas acima, na qual os resultados
obtidos pelo método de Runge-Kutta fornecidos pelo trabalho de Abbasbamdy [15], foram omitidos por
terem os mesmos valores do método HAM. Essa Figura nos aclara ainda mais sobre uma convergéncia entre
as solugdes obtidas, dando credibilidade as analises feitas na préxima se¢do usando o método numérico

proposto no presente trabalho.
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5.2.2 Solucao do problema de Blasius com efeitos MHD com desaceleracao da cor-
rente livre

Para manter a linha do trabalho, a equacdo governante a ser usada serd em termos do parametro de
interacdo magnética local I (equagdo (5.13)), ao invés de em termos do pardmetro M 2 (equacdo (5.11)),
bem como, as andlises serdo feitas para valores de 1. Para examinar a interag@o entre o campo magnético e
o gradiente adverso de pressdo, vamos considerar um m = —0, 6 para os valores de [ = 2,45, [ = 2,64 ¢
I = 2,82. Com isso temos as seguintes Figuras:

Solucao da Equacao de Blasius
14 .

— f'(n) para m=-0.6 e 1=2.45
12 F — f'(n) param=-06 e 1=2.64 |-
f'(n) param =-0.6 e 1=2.82

1 I e —

() L 1 | 1
0 1 2 3 4

n

Figura 5.10: Solucdo da equagdo de Blasius com efeitos MHD com desaceleragdo da camada limite para valores de
m=—0,6el =2,45,1 =2,64del =2,82.

A Figura (5.10) nos revela que o aumento do parametro de interagdo magnética local I estd associada a
aceleracd@o do escoamento, lembrando que f/(n) = > em que u € a velocidade do escoamento interno, e U
¢é a velocidade de corrente livre. Vemos que para valores maiores de I, o u se aproxima de U mais rapida-
mente, evidenciando assim uma aceleracdo do escoamento interno. Esse resultado € contririo ao exposto
no caso do escoamento de Blasius com efeitos MHD, demonstrando-nos que diferentes configuracdes de

campo magnético podem ser usadas para diferentes objetivos.
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Espessura da camada limite

— 0 (x) para |=2.45
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Figura 5.11: Espessura da camada limite laminar para valoresde m = —0,6 e [ = 2,45, ] = 2,64 e [ = 2,82.

A reducio da espessura da camada limite laminar € evidenciada na Figura (5.11). Essa reducdo nos
mostra que o campo magnético age reduzindo os efeitos viscosos em relag@o aos inerciais, ou seja, eleva-se

o tempo caracteristico de difusdo de vorticidade.
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Coeficiente de friccao ao longo da placa
—
—cfxem m=-0.6 e 1=2.45

-cfxem m=-0.6 e |=2.64
—cfxem m=-0.6 e |I=2.82

0.0025

0.002

X 0.0015

0.001

0.0005

Figura 5.12: Coeficiente de friccdo ao longo da placa plana para valores de valores de m = —0,6 e I = 2,45,
I1=264el =282

Vemos, pela Figura (5.12), que o coeficiente de fric¢do ao longo da placa plana é aumentado pelo efeito
do campo magnético, ou seja, a for¢a de Lorentz estd agindo no escoamento acelerando-o e aumentando o

seu coeficiente de friccdo.

5.2.3 Efeitos do campo magnético no descolamento da camada limite laminar

Para analisar o efeito do campo magnético no descolamento da camada limite, usaremos um caso
extremo do parametro m, onde o gradiente de pressdo adverso descola a camada limite. Para obter esse
efeito vamos considerar um m = —0, 09, inicialmente para um I = 0, depois vamos aumentar os valores

de I paral =1,41e I =1,73. Com isso temos as Figuras:
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Solucao da Equacao de Blasius

1.4 . . .
— f'(n) para m=-0.09 e 1=0
12+ —f'(n) param=-0.09e I=1.41 |-
f'(n) param =-0.09 e [=1.73
1f )

n

Figura 5.13: Solucdo da equagdo de Blasius com efeitos MHD com desaceleragdo da camada limite para valores de
m=—-0,00el=0,I=1,41el =1,73.
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Solucao da Equacao de Blasius

2 T T T T T
— f"(n) para m=-0.09 e I=0
— f"(n) para m=-0.09 e I=1.41
15 f'(n) param =-0.09 e I=1.73 |-

Figura 5.14: Solugdo da equagio de Blasius com efeitos MHD com desaceleragdo da camada limite para f”(n) e
para valoresde m = —0,09e [ =0, =1,41el =1,73.

As Figuras (5.13) e (5.14) evidenciam claramente a mudanca de perfil causada pelo efeito do campo
magnético sobre o escoamento submetido a um gradiente de pressdo adverso. Na Figura (5.13) vemos
que a aceleracdo causada no escoamento devido ao efeito do campo magnético tende a contrabalancear
os efeitos do gradiente adverso de pressdao e que valores mais altos de I podem até suprir o efeito do
gradiente de pressdo adverso do perfil de velocidades da camada limite. Pela Figura (5.14) vemos que
o ponto de inflexdo desaparece completamente, mostrando assim que o decolamento da camada limite
laminar pode ser suprimido para um campo magnético adequado. Esses resultados nos mostram que um
campo magnético com o perfil apropriado pode ser usado para o controle do descolamento da camada
limite laminar. Apesar de ser caro gerar um campo magnético alto suficiente para produzir valores de
I ~ 1, o controle do descolamento da camada limite laminar € desejada em diversas areas de aplicagdes da
teoria MHD, tendo que ser feito um estudo especifico para analisar a viabilidade do uso desse mecanismo

de controle ativo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 CONCLUSAO

Neste trabalho demonstrou-se que o problema de camada limite magnetohidrodindmica se reduz ao
problema hidrodindmico quando o pardmetro de interacdo magnético I tende a 0. Como esse parametro
¢ a razdo dos ndmeros de Reynolds magnético e hidrodindmico, pode-se dizer que quando o nimero de
Reynolds hidrodindmico € muito maior que o nimero de Reynolds magnético, a camada limite magnetohi-

drodindmica se torna apenas hidrodinamica.

Aqui investigou-se a intera¢do entre um campo magnético externo transversal e o escoamento mag-
netohidrodindmico. Obtendo-se que o campo magnético externo desacelera o escoamento, reduzindo o

coeficiente de friccdo do escoamento sobre a placa e aumentando a espessura da camada limite.

Examinou-se também um problema mais geral, no qual a velocidade de corrente livre ¢ o campo
magnético aplicado possuiam uma dependéncia em x, ficando demostrado que nesse caso o efeito do
campo magnético era o oposto do caso anterior. Por outro lado, o efeito do campo magnético no controle do
descolamento da camada limite € nitido, tornando uma alternativa vidvel para as mais diferentes aplicacdes
da teoria MHD.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Sugere-se como proposta de trabalhos futuros considerar o estudo de uma camada limite compressivel
eletromagnética, considerando também os efeitos da equagdo de energia. Propde-se também considerar
diferentes mecanismos de geracao de interagdes eletromagnéticas, como plasmas atmosféricos, e analisar

os efeitos desses mecanismo para o controle ativo da camada limite.
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