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Resumo

Uma das implicagoes mais importantes da Mecanica Quantica é o principio da incerteza
de Heisenberg, que impde limites na precisao da medida de duas grandezas que nao comu-
tam entre si. No presente trabalho, tratamos do problema de minimizacao da relagao de
incerteza para diversos estados quanticos. Inicialmente calculamos os valores médios dos
momcntos ¢ das variancias, grandczas quc aparccem na incerteza de Heisenberg, de quarta
ordem para o estado Gaussiano e uma superposicao de estados de Fock. Em seguida, estu-
damos dois outros conceitos introduzidos ao longo dos anos nos estudos de minimizagao: a
“inteligéncia” e a nao-Gaussianidade. O conceito de inteligéncia foi analisado para o caso
em que os estados supracitados eram puros e mistos. Ja a nao-Gaussianidade foi estudada

para uma superposicao de estados comprimidos e uma superposicao de estados coerentes.

Palavras-chaves: principio de Heisenberg. estado inteligente. nao-Gaussianidade. estado

Gaussiano. estado de Fock. estado coerente. estado comprimido.






Abstract

One of the most important implications of Quantum Mechanics is the Heisenberg un-
certainty principle, which imposes limits on the precision of the measurement of two
quantities that do not commute. In the present work, we deal with the problem of min-
imizing the uncertainty relation for several quantum states. Initially, we calculated the
mcan values of the moments and variances, quantitics that appcar in Heisenberg’s prin-
ciple, of fourth order for the Gaussian state and a superposition of Fock states. Then,
we studied two other concepts introduced over the years in minimization studies: “intel-
ligence” and non-Gaussianity. The concept of intelligence was analyzed for the case in
which the mentioned states were pure and mixed. Non-Gaussianity, on the other hand,

was studied for a superposition of squeezed states and a superposition of coherent states.

Palavras-chaves: Heisenberg’s principle. intelligent state. non-Gaussianity. Gaussian

state. Fock state. coherent state. squeezed state.
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Introducao

Um dos principais resultados da Mecanica Quantica é o principio de Heisenberg,
que estabelece um limite na precisao da medida de duas grandezas que nao comutam entre
si. O problema da minimizacao desta incerteza tem sido amplamente estudado nas ultimas
décadas e sua aplicabilidade tanto tedrica quanto experimental é de grande interesse
para diversas areas da Fisica. Como podera ser visto no decorrer desta secao, conceitos
como “inteligéncia” e nao-Gaussianidade foram introduzidos ao longo dos anos a fim de
investigar estados com incertezas minimas sob diferentes perspectivas. Visamos apresentar
no Capitulo 1 algumas definigbes que serao uteis nos capitulos seguintes, fazendo uma
revisao dos estados quanticos presentes neste trabalho, além de uma breve introducao a
matriz densidade e a funcao de Wigner, que nos permitirao calcular a incerteza de estados

puros e mistos.

Mostrou-se em (KENNARD, 1927) que a rela¢ao da incerteza para momentos de

segunda ordem podia ser escrita como

(#) () = T (1)

ondc i = 1,05457 x 10 3*J.s ¢ a constantc dc Planck. Sabemos que a igualdade em (1)

é obtida para o estado de vicuo |0). Usando a desigualdade para operadores Hermitianos
A A 2

<A2> > <A> , vemos que o produto dos momentos de quarta ordem (em coordenadas

adimensionais) deve obedecer a desigualdade

W = (34) (p*) > 1/16, (2)

porém, para o estado de vicuo esta desigualdade é nove vezes maior que o esperado, pois
@Y, =322 e (pY),.. = 3>, e, assim, TI®, = 9/16 = 0,5625. Considerando
momentos estatisticos de quarta ordem, foi obtida em (DODONOV; MAN’KO, 1989)
a desigualdade (2') (p*) > 0,3857. Desde entdo, diversos estados quinticos vém sendo
estudados a fim de obter um minimo entre 0,39 e 0,56. Em (LYNCH; MAVROMATIS,

1990), foram considerados estados tais que (z") = (p"), onde para uma superposi¢ao de

>’U(IC

estados de quatro fétons foi obtido o minimo de 0, 4878, sendo o menor valor ja encontrado.

Outra relagao interessante é o produto das varidncias,

men) = > h_2 ' 3
o = O'wnO'pn = 4 y ( )

onde
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Conforme foi mostrado também em (KENNARD, 1927), o minimo de (3) era
obtido quando n = 1, contudo ordens mais altas ndo haviam sido analisadas. Em nosso
recente trabalho (CITELI; DANTAS; DODONOV, 2020), calculamos a minimizacao do
produto dos valores médios, bem como do produto das variancias para momentos de
quarta ordem. Alguns dos sistemas quanticos 14 estudados, a saber, o estado Gaussiano e
a superposicao do estado de vacuo com o quarto estado excitado de Fock, estao presentes
no Capitulo 2, onde tratamos de estados puros, e no Capitulo 3, onde consideramos estados

mistos.

Conforme mencionamos, uma das generalizacoes do principio da incerteza se deu
com a introducao do conceito de estados “inteligentes”. Inicialmente este conceito foi
proposto nos estudos sobre spin, quando (ARAGONE et al., 1974) chamou de “estados

inteligentes de spin” os estados que minimizavam a relagao

7 =040 — Yig, (5)
onde
Vas = = ([A,B]) (6)
23 ’ ’

escrita em termos dos operadores de momento angular. Contudo, o conceito foi posteri-
ormente estendido e empregado de forma geral. Outra classe de estado inteligente foi in-
troduzida por (TRIFONOV, 1994) chamando de “estado inteligente generalizado” aquele
que minimizava a relagio de incerteza de Robertson-Schridinger, definida em (SCHRO-
DINGER, 1930) e (ROBERTSON, 1930) como

R=o0405 — 0% — |Yas|% (7)
onde
(AB + BA) — (A)(B). ®
Além disso, outra quantidade interessante introduzida ao longo do tempo foi
D =o0p3 — 04p, 9)

que também serd abordada em nosso trabalho. Discutimos nos Capitulos 2 e 3 para quais
poténcias do par de operadores (Z,p) o estado Gaussiano é um estado inteligente ou um
estado inteligente generalizado, chamado por nés de estado inteligente ordindrio (OIS)
e estado inteligente de Robertson-Schrodinger (RSIS), respectivamente, além de mostrar

que o estado de Fock é RSIS para todo n.

Por fim, também dedicamos nossos estudos a medir o grau de nao-Gaussianidade

de um estado, um método mais recente da investigacao de estados minimizantes. Vimos
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anteriormente que o produto de valores médios de quarta ordem é nove vezes maior que
o esperado. E possivel mostrar que essa relacdo vale para qualquer estado Gaussiano,
seja ele puro ou misto. Por esta razao, verificar se um estado é nao-Gaussiano ou medir
o quanto este se afasta da Gaussianidade nos leva a consequentemente minimizar T4,
Entretanto, seguiremos o caminho contrario: sabendo que um estado minimiza o produto
dos momentos, gostariamos de medir seu grau de nao-Gaussianidade, a fim de conectar

estes dois conceitos.

A primeira forma e a mais intuitiva de medir a nao-Gaussianidade é através da

curtose, definida como

K= 3222 —1. (10)

Todavia, esta quantidade nao é sempre eficaz, uma vez que pode depender da
escolha da representacao da funcao de onda. Para contornar este problema, se mostra
util empregarmos o formalismo da matriz densidade (ver se¢ao 1.2) por nao depender
da escolha da representacao. Uma forma alternativa de quantificar a nao-Gaussianidade
utilizando este formalismo foi introduzida em (NANDILARA:; CERF, 2012) e é dada por

_ Tr(phc)

g W, (11)

onde pg ¢ a matriz densidade de referéncia, calculada com os mesmos momentos de
primeira e segunda ordens de cada sistema sendo estudado’. Contudo, (11) também possui

uma desvantagem, pois, embora possamos ver que para estados Gaussianos tenhamos

sempre g = 1, a reciproca nao é verdadeira. Assim, incluimos mais uma medida de nao-

-Gaussianidade, introduzida por (GENONT; PARIS; BANASZEK, 2007),
1 = LT —pe)” _ Tr(p* + 0 — 2ppe)

2Tr (p2) 2Tr(p?) ’ (12)

onde ¢ = 0 apenas para estados Gaussianos. A equagao (12) é baseada na ideia de distancia
de Hilbert-Schmidt, onde podemos calcular o afastamento de um dado estado em relagao
ao estado de referéncia. Tais medidas desempenham um importante papel na investigacao
da nao-classicalidade de certos estados quanticos. Uma discussao mais detalhada sobre

medidas de distancia dentro da Otica Quéntica pode ser vista em artigos como (HILLERY,

1986), (ZYCZKOWSKI; SLOMCZYNSKI, 1998) e (DODONOV et al., 2000).

Estudamos o conceito de nao-Gaussianidade no Capitulo 4 para uma superposicao
de dois estados comprimidos e uma superposicao de quatro estados coerentes. Ambos os

estados sdo casos especificos de superposigoes de estados de quatro fétons, e, além disso,

L Devido & equivaléncia entre os formalismos, a existéncia de uma matriz densidade de referéncia implica

em uma funcdo de Wigner de referéncia, nos permitindo calcular os fatores de ndo-Gaussianidade com
o formalismo quc mclhor nos convir.
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possuem caracteristicas interessantes, como por exemplo, (2%) = (p?) e (&*) = (p*). Es-
tados com tais caracteristicas sao similares aos estudados em (LYNCH; MAVROMATIS,
1990), e, portanto, como sao interessantes do ponto de vista da minimizacao da incerteza,
podem também ser interessantes do ponto de vista da nao-Gaussianidade. Discutimos

sobre os estados de quatro fétons mais detalhadamente na secao 1.4.



29

1 Nocoes Preliminares

Nosso objetivo com este breve capitulo é reunir alguns conceitos fundamentais
nos estudos sobre minimizacao da relacao de incerteza. Embora tais conceitos possam
ser facilmente encontrados em livros de Mecanica Quantica ou Otica Quantica, tenta-
mos direciona-los de forma coerente ao que sera apresentado nos capitulos seguintes, ora

focando em aspectos fisicos, ora criando familiaridade com os calculos futuros.

1.1 Estados Quanticos

1.1.1 Estado de Fock (ou Estado de Nimero)

Conforme ja foi mencionado, na Mecanica Quantica particulas podem se compor-
tar como ondas. Entretanto, ha também a possibilidade de ondas se comportarem como
particulas, que é o caso, por exemplo, do campo eletromagnético, onde sua quantizacao
gera os fotons, particulas de luz com massa de repouso igual a zero, porém com momento
linear nao-nulo. Durante a solu¢ao da equagao de Schrédinger para o oscilador harménico
quéntico, surgem os chamados estados de Fock, estados ortonormais denotados por |n).
Esta representacao indica a quantidade de fétons que hé no sistema: se |n = 0), entdo
este estado tem 0 féton, e por isso recebe o nome de estado de vacuo. Para os estados
I1),]2) . ... o sistema terd 1,2, ... fétons. Da ortonormalidade dos estados de Fock, podemos

provar a equacao

S [ (n] = 1, (1.1.1)

n=0

conhecida como relacdo de completeza. Os estados |n) aparecem como autovetores do
operador ntimero, definido como # = a'a, onde @ e a' sdo dados em coordenadas adimen-

sionais por
. (2 +ip) . 1(A h) (1.1.2)
a=—7=(T+1ip), a'=— (2 —1p). 1.
2t 2t

Equivalentemente, podemos escrever

3>

N TN 1o
x:ﬁ(a—i—(ﬂ), :m(a—a>. (1.1.3)

Sabemos que os operadores @ e &' atuam nos estados de Fock da seguinte maneira

aln)y =+nln—1), alln)y=+vn+1|n+1), (1.1.4)
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donde podemos ver que a atuacao de @ em |n) diminui um féton do sistema enquanto
af atuando em |n) gera um féton; por essa razdo, estes operadores recebem o nome de
operadores de aniquilagdo e criagdo, respectivamente. A partir de (1.1.4), podemos obter
a relacdo de comutagao [a,a’] = 1. Além disso, podemos calcular os seguintes valores

meédios,
(ny =n, <'ﬁz> =n?, o, =0, (1.1.5)

e, assim, o grau de coeréncia de segunda ordem ¢ igual a

- 1
o= _ ) 1 n> 1. (1.1.6)

2 —1
9 T "

O grau de coeréncia de segunda ordem representa a intensidade da correlagao entre
feixes de luz. O motivo da escolha desta grandeza é por mostrar que a luz cadtica nao
pode ser coerente, o que nao poderia ser visto apenas com o grau de coeréncia de primeira
ordem. Quando g = 1 dizemos que a luz é coerente, enquanto que para g = 0, dizemos
que a luz é incoerente. Ja para valores entre 0 e 1, a luz é dita parcialmente coerente.

Para uma discussdo mais aprofundada sobre o grau de coeréncia de primeira e de segunda

ordem, ver (LOUDON, 2000).

Um dos métodos para a criacdo em laboratérios de estados de Fock com baixo
numero de fétons pode ser feito da seguinte maneira. Inicialmente posicionamos um atomo
cm mcio a dois espelhos bem polidos. Em scguida, disparamos um lascr em sua dircgao de
forma a excita-lo e fazé-lo emitir um féton. Este féoton permanecerd na cavidade mesmo
depois da saida do atomo, gerando o primeiro estado excitado. Outros métodos de como
gerar estados de Fock em laboratério podem ser vistos em (LOUDON;, 2000) e (BACHOR,
2004).

Apesar da facilidade da algebra dos estados de Fock e destes fornecerem um nu-
mero bem definido de fotons, ndo ha nenhuma informacao quanto a fase do sistema, o
que nao se mostra util para experimentos com lasers. Além disso, seguindo os argumen-
tos apresentados em (SAKURAI, 1967), podemos calcular o valor médio de um campo

eletromagnético com comprimento de onda 27\ no estado de vécuo |0), obtendo
(0| E-E|0) ~ 1/\*, (1.1.7)
enquanto que o valor médio classico deste campo ¢é igual a

2
E mdédio

= 7i/\, (1.1.8)

onde 7 é o niumero médio de fétons por unidade de volume. Para que o resultado clas-
sico seja distinto do quéntico, é preciso que m > 1/A3, ou seja, o ntimero de fétons
deve ser muito grande. Contudo, nao é tao facil obter grandes nimeros de fétons experi-

mentalmente. Neste contexto, surge o estado quantico “mais classico”, o chamado estado
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coerente, em que é possivel obter informagoes sobre a fase do sistema e que possui um
grande nimero de fétons, mas sem as mesmas dificuldades experimentais dos estados de
Fock.

1.1.2 Estado Coerente

A primeira apari¢do dos estados coerentes ocorreu em 1926 quando Schrodinger
mostrou em (SCHRODINGER, 1926) que um pacote de onda do oscilador harmonico nao
se dissipava a medida que evoluia no tempo. Quase 40 anos depois, este mesmo tema foi
cstudado por Sudarshan em (SUDARSHAN, 1963), porém foi apcnas em (GLAUBER,
1963) que o termo “estado coerente” foi empregado pela primeira vez. Por esta razao, os

estados coerentes também sio conhecidos como estados de Glauber-Sudarshan.

A introdugao dos estados coerentes pode ser feita de trés maneiras: como estados
minimizantes da relacao de incerteza, a partir do operador de deslocamento ou dos ope-
radores de aniquilagao e criagao. Utilizaremos o ultimo método para preservar a intuicao

e nao recorrer a muitas conveniéncias mateméaticas. Consideremos o estado |«) tal que

alo) =ala). (1.1.9)

Como a nao é um operador Hermitiano, segue que « seréa complexo. Vale dizer que
a' ndo atua em |a), mas sim em (|, de forma que (a|a’ = (a|a*. A partir de (1.1.9),

podemos obter as seguintes expressoes
@y =lof, (@) =lal*+]ol’,  on=la]* = (), (1.1.10)
e, assim, o grau de coeréncia de segunda ordem de |a) serd

on — (N) _
@

sendo esta, portanto, a razdao de |a) ser chamado de estado coerente. Este resultado esta

9(2) =14+

em acordo com o que esperavamos, pois para o modelo idealizado de ondas classicas
estaveis, nao ha flutuagoes aleatérias, ou seja, o feixe de luz é coerente. Ainda de (1.1.9)

podemos ver que

() = V2Re(a), (B) = vV2Im(a),

(#) =5 (@ ra?s2aPr1),  (#) = (@ +a? 2P 1)),

e, portanto, o, = 0, = 1/2, ou seja, os estados coerentes minimizam a rela¢ao de incerteza
de Heisenberg para qualquer valor de a. Como os cstados de Fock formam um conjunto

completo, podemos expandir |«) da seguinte maneira

@) =D caln), (1.1.11)
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cujos coeficientes da expansao podem ser obtidos com a atuagao de @ em (1.1.11), sendo

dados por

« a? a™

= —Cp1 = ————Cp 2 = ... = ——
v n(n—1) Vn!

Pela condigao de normalizagao (a|a) = 1, vemos que ¢y = exp{—%]a|2}, e, desta
forma, a expansao dos estados coerentes em termos dos estados de Fock pode ser escrita

|a) :eXp{—%|a|2}Z%|n>. (1.1.12)

A partir desta defini¢ao, observamos que os estados coerentes nao sao ortogonais,

uma vez que
(Bla) = exp{—[al*/2 = |8/2 + B"a}. (1.1.13)

Além disso, podemos substituir [n) = af™ |0) = a’™e~"4|0) em (1.1.12) para obter

ot n
1 aa —aa aat—L1al?2 —aa
|a>=exp{—§|a|2}z—(ﬁ? e 1 [o) = e HhoPeme o),

e, tendo em vista que [, [a,a']] = [af, [a', a]] = 0, podemos usar a relagio
AP — A+BHIAR)

concluindo finalmente que

la) = D(«) ]0), D(a) = eXp{OzdT - a*&}. (1.1.14)

E de ficil verificacdo que Df(a) = D(—a) = D '(a) e também que D(a) é um
operador unitario, ou seja, D(a)Df(a) = 1. Usando a relacao
ipo-i_ 5. Lip A 518 A
¢“Be ™" =B+ —[B,Al+ =[B,[B,A]] + ..., (1.1.15)
conhecida como formula de Baker-Campbell-Hausdorff, é possivel mostrar que

Df(a)aD(a) = a + a, D(a)a'D(a) = a' + a”. (1.1.16)

Por esta razao, D(a) recebe o nome de operador de deslocamento. A representagao
dos cstados cocrentes no cspago das configuragoces ¢ dada por
2 af?

2
(x]ar) =7T_1/4exp{—%+\/§ax—% _T} (1.1.17)
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Esta formula sera util para encontrar a funcao de onda da superposicao de quatro
estados coerentes estudada na segao 4.2. Calculando a probabilidade de encontrar n fotons
em um estado coerente, obtemos

2n
o
po = (o)t = 14 ol (118)
n!
que é uma distribuicao de Poisson. Contudo, para valores grandes de n, a distribuicao

(1.1.18) passard a ser Gaussiana, como pode ser verificado na Figura 1.

Pn

a

Figura 1 — Distribuicao de probabilidade para estados coerentes.

Por fim, vale acrescentar que a relacao de completeza para estados coerentes é

dada por
1
—/|a> (o] o =1, (1.1.19)
T

onde d’a = dzdy e a = x + iy. Esta relacao pode ser facilmente provada utilizando a

expressao (1.1.12).

1.1.3 Estado Comprimido

Como vimos na se¢ao anterior, os estados coerentes atingem a igualdade de (1),
uma vez que a incerteza em ambos os operadores é a menor possivel, ou seja, 1/2. Contudo,

existe um estado tal que, para o operador Z, por exemplo,
1

ou seja, a incerteza em & é menor que o esperado. Para que isso seja possivel, porém, é
necessario que o, > 1/2, de forma a preservar o principio de Heisenberg. Desta maneira,

podemos pensar que apds uma transformagao, temos

7=/, P = \p.
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Assim, quando a incerteza em um dos operadores diminuir, a incerteza do outro
ird necessariamente aumentar. Consideremos agora o operador A = (2) /2 (' + ipp),
onde p é um numero real e positivo. Este operador foi escolhido desta forma pois, como
os estados coerentes minimizam a relacao de incerteza e sao autovetores do operador de
aniquilacao, é razoavel pensar que um operador com estrutura semelhante a de a também
terd uma incerteza minima. O termo (ZM)_I/ 24 apenas por conveniéncia. Desta maneira,

escrevendo o operador A em termos de @ e af, obtemos
A =dcoshr +alsinhr, (1.1.20)

onde coshr = (1/A+ Au) /2/f e sinhr = (1/X — Aw) /2,/71, pois podemos ver que com
essa definicdo obtemos a conhecida relagao cosh? r — sinh? r = 1. Foi mostrado por (STO-

LER, 1970) que a relagao (1.1.20) podia ser obtida considerando o operador

S(z) = exp{% (z&z - z*&m)}, (1.1.21)

onde z = re?. Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, é possivel mostrar que

S(2)a81(z) = acoshr + afe? sinhr, S(2)a51(z) = @' coshr + ae ™ sinh .

Podemos ver que para z real obtemos justamente (1.1.20). O operador S(z) foi
chamado de operador de compressdo. Este operador pode ser aplicado a diversos estados,
como o estado de vacuo, estado de Fock e estado coerente, gerando estados de vacuo com-
primidos, estados de Fock comprimidos e estados coerentes comprimidos, respectivamente.
A criacgao de estados comprimidos em laboratorio pode ser feita através de métodos como
amplificacoes paramétricas degeneradas (degenerate parametric amplifications) e mistura
de quatro ondas (four wave mizing). Mais detalhes sobre os primeiros experimentos com
estados comprimidos podem ser vistos em (YUEN; SHAPIRO, 1979), enquanto que mé-
todos mais atuais cstao presentes em (MA ct al., 2020). Para uma revisao histérica sobre
os estados comprimidos, ver (DODONOV et al., 2007).

1.2  Matriz Densidade

Na Mecanica Quantica usualmente descrevemos problemas a partir dos vetores de
estados, ou funcoes de onda, [¢). Estes vetores contém diversas informagoes relevantes,
por exemplo os possiveis valores a serem obtidos na medida de uma grandeza fisica, suas
probabilidades e como o sistema evolui no tempo. Contudo, vetores de estado nao fornecem
informagoes sobre a interagao deste sistema com o meio externo. Sabemos pelo principio
de Heisenberg que o proprio processo de medicao interfere no estado em que o sistema

se encontra, e, portanto, se essa interagdo nao puder ser negligenciada, o formalismo
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de vetores de estado se mostra ineficiente. Essa questdao pode ser solucionada com a

introducao de um operador p definido como
p = pil) (¥l (1.2.1)

onde p; representa a probabilidade de encontrar o sistema no estado [¢;). Chanamos p
de matriz densidade (ou operador densidade). Como a soma total das probabilidades é

igual a 1, temos

S pi=1. (1.2.2)

%

Se a probabilidade de encontrar o sistema em um determinado estado |¢)) for

maxima, isso significa que p sera dado por

p=1) (. (1.2.3)

Neste caso dizemos que o estado [¢)) é um estado puro. Quando ndo é possivel

descrever o sistema apenas com vetores de estados, dizemos se tratar de um estado misto.

A equacdo (1.2.2) pode ser equivalentemente escrita como
Tr(p) =1, (1.2.4)
uma vez que definimos o traco de um operador como

Tr(A) = (n|Aln). (1.2.5)

n

Em geral, podemos escrever o valor médio de qualquer operador na forma
(A) =1r(Ap). (1.2.6)

Para provar essa equagio, basta substituir (1.2.1) e (1.2.5) em (1.2.6) e usar a

relacdo de completeza (1.1.1). Escolhendo A = p em (1.2.6), obtemos

Tr(p?) = >opf <L (1.2.7)

Como as probabilidades sao sempre menores ou iguais a 1, concluimos que a igual-
dade em (1.2.7) serd obtida apenas quando p; = p;, isto é, para estados puros. Por essa
razao, vemos que o traco de p? é um bom indicativo da pureza do sistema. Definimos,

portanto, a pureza quantica como

p="Tr(p*) <1. (1.2.8)
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Além de ser limitada superiormente, a pureza quantica também terd um limite

inferior. Um estado é dito em mdzrima desordem quando

5 L
p_da

onde d representa a dimensao do espaco. Assim, os limites de p serao

<p <L

S

1.3 Funcao de Wigner

Sabemos que determinando posicao e velocidade iniciais de um sistema, podemos
prever o comportamento deste ao longo do tempo. Para obter as equagoes de movimento,
entretanto, é necessario resolver uma equacao diferencial de segunda ordem, chamada
equacao de Euler-Lagrange, o que nem sempre é uma tarefa simples. Portanto, em muitos
casos € preferivel substituir a velocidade do sistema por seu momento. Esta substituicao
nos permite encontrar as equagoes de movimento a partir de duas equagoes diferenciais
de primeira ordem, chamadas equagoes de Hamilton. O espaco definido por posicao x e

momento p recebe o nome de espaco de fase.

Tanto na Mecanica Classica quanto na Fisica Estatistica, é possivel definir uma
funcdo de probabilidade no espaco de fase. Entretanto, na Mecanica Quantica, este é um
problema de especial dificuldade, tendo em vista a nao-comutatividade dos operadores &
e p. A solugao para essa questao foi proposta por Wigner em 1932 com a chamada funcao
de Wigner. Apresentaremos a seguir uma deducao para esta funcdo que pode ser vista,
com mais detalhes em (SCHLEICH, 2001).

Consideremos uma particula que transita do estado x —v/2 para o estado x + v /2.

fax 4 : : v| A v\ _ v v
Esta transicao serd descrita pelo elemento de matriz (x — 3| plz + %) = p(z — 5,2 + §),
onde p é a matriz densidade. Sabemos que a transformada de Fourier de uma funcao
no espaco das configuracdes nos da o equivalente desta fun¢do no espago dos momentos.
Por essa razao, como no caso que estd sendo considerado a varidvel responsavel pelo

movimento é v, podemos fazer uma transformada de Fourier com respeito a ela, obtendo

W(z,p) = / p <az - %, x -+ g) e du. (1.3.1)

A equagao (1.3.1) é uma das definigoes da funcao de Wigner. Outras definigoes
podem ser encontradas em (HAROCHE; RAIMOND, 2006). Antes de prosseguirmos, ob-
servamos que, em coordenadas adimensionais, [p] = 1/[x], e, assim, [v] = [z], de forma que

o argumento da exponencial em (1.3.1) é adimensional. Caso nao estivéssemos usando co-

ordenadas adimensionais, seria necessario incluir a constante i na exponencial de (1.3.1).
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Para garantir a normalizacao da fun¢ao de Wigner, temos que W (x, p) deve cum-

prir a condicao
1
— W (x,p)dxdp = 1. 1.3.2
%// (z, p)dwdp (1.3.2)
O fator de normalizacao 1/27 é comumente visto em Fisica Estatistica e pode ser

pensado como fruto da integragao sob todo o espago de fase.

A integracao da funcao de Wigner em relagao a cada uma de suas variaveis nos

leva a
[ Wy = Gl (133)
%/W@mm——@MW, (1.3.4)

que ¢é o conhecido resultado para a densidade de probabilidade.

Vemos de (1.3.1) que a matriz densidade pode ser obtida a partir de uma trans-
formada de Fourier da fungao de Wigner. Por essa razao, como anteriormente a matriz
densidade nos permitia calcular valores médios de operadores, o mesmo podera ser feito

com W (x,p). No caso particular dos operadores & e p, temos
1
= o / / W (z, p)a"dzdp, (1.3.5)
T

By = % / / W, p)p"dadp. (1.3.6)

Para calcular o valor médio da multiplicacao destes operadores, entretanto, deve-

mos considerar a soma de todas as possiveis combinagoes de & e p, ou seja,

@iy = 5 (@p+ i)
(#a)y = o)
(#°),, = % (2°p* + p*2” + 2p°% + pi”p + 2pap + pipi )

Escrevendo os valores médios desta forma, vemos a correspondéncia classica for-
necida pelo formalismo da fungdo de Wigner: tendo em vista que classicamente nao hé
diferenca na ordem em que as grandezas se apresentam, todas as equacoes seriam equi-
valentes. Esta representacao foi chamada de representacao de Wigner- Weyl. Ratificamos
que a mencionada correspondéncia é apenas para ver como o comportamento da fungao
de Wigner é similar ao de uma fungao de probabilidade na Fisica Classica, mas lembramos

que os resultados da fungao de Wigner sao puramente quanticos.
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Algumas propriedades importantes da funcao de Wigner podem ser obtidas a partir

da definigao (1.3.1). Primeiro, vemos que W (z,p) é real, ou seja,
W*(x,p) = W(z,p), (1.3.7)

0 que se espera para toda funcao de probabilidade. Além disso, a funcao de Wigner é

limitada inferior e superiormente,

—2 < Wi(x,p) <2. (1.3.8)

A equacao (1.3.8) é extremamente curiosa: a fungao de Wigner pode assumir valo-
res negativos! Este resultado, porém, é essencial para a compreensao da funcao de Wigner
como uma funcao de probabilidade na Mecanica Quantica. Sabemos que no oscilador
harmoénico quantico os valores médios (Z) e (p) sdo iguais a zero, e, neste caso, as equa-
goes (1.3.3) e (1.3.4) devem também ser iguais a zero, o que seria impossivel se W (x,p)
fosse definida apenas para valores positivos. Como uma func¢ao de probabilidade nao pode
assumir valores negativos, a funcao de Wigner ¢ dita uma fungao de quasi-probabilidade.
Por essa razao, dizemos que quando a funcao de Wigner ¢ positiva em todo ponto, en-
tao temos um estado quasi-cldssico. Por outro lado, se ela for negativa, temos um estado

nao-cldssico.

Por fim, acrescentamos a seguinte relagdo para estados Gaussianos

_ 1 1 T -1
Wizp) = m‘”‘p{ saes o) (1.3.9)

onde

r= | "], o= 7 7). (1.3.10)
p Oxzp  Op

A dedugao desta equagdo pode ser verificada em (SERAFINI, 2017). Vejamos a
seguir um exemplo de funcdo de Wigner. Consideremos um estado em que o, = 0, = (2?)

¢ 04 = 0. Temos, portanto,

W(q,p) = @12) eXp{—qQ2 éﬁf}. (1.3.11)

Nesse ponto optamos por escrever a variavel ¢ em vez de x para nao haver confusao

com o operador de posi¢ao. Tornaremos a escrever desta forma no Capitulo 4.

1.4 Estados de Quatro Fétons

Quando tratamos de superposi¢cdes como

V) = ch 4n) (1.4.1)
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algumas caracteristicas interessantes podem ser verificadas para os valores médios de 7 e

p. Vemos facilmente que

@) = 22\/Ec ¢, 4m|4n—1>20:<&T>, (1.4.2)
(a?) = 22\/ (4n — 1)ch,c, (4ml4n — 2) = 0 = (a'?). (1.4.3)

Das equagoes (1.4.2) e (1.4.3) e fazendo um cédlculo um pouco mais trabalhoso

para a quarta poténcia dos operadores Z e p, é possivel obter as seguintes relagoes
(@) =@ =0, (&)="),  (@)={"). (1.4.4)

Ainda podemos verificar que (Zp) = i/2, e, assim, (@p + pz) = 0. Desta maneira,

concluimos que para as superposicoes de estados de quatro fotons, temos

Oy = 0p, T2 = 0p2, oz = 0. (1.4.5)

Portanto, para os casos especificos da superposicdo de dois estados comprimidos e
da superposicao de quatro estados coerentes, a funcao de Wigner de referéncia sera dada
por (1.3.11). Contudo, utilizaremos esta férmula apenas para calcular os fatores de nao-
-Gaussianidade da primeira superposicao mencionada, ji que para a segunda superposi¢ao

sera mais facil obté-los a partir de pg, que sera calculado a seguir.

Lembramos da Fisica Estatistica que a matriz densidade para o oscilador harmo-

nico quantico é dada por

—BH —,6(de+1/2) .
S e BEn S e Bnt1/2)
n=0 n=0

Calculando o valor médio de 22, obtemos
1(1+e”
AN s24\
<33 >—T7“(x p) =3 <1—e5>'

Fazendo o = 2 (%), vemos que

_5_0—1

= — 1.4.7
o+1’ ( )
e, assim, escrevendo p na base de Fock, temos
oo 2 o0 0, _ 1 n
A __ _ B -nf | — /
p=(1-c )nzyoe ) (n] = —— WZ:O (H 1) In) (n|. (1.4.8)

A matriz densidade (1.4.8) serd a referida matriz densidade de referéncia para o

caso da superposicao de estados coerentes. Podemos ver de (1.4.8) que

Tr(p*) =o7". (1.4.9)

Esta relacao sera valida para ambas as familias de estados quanticos presentes no
Capitulo 4.
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2 Relacoes de Incerteza para Estados Puros

2.1 Estado Gaussiano

Sabemos que um estado Gaussiano puro é descrito pela funcao

() = (%)1/4 exp [_%m +ib)a? + (¢ + id)x — ;’—2 , (2.1.1)

4

onde a, b, ¢, d sdo numeros reais com a > 0. Quando a =1 e b = 0, o estado descrito por
(2.1.1) é conhecido como pacote de onda de Schrodinger nao-dispersivo, posteriormente
chamado de estado coerente de Glauber—Sudarshan, conforme foi dito na secao 1.1.2.
Os estados com a e b # 0 arbitrarios foram chamados de “estados coerentes correlatos”
em (DODONOV; KURMYSHEV; MAN’KO, 1980). Os estados com ¢ = d = 0 sao os
“estados comprimidos de vacuo” (ver secao 1.1.3). A seguir deduziremos férmulas para

momentos dec ordem n quc nos auxiliarao nos calculos futuros.

O valor médio (2") é dado por

172 ¥
(") = (2) / ghe 22 g (2.1.2)
7T

—00

Fazendo a substituicao

2 2
c c
2ax% — 2cx = ( 2ax — ) - —

obtemos!
@ = et (55 213
= ——mH, | —= |, 1.
(21'\/ 2a) 2v2a
onde H, (z) sdo os polindmios de Hermite, definidos como

H,(z) = (-1)"¢” (%) e,

Podemos reescrever os coeficientes de (2.1.1) como
a=(40,)",  c=(2)/(20,), b= —0u)0s d={P)—(2)0m/0..  (2.1.4)

Desta maneira, a equacao (2.1.3) fica na forma

(") =i (0g/2)"? H,, (i (2) /V/20,) . (2.1.5)

1 Ver (GRADSHTEIN; RYZHIK, 2007), pag. 365, cquacio EH I 195(31).
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Dada a simetria x — p, concluimos que
(") =i (0,/2)"* H,, (i () //203,) - (2.1.6)
No caso particular quando (£) = (p) = 0, as equagoes (2.1.5) e (2.1.6) se tornam

o\ (2n—1D)!! o\ Cn—11 5

Além disso, vemos também que?
<£nﬁn> _ 1”|N|2 / 672ar2xn (_1)n e(a+2b)m2 (_

dx™

) ef(aJrib)a:2 dr

—0o0

= " (a+ib)"* (2" H,(Va+ibx))

= i"n![(a+ib) /2a]""* P, (x/(a + ib)/2a> : (2.1.8)

ondc P,(z) sao os polindémios dc Legendre, definidos por

Po(z) = inm % 2 —1y].

Como estamos interessados em verificar as relagoes de incerteza para momentos

de quarta ordem, devemos fazer n =4 em (2.1.5) e (2.1.6). Para (1), obtemos
3 3
A4\ s o i
(a') = at ot (2.1.9)
Calculando também (#2), concluimos que a varidncia serd

1 202 2 2

Lembrando novamente da simetria x — p, temos

(o + 0% +%(a2+b2)(ad—bc)2. (2.1.11)

Op = 20]% + 4o, (p)° = 503 -

Assim, podemos ver que o produto das variancias serd minimo quando b =c=d =
0, ou seja, para estados de vicuo comprimidos ndo-correlatos, onde temos em coordenadas

adimensionais

(mo), = (®) - le, (2.1.12)

A fim de verificar o conceito de “inteligéncia” para o par (22,5?) no estado Gaus-

siano, devemos calcular também a covariancia. Usando a férmula (2.1.8), obtemos

. . 2
2.0\ _ atib  fa+ib
(#%p?) = - 3( 5 ) . (2.1.13)

2 Para a solucdo da integral seguinte ver (GRADSHTEIN; RYZHIK, 2007), pag. 805, equacio EH II
195(29).
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Contudo, vemos em (8) que apenas a parte real de (2.1.13) contribui para o célculo

da covariancia, e, assim,

1

1<az=”+A?az~2>=“)’—62—1=3(4a R (2.1.14)
g\t Tp @ 4 w) Ty o
Portanto,
o\ » 1
Op2p2 = 4 (T) (D) Osp + 207, — 3 (2.1.15)
Assim, a quantidade D (ver 9) pode ser escrita como
D =4(0g + (%) )+ 8040 (UI B + Tp ()" - 200p (2) <ﬁ>) : (2.1.16)
cujo minimo é D™ =0 quando b=c=d = 0.
Podemos notar que, usando a relacao de comutacao
22, 9% = 2i (2P + pi), (2.1.17)
podemos escrever a quantidade Y,2,2, definida em (6), como
Yx2p2 =2 (O'xp + <:ﬁ> <ﬁ>) . (2.1.18)
Desta forma, obtemos
I O R A S
Rfﬁ(a +07) (P4 d?) . (2.1.19)

Vemos que R = 0 quando ¢ = d = 0, e, assim, concluimos que qualquer estado
comprimido de vacuo é um estado RSIS ndo apenas para o par (Z,p), mas também para
(22, p?). Deste resultado vemos que, embora a presenca de termos lineares na exponencial
de (2.1.1) ndo comprometa a “inteligéncia” de segunda ordem, o mesmo nao ocorre para

a “inteligéncia” de quarta ordem.

Por fim, para verificar se o estado Gaussiano é OIS, temos que, pelas equagoes

(2.1.10), (2.1.11) e (2.1.15),

1
7 =4(020% — 02 ) = — (a2 — b2)2. (2.1.20)

- p zp 4@4
A quantidade Z é igual a zero quando b = *a. Este resultado implica que, se o es-
tado for correlato do ponto de vista do par (£, p), com fator de correlacio r = 0,/ /0,0, =
F1/v/2, o estado Gaussiano serd OIS para o par (#2, p%). Contudo, o estado nio serd cor-

relato do ponto de vista deste par, uma vez que nesse caso 7,2,2 = 0.

p
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2.2 Superposicao do Estado de Vacuo e do Quarto Estado Excitado
de Fock

Obter explicitamente as expressdes de & e p* ndo é uma tarefa facil, pois, tendo
em vista a nao-comutatividade dos operadores a e af, ndo seria possivel aplicar férmulas
como o Bindmio de Newton para obter estas expressoes. Por essa razao, em vez de resolver
diretamente o problema calculando (1) e (p*), vemos ser menos trabalhoso calcular 2 |n)
e p?|n) e posteriormente multiplicar por seus respectivos conjugados, obtendo assim o

resultado desejado. Desta forma,
#n) = % (w/n(n—l) |n—2>+\/(n+1)(n+2)|n+2)+(2n+1)|n>>,
Pn) = —% <\/n(n—1) |n—2>+\/(n+1)(n+2) In+2) — (2n+1)|n>> .

Multiplicando por seus conjugados obtemos

(a%) = (p*) = }1 (6n” +6n +3). (2.2.1)
Para (2?) e (p*) vemos facilmente que

(@) = () =n+3 (222)

A partir de (2.2.1) e (2.2.2), concluimos que as variancias e a covaridncia serao

aIz:m:l n*+n-+1), ax”:—l n*+n+1). (2.2.3)
) P 2

Como Y22 = 0, temos que D = R = 0 para todo n, ou seja, o estado de Fock ¢é
um estado inteligente de Robertson-Schrodinger para o par (22, p?). Contudo, o estado de
Fock nao é um estado inteligente ordinario para este par, tendo em vista que a grandeza

7 é nao-nula para qualquer n.

Nesta secao, estamos interessados na seguinte superposicao de estados de Fock

pa) = |0) + 5 14), o +[B]* = 1. (2.2.4)

A escolha destes estados nao é por acaso: os operadores Z e p elevados a quarta
poténcia sao proporcionais a a* e af*, e com isso, aplicando-os no estado de vacuo, vemos

quc o cstado resultante scrd alguma combinagao dos estados que aparccem em (2.2.4).

Calculando 22 |¢) e p? |¢) temos
22 b)) = % (@]0) + (av2+ BVI2) [2) + 9814) + 5v306)), (2.2.5)
Pl = —5 (ol + (avZ+6VI2) I2) - 9814) - AVEOIG)) . (226)
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Desta forma, usando a condigao de normalizacao que |af* =1 — |5/,

Q#>__@%>_.i(3+42mﬁﬁ-+4v%3e@fﬁn. (2.2.7)

Para obter (#2) e (p?) basta aplicar |1)) nas equagdes (2.2.5) e (2.2.6), resultando

em

(laf* +9187) . (2.2.8)

N —

() =) -

Em possc das cquagoes (2.2.7) ¢ (2.2.8), podemos calcular a varidncia,

%QZQﬂ:%(y+mwﬁ—3mm%+m@Rdwﬁn. (2.2.9)

Escrevendo o = |a||8|e’” e minimizando com respeito a ¢, vemos que o minimo
de (2.2.9) scra dado quando Re(a*f) = —|al|B] = —|B]1/1 — |5]?. Desta forma, obtemos

uma func¢do apenas em termos do parametro j3,

£80) = 5 (1= 5210 - 32181 ~ 2031, /6(1 = 15P)). (2210

A minimizagao da fungao (2.2.10) no intervalo 0 < || < 1 é feita numericamente
e o resultado obtido é

S(min) _ Jﬂ(jgnn) = (.4424, |3 = 0.0471. (2.2.11)

22

Por conscquéncia, o minimo do produto das variancias scra (Hﬁ) = 0.1957
min

para o mesmo valor de (3.
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3 Relacoes de Incerteza para Estados Mistos

3.1 Estado Gaussiano

Consideremos um estado Gaussiano misto cuja matriz densidade é dada por

2Re(a) — b

pla,y) = exp{—ax® + bry — a’y?}, (3.1.1)

Pela defini¢io da pureza quAntica em (1.2.8), vemos que'

2Re(a) — b
=\ 1.2
Ho 2Re(a) + b (3:.1.2)
Podemos obter de (3.1.2) a seguinte relagdo para o parametro b
1— '2
b— 2Re(a) L= H0) (3.1.3)

(14 m3)

Substituindo (3.1.1) em (1.3.1), concluimos que a fun¢ao de Wigner em um estado

Gaussiano misto tem a forma

W(z,p) = 2u0o exp{—ax2 — Bap — 7p2}, (3.1.4)
onde
4)al? — b? 4Im(a) 1
o = ) 6 = ) 7= :
2Re(a) + b 2Re(a) + b 2Re(a) + b

Calculando (z") (ver 1.3.5), temos
(2" )y = % //:1:" exp{—ax2 — Bap — q/pQ}da:dp. (3.1.5)

Da equagao (3.1.5) podemos ver que, resolvendo inicialmente a integral em relacgao
a p, obtemos uma exponencial de z2. Assim, se n for impar, temos que (") = 0. Por

outro lado, para n = 2m, temos que

am\ L @2m)! [y "
<x >W T 92m ,LL_% J
onde usamos que ay — 3?/4 = 3. Seguindo os mesmos passos para (p"), obtemos
() = 1 @2m)! (a)\"
Py T oam i

Nesta secdo e na seguinte optamos por escrever g em vez de u para fortalecer a ideia de estados com
purczas fixas.

1
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Assim, as variancias serao dadas por

Portanto,

2 2
4 — 1 R 1 i + /3_2
A\ A\ps  Amg)
onde podemos verificar facilmente que o minimo é IIY = 1/4 quando 8 = 0 e uy = 1.

Para o calculo da covariancia, antes devemos observar que, de acordo com a representagao

de Wigner-Weyl, temos

(31 = e + @) )+ 3

onde usamos relagoes de comutagdo entre z e p. Calculando entao <£2ﬁ2>w, obtemos

1 3 32
n202\ 9
<x D > =1 <1+ 4M2> ; (3.1.6)

e, portanto,

Calculando as quantidades D, R e Z, segue que

LAY Y
RN A 2N\

R = A (1+4_u3> _“(’(1_5%) - 5%, (3.1.8)
I U O Ch S

zZ = %_(Hm) —5]. (3.1.9)

Calculando analiticamente o minimo de Z, obtemos que B, = 0 se pp < 1/ V2e
2 = 4ud(2ud — 1) se po > 1/4/2, e, desta forma?, Z,.;, = 1/4ug quando o < 1/v/2 e

Zomin = 1/ud — 1 quando py > 1/ V2. Os graficos das quantidades D, R e Z, bem como

de Z,in € Bmin, estao representados nas Figuras 2 e 3.

2 Embora haja diferenca nas expressdes de Z,,;,, em torno do ponto ug = 1/ V2, tanto Z,,;, quanto sua
derivada sdo continuas necste ponto.
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6 6
5 5
4 4
Ho=0.5 Ho=0.5
a3 «3
2 2
[ =07 =
v Ho 1 Ho=0.7
Ho=1.0 Ho=1.0
%50 -i5 -i0 -65 00 05 1.0 15 20 %30 -i5 -10 -05 00 0.5 1.0 15 2.0
B B

Figura 2 — Graficos das quantidades D (esquerda) e R (direita) em fungao de 3 para
diferentes valores de fu.
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Figura 3 — Gréfico da quantidade Z em fungao de ( para diferentes valores de pqo (a),
Zmin em fungéo de pg para Bpm (b) e o grafico de B, (€).
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3.2 Superposicdo do Estado de Vacuo e do Quarto Estado Excitado
de Fock

Consideraremos nesta segao a mesma superposicao de estados de Fock apresentada
na sec¢ao 2.2, com a diferenca que aqui estaremos interessados no caso em que o estado é

misto. Por esta razao, a matriz densidade deste estado sera
p = 1al*10) (0] + a8 [0) (4] + a*Br* [4) (0] + [B[* [4) (4] . (3.2.1)

ou, na forma matricial,

| n |2 6 6)*7,,
= . 3.2.2
P (a*ﬁr* |6|2 ) ( )

Perceba que o coeficiente r é responsavel pela pureza do estado, de forma que, se
r =1, o estado passa a ser puro. Sabemos que a pureza quantica é dada por Tr(p?) = pyo.

Assim, sendo

) ot + o[ B2 |r|? af'r
P= g 4 2132112 | (3.2.3)
a*Br |BI* + lal*|8F|r|
calculando o traco, obtemos
Tr(p*) = la* +2laP|6r]* + 5"
= 2lal*(1 = |r[*) = 2la|*(1 = |r]*) + 1 = po, (3.2.4)
e, assim,
1 1 2(1 —
o) = = &+ = 1_w‘
2 2 1—1r?
Como |a|? é real, devemos ter
I7|? < 240 — 1. (3.2.5)

Para uma matriz densidade dada por

p=1¢)(al,

podemos ver que o valor médio de um operador A sera

(A)=Tr (Ap) = - (nl Apln) = (6 A1)

n=0
Assim, para o caso da matriz densidade (3.2.1), temos

(A) =1a? (0] A10) + aB*r (4] A|0) + a*Br* (0] A|4) + |32 (4] A |4).
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Nocasode A=34e A= p*, podemos calcular os valores médios sem dificuldade,
obtendo

(#y = (p") = %1 (3+ 120]8]* + 4V6Re (af'r)) . (3.2.6)

(2%) = (") = % (1+8181), (3.2.7)
e, assim,

(14 52|82 - 32/8|* + 2V6Re(a8'r)) . (3.2.8)

Oz2 = Op2 =

N —

Portanto, o produto das variancias sera

2

e = i (1452|817 — 32/8]" + 2v/6Re(a3")) (3.2.9)

Assim como feito para o caso de um estado puro, escrevemos aS*r = |al|8||r|e®,

obtendo que o minimo serd quando Re(af*r) = —|a||f||r|- Desta forma,

2
8 = 3203]' - 203IIrly/6(1 — 57)) (3.2.10)

O comportamento do produto das varidncias para diferentes valores de r esta

F(B,7) = i (1 452

representado na Figura 4 enquanto a minimizacao numérica esta disposta na tabela 1.

0.50,
120 r=0.0 r=0.0
r=0.2 r=0.2
r=04 0.45] r=04
100 r=0.6 r=0.6
r=0.8 | r=0.8
r=1.0 [ r=1.0
0.40|

40

20

0.20|

—
0—1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 —0.100 —0.075 —0.050 —0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100
B B

Figura 4 — Gréafico do produto das varidncias para a superposi¢cdo de estados de Fock
(esquerda) e sua ampliagao (direita) em fun¢ao de § e para diferentes valores
de 7.
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r ﬁmm H((747)nin
0,0000 | 0,0000 | 0,2500
0,2000 | 0,0090 | 0,2477
0,4000 | 0,0190 | 0,2409
0,6000 | 0,0290 | 0,2297
0,8000 | 0,0370 | 0,2145

1,0000 | 0,0471 | 0,1957

Tabela 1 — Minimizag¢do do produto das varidncias para diferentes valores de r.

Podemos ver na tabela 1 que para r = 0 obtemos o minimo do vicuo e para
r = 1 obtemos o minimo encontrado no do Capitulo 2 quando estudamos o caso puro da

superposicao de estados de Fock.
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4 Nao-Gaussianidade

4.1 Superposicao de Estados Comprimidos

Conforme discutimos, a nao-Gaussianidade é um dos métodos utilizados para a
verificacao de estados que minimizam a relacdo de incerteza. Nesta secdo estamos inte-

ressados em analisar a superposicdo de estados comprimidos definida por

v, (r) =N <u+1/2 exp{—l;_—ﬁ} +u? exp{—Z;’LxQ}) , (4.1.1)

uy U
onde
us = cosh |z| £ |i:|sinh |z, z=re”,
~
Escrevendo ¢ = 4/cosh (2r), temos que a normaliza¢do sera
B c

— B = .
2/’ 1+c

[NJ? =

Calculando a densidade de probabilidade, temos

1 x? 1 x?
2 2
W, (z)]* = |N| [— exp{ } + m exp{—w} +

|u| |u |?

+ 2Re ((uui)mexp{— s })] (1.1.2)

*
u_ul

Na Figura 5, é possivel ver a perda da Gaussianidade conforme o parametro r

assume valores maiores.

Antes de calcular os valores médios de & e p, primeiro notamos que, fazendo uma
transformada de Fourier em (4.1.1), obtemos que a fun¢ido de onda no espago dos mo-
mentos serd idéntica a fungdo de onda no espaco das configuragoes. Com isso, os valores
médios (Z") e (p") serao iguais, facilitando nossos célculos. Além disso, as seguintes rela-

¢oes também simplificardo as futuras contas

[ 2
Re(u_u?) =1, Re(u?u??) =1—4 rréz) sinh? r cosh? |z],
z
2 2 _ 4 4 _ 2 (o, Re*(2) 2 2
|uy |+ |u_|* = 2cosh (2r), |uy |* + Ju_|* = 2cosh” (2r) 4+ 8 sinh® | z| cosh” | z|.

ks
A~
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Figura 5 — Densidade de Probabilidade para a) 6 =0, b) 0 =7/4ec) 0 =7/2.

Assim, temos que

g
= — 4.1.3
27 ( )

(4.1.4)

()= % <C°Sh2 (2r) + sinh? (2r) cos?(6) + L5120 sin2(0)>

[cosh (2r)]5/2

Minimizando estes valores médios (e, consequentemente, os valores médios de p)

temos que (2%), . = (p°

Yomin = 0,50 e ngn = 0,25 quando r = 0 = 0, enquanto que
@ = (pY) = 10,6987 e TIY) = 0,4882 quando r = r, = 0,2690 ¢ § = 6, — 7/2.
A minimizacdo de (2*) (r,0,) e de II'Y(r, 0,) est4 representada na Figura 6. Comparando
os produtos dos valores médios, vemos que 11 (r,,0,) = 0,2573, e, assim, II¥)(r,, 0,) =~
7,3743 [H(Q) (T4 9*)}2. Esta relacao nos mostra o carater nao-Gaussiano da superposicao
(4.1.1), pois como sabemos, para estados Gaussianos o produto dos momentos de quarta

ordem é nove vezes maior que o produto dos momentos de segunda ordem.

Conforme vimos na se¢ao 1.4, a fungdo de Wigner de referéncia para a superposicao
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Figura 6 — Valor médio (2*) (esquerda) e o produto dos valores médios (direita) para a
superposicao de estados comprimidos.

de estados comprimidos ¢ igual a

Welg,p) = %exp{—Z éQ) (¢ +p2)},

enquanto que pela equacao (1.3.1) obtemos

W.(q,p) = B| exp{—|us[’p* = [u_¢* + 2rqp} + exp{ —|u_*p* — |us[*¢* — 26qp} +

* *
2 uiu_ ulu,

— R — — 2 4 2igptanh (2 0 . (4.15
o (2] e(exp{ cosh (2r)F " cosh (21 + 2igp tanh (2r) cos })] (4.1.5)

O grafico da funcao de Wigner esta representado na Figura 7. Como os graficos
de W.(q,q) ¢ W,(¢,0) para 8 = 0 cram scmclhantes aos graficos de 7, nao foi necessério

inclui-los.

2.0 2.0

=~ =
oo
-
-
oo
-

ooy

W:(q,0)

Qo

Figura 7 — Funcao de Wigner W,(q,q) (esquerda) e W,(q,0) (direita) para § = 7/2 .
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Para obter as quantidades g e 6[p] definidas nas equagoes (11) e (12), antes lembra-
mos que a partir da fungdo de Wigner (ou matriz densidade) de referéncia, ja mostramos

em (1.4.9) que Tr(p%) = o~1. Além disso, podemos obter que

2 —1/2 —1/2
Tr(ppg) = c—:l ((02 1 2c%0 + 1) / - ((02 + 1) + 20) / ) . (4.1.6)

Como (4.1.1) representa um estado puro, temos que Tr(p?) = 1. Entretanto, se
algum leitor interessado desejar calcular e obter por meio da matematica a comprovacao
deste argumento, vale alertd-lo que aparecerao 16 integrais, das quais, porém, serd ne-
cessario resolver “apenas” 10, devido a simetria do problema. Quase todas as integrais
serao surpreendentemente iguais a 7/2, com exce¢ao de duas que serdo proporcionais a
cosh (2r).

Vemos, portanto, que as quantidades g e d[p] serdo

2co
c+1

(l + 0_1) — % ((02 +2c¢%0 + 1)_1/2 + ((02 + 1)+ 20>_1/2> :

—1/2 —-1/2
g ((0—2 +20+1) "+ (0 + 1) +20) ) :
1
olp] = =
[] 5
Na Figura 8, vemos que o coeficiente 0[p](c) cresce monotonamente de 0 quando
c =1 até 1/2 a medida que ¢ — oo, sem que haja alguma diferenca no ponto ¢, = ¢(r.).

Quanto ao cocficiente g(c), podemos ver que cste cresce até atingir um maximo ecm gq, ~

1,27 quando ¢ ~ 2,68 e decresce monotonamente para /2 /3 & 1,155 conforme ¢ — oo.

14 175
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Figura 8 — Fatores de nao-Gaussianidade (esquerda) e Curtose (direita) para a superpo-
sicao de estados comprimidos.

Calculando a curtose, vemos pela Figura 8 que para 0 = /2, K < 0 para pequenos
valores de r, sendo o minimo k&,,;, = —0, 1111 obtido em 7,,;, = 0, 3504. Contudo, temos
que K seré positivo quando r > 0,549, indo a zero como ¢~' quando ¢ — oo. J4 para

0 = 7 /4, vemos que K serd sempre positivo. O comportamento assint6tico da curtose sera
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dado por K &~ 1+ 2/c quando # =0 e K ~ 1/2+ 3/(2¢) para § = /4. Podemos ver que
os maximos de I para diferentes valores de 0 serdo K,,,, =~ 0,3757 quando r = 1, 1011
para 0 = 7/2, K,0p = 1,0592 quando r = 1,0911 para 0 = 7/4 € Kppar = 1,7427 quando
r =1,0911 para 6 = 0.

4.2 Superposicao de Estados Coerentes

Uma superposicao interessante de estados coerentes é dada por

) = Blla) + |—a) + [ia) + |—ia)] = N 2 ‘()‘4;)‘ n) (42.1)
onde
2 e laf? 5 ) B 1 B i
= W, N* = 1/E4(|Oé| )7 E4(I) = 5 (COSh(ﬁ) + COS(l‘))7 o = \/ae </’>'

Os valores médios de 7 e p foram calculados em (CITELI; DANTAS; DODONOV,

2020) e sao iguais a
sinh(a) — sin(a)

<£2> - <ﬁ2> - acosh(a) + cos(a)

1

2
N Ja\ 3 a? a[sinh(a) — sin(a)] + a? [cosh(a) — cos(a)] /2
<x > - <p > R cos(de) +3 cosh(a) + cos(a) ‘

o
27

Foi mostrado no mesmo artigo que o minimo de (#') e (p*) era obtido para
cos(4¢) = —1, e, assim, (z*) . = 0,6999 quando a, = 0,4489. Desta forma, vemos
que I1® (a,) = 0,4899, e como I1¥(a,) = 0,2568, segue que 1Y (a,) = 7, 428811 (a,)]2.

O gréfico de (2*) e do produto dos valores médios pode ser visto na Figura 9.

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
=z =
i T
X =
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a a

Figura 9 — Valor médio (2%) (esquerda) e o produto dos valores médios (direita) com
¢ = /4 para a superposigio de estados coerentes.
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Figura 10 — Func¢@o de onda para ¢ = 0 (esquerda) e ¢ = m/4 (direita) para diferentes
valores de a.

Usando a equagao (1.1.17), obtemos que a funcao de onda de (4.2.1) é dada por

Uyo(z) = exp{—2/2} [cosh(x/ﬁax)e_a_; + Cos(\/iam)ea;} . (4.2.2)

27l/4  Ey(|ar)?)

O grafico de (4.2.2) esté representado na Figura 10, onde podemos ver a perda
da Gaussianidade a medida que o parametro a aumenta. Para calcular os fatores de
nao—Gaussianidade, seria suficiente termos apenas a matriz densidade. Contudo, seria
interessante calcular a funcao de Wigner a fim de comparéa-la com a obtida para a su-
perposigao de estados comprimidos. Podemos calcula-la a partir de (4.2.2), e, embora sua
expressao geral nao seja muito elegante, podemos nos restringir ao caso onde « é real, ou

seja, ¢ = 0, e quando ¢ = 7/4, obtendo para o primeiro caso a expressao

Wia(q,p) = ele(;:?{a;)pd) {e_a2 [cosh(2yq) + cosh(2yp)] + € [cos(2vq) + cos(2vyp)]
+2cos(a?) (cos[y(q + p)] cosh[y(q + p)] + cos[y(q — p)] cosh[y(g — p)])
+2sin(a?) (sinfy(g + p)] sinh[y(q + p)] + sin[v(q — p)] sinh[v(¢ — p)]) } , (4.2.3)

onde v = v/2a, e obtendo

Wia(q,p) = exgl(;;aa‘;)p ) {e"o“2 cosh(2]alq) cosh(2|alp) + € cos(2|alq) cos(2|alp) +
+COS(|a|2) [cos(2]a|p) cosh(2|a|p) + cos(2|alq) cosh(2]alq)] +
+sin(|a?) [sin(2|a|p) sinh(2|a|p) + sin(2|alq) sinh(2lalq)]} . (4.2.4)

quando ¢ = 7/4. Os gréficos de (4.2.3) e de (4.2.4) estdo representados nas Figuras 11 e
12.
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Waq(q, q)

Figura 11 — Funcao de Wigner Wy, (q,0) (esquerda) e Wy, (q, q) (direita) para diferentes
valores de a quando ¢ = 0.

2.00

175

Waa(q, 0)

Qo

Figura 12 — Fungao de Wigner Wy, (q,0) (esquerda) e Wy, (q, q) (direita) para diferentes
valores de a quando ¢ = 7/4.

Para os fatores de nao-Gaussianidade, primeiro notamos que a matriz de densidade

de referéncia pg serd dada por (1.4.8), enquanto para py, temos simplesmente

1 a4na*4m
Pia = |4n) (4m], (4.2.5)
Ey(a) 7;1 (4n)!(4m)!
e, assim,
o 2 Eylae™?)
TT(P4aPG) = o+ 1 E'4(a) : (426)

Portanto, como (4.2.1) é um estado puro, segue que

20 Es(ac™?) o1 .
Y7541 Eila) il =5 (1+o7) -

2 E4<CL e‘ﬁ)
c+1 E4(CL> ’
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Podemos ver que novamente nao ha nada de especial no comportamento de §[p].
Por outro lado, vemos que E4(x) se comporta como e*/4 para x > 1. Se a > 1, entao
o & 1 + 2a. Neste caso, terfamos e ™ ~ a/(1 + a) = 1 — 1/a, e, negligenciando o termo
1/a, poderiamos pensar que F, (a,e_ﬂ> ~ F4(a) para a — 0o, obtendo o valor assintotico
g(00) = 2. Contudo, um célculo mais correto nos levaria a relacio Ey(ae ?)/Ey(a) ~
Ey(a—1)/E4(a) = 1/e paraa > 1. Assim, o valor assintdtico correto é g(0o) = 2/e =~ 0, 74.
O valor maximo gqe: =~ 1,1735 é obtido para a = 1,4615. Além disso, g(a) < 1 quando
a > 2,209.

1.2 1.0

0.8
1.0
] 0.6
o
o
°
£08 0.4
] g(a)
5
Q
5 - 2 0.2
o =t
o - |
e Y 0.0
3
6lpl(a)
g04 -0.2
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fid K(a,0)
-0.4
0.2
-0.6 K(a, n/4)
0.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
a a

Figura 13 — Fatores de ndo-Gaussianidade (esquerda) e Curtose (direita) para a superpo-
sicao de estados coerentes.

Calculando a curtose, podemos ver que, quando ¢ = 7/4, temos que o minimo
K,in = —0,1052 é obtido para a = 0, 5658, enquanto o maximo K,,,, = 0,2115 é obtido
para a = 1,2577 Além disso, a curtose vai para zero tanto em a = 0,8490 quanto em
a = 1,7103. Ja quando ¢ = 0, temos que 0 maximo é K., = 0,9323 em ¢ = 1,1391. A
medida que a — oo, a curtose tende para X' = —1/3, enquanto que ' = —2/3 quando
¢ = /4, e, assim, temos neste caso que (') — (2?)2. Todas estas informagoes podem

scr verificadas no grafico 13.
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Conclusao

Mostramos no Capitulo 2 que o produto das variancias de quarta ordem em estados
Gaussianos puros é minimo para estados comprimidos de vacuo nao-correlatos. Além disso,
concluimos que estes estados sdo RSIS tanto para o par (2, ) quanto para (22, p%) e que
o estado Gaussiano é OIS para (2%, p*), embora seja um estado correlato apenas do ponto
de vista de (Z,p). Em seguida, mostramos que os estados de Fock sao estados RSIS para
todo n e que o minimo do produto das varidncias da superposicao do estado de vacuo

com o quarto estado excitado é menor que o obtido para apenas o estado de vacuo.

No Capitulo 3, o minimo do produto das varidncias em um estado Gaussiano de
pureza [t foi obtido quando pg = 1. ou seja, quando o estado é puro. Analisamos também o
conceito de “inteligéncia” para diferentes valores de pg, e, embora tenhamos concluido que
o estado Gaussiano é um estado inteligente apenas quando pp = 1, obtivemos os minimos
de D, R e Z para os diferentes 1o, um problema ainda pouco tratado na literatura. Para o
estado de Fock misto, calculamos o minimo do produto das variancias de quarta ordem em
funcao do parametro r, responsavel pela pureza, recuperando os resultados ja conhecidos
para r = 0 (estado de vacuo) e r = 1 (superposigao de estados puros de Fock), além de

calcular o minimo desta superposi¢do para diferentes “graus” de pureza.

Por fim, estudamos no Capitulo 4 a nao-Gaussianidade de estados minimizantes
da relacdo de incerteza, obtendo resultados interessantes (e novos) para os fatores de néo-
Gaussianidade e mostrando por meio de diferentes graficos como a funcao de onda e a
funcao de Wigner da superposicao de estados comprimidos e da superposicao de estados

coerentes se afastavam de um comportamento Gaussiano.

O presente trabalho nos possibilita continuar com os estudos acerca da minimi-
zacao da incerteza de Heisenberg, pois, com o formalismo aprendido de estado puros e
mistos, podemos investigar os conceitos de “inteligéncia” e ndo-Gaussianidade para outras
familias de estados quanticos, uma vez que este ainda é um tépico ativo de pesquisa e

com aplicacoes em diversas dreas da Fisica.
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