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Resumo

A determinacgao das massas dos aglomerados de galaxias é fundamental para que se possa
utilizar esses objetos como sonda cosmologica. Infelizmente, nao é possivel medir a massa
total de um aglomerado diretamente. A distribuicdo projetada de massa pode ser obtida
a partir do sinal do lenteamento fraco, por exemplo, tomado a partir de uma analise
cstatistica das pcquenas ¢ cocrentes distor¢oces nas formas das galaxias ao fundo do aglo-
merado. No entanto, apesar de nao depender de consideragoes sobre o estado dinamico
e termodinamico do aglomerado, essa distribuicao de massa obtida pelo sinal do lente-
amento fraco nao esta isenta de efeitos sistematicos, como miscentering, triaxialidade e
projecao, contaminacao de sinais, entre outros. Por isso, simula¢des computacionais tém
sido utilizadas para aprimorar a reconstru¢do de massa. Nas tltimas décadas, diferentes
simulagoes de N-corpos do colapso gravitacional da matéria escura foram realizadas bus-
cando por um perfil de densidade de matéria universal para os halos de matéria escura,
principais constituintes dos aglomerados. Como resultado, diferentes perfis existente na
literatura, como os modelos Hernquist, Navarro-Frenk-White, Einasto e Diemer-Kravtsov,
apresentaram-se como bons candidatos, em diferentes simulagoes, para descrever a distri-
buicao de matéria de halos de matéria escura. Neste trabalho, apresentamos uma breve
revisao do Modelo Padrao da Cosmologia MNModerna, da descricao e formagao da estrutura
cm grandc cscala, dos perfis de densidade de matéria dos halos de matéria cscura, do
lenteamento gravitacional fraco devido a aglomerados de galaxias, entre outros tépicos
relacionados. Apresentamos também um cédigo desenvolvido em Python, em que imple-
mentamos o perfil de densidade tridimensional, sua derivada logaritmica, e um conjunto
de outras fungoes que dependem do perfil, como a densidade superficial de massa, a densi-
dade superficial de massa média e o excesso de densidade superficial de massa. Isto, para
variadas modelagens, considerando inclusive os termos de densidade média de matéria e
de 2-halo para o perfil externo. Validamos o nosso cédigo comparando seus resultados
com os obtidos com o pacote Colossus (DIEMER, 2018).

Palavras-chaves: Cosmologia. Aglomcrados dec Galaxias. Halos de Matéria Escura. Perfis

de Densidade. Lenteamento Gravitacional Fraco.






Abstract

Determining galaxy cluster masses is fundamental for using them as cosmological probes.
Unfortunately, their masses are not directly measurable. Their projected mass distribu-
tion can be obtained by the gravitational weak lensing signal, for example, taken by a
statistical analysis of small yet coherent distortions on the shape of the galaxies behind
the cluster. However, despite not depending on considerations about the cluster dynamic
and thermodynamic states, the mass distribution obtained with the weak lensing signal
isn’t exempt of systematic effects like miscentering, triaxiality and projection, signal con-
tamination etc. Because of that, computational simulations have been used to improve
mass reconstruction. In the last decades, different N-body simulations for gravitational
collapse of cold dark matter (CDM) were performed searching for a universal density
profile of dark matter halos, the main constituent of galaxy clusters. As a result, different
dark matter halo profiles available in the literature, such as the Hernquist, Navarro-Frenk-
White, Einasto and Diemer-Kravtsov models, showed themselves as good candidates, in
different simulations, to describe the matter distributions of dark matter halos. In this
work, we present a brief review on the Cosmological Standard Model, on the description
and formation of the Large Scale Structure (LSS), on the density profiles of dark matter
halos, on weak gravitational lensing due to galaxy clusters and on other related topics. We
also present a code written in Python, in which we implement the three-dimensional radial
density profile, its logarithmic slope, and other physical quantities which depend on the
density profile, e.g. the surface mass density, the mean surface mass density and the ex-
cess surface mass density. This, for various models, considering even the mean density and
2-halo terms for the outer profile. We compared our code results with the ones obtained

using the Colossus package (DIEMER, 2018) to check for precision and agreement.

Key-words: Cosmology. Galaxy Clusters. Dark Matter Halos. Density Profiles. Gravita-
tional Weak Lensing.
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Introducao

Os aglomerados de galdxias sdo as maiores e mais massiva estruturas ligadas gra-
vitacionalmente e em equilibrio dindmico (ou préximo dele) do universo. Uma vez que
resultam da formacao de estrutura em grande escala, aglomerados de galaxias sao la-
boratorios tinicos de processos astrofisicos, bem como sao importantes para estudos em

Cosmologia.

Infelizmente, nao é possivel medir a massa total e a distribuicdo de massa de um
aglomerado diretamente. Essas medidas s6 podem ser realizadas de forma indireta a partir
de observaveis, como a distribuicao de velocidade das galaxias do aglomerado, a emissao
em raio X do meio intracluster (gés quente que permeia o aglomerado), o efeito Sunyaev-
Zeldovich (espalhamento Compton inverso de fétons da radiagao césmica de fundo), os
sinais de lenteamento gravitacional, entre outros (veja, por exemplo, (SCHNEIDER, 2006)
e (KRAVTSOV; BORGANTI, 2012)).

Em 1933, Zwicky (ANDERNACH; ZWICKY, 2017), ao observar a distribuicao de
velocidade das galaxias do Aglomerado de Coma e assumir que a estrutura estava em
equilibrio dinamico, constatou que era necessario que o aglomerado tivesse muito mais
massa do que apresentava ter ao se somar as massas de todas galaxias que o compu-
nham. Ele cunhou essa grande quantidade de matéria ndo-luminosa necessaria de matéria
escura. Alguns anos depois, Smith (SMITH, 1936) constatou o mesmo ao observar o Aglo-
merado de Virgem: apenas a matéria luminosa das galaxias era insuficiente para explicar

as velocidades observadas.

Em 1962 e anos posteriores, Rubin (ver (RUBIN, 2000)) obteve as curvas de ro-
tacao de galaxias vizinhas a nossa, como a Galaxia de Andromeda, e observou que as
velocidades das estrelas ndao decaiam com a distancia como esperado pela Lei de Kepler.
Era necessaria uma grande quantidade de massa invisivel para explicar porque as estre-
las mais distantes se moviam a mesma velocidade das estrelas mais proximas do centro,

conforme observado.

Essa descoberta de Rubin constituiu uma importante evidéncia da matéria escura
teorizada por Zwicky. Hoje, sabe-se que os aglomerados sao constituidos majoritariamente
de matéria escura (~ 80% da massa total), e também de gas quente (~ 15%) e galdxias
(~ 3%) (SCHNEIDER, 2006).

No final da década de 1980, foram descobertos os primeiros grandes arcos gravi-
tacionais em aglomerados de galdxias (veja, por exemplo, Soucail et. al. (SOUCAIL et
al., 1987) e Lynds & Petrosian (LYNDS; PETROSIAN, 1989)). Esses grandes arcos (ver

Figura 1) surgem devido ao lenteamento gravitacional, no regime forte, de galdxias ao



22 Introducédo

Figura 1 — Aglomerado de Galaxias CL2244-02, situado em redshift = = 0,3. Junto a
cle, ¢ possivel notar um arco resultante do lentcamento gravitacional forte de

uma galdxia em redshift z = 2,24. Tmagem da esquerda retirada de (LYNDS;
PETROSIAN;, 1989) e imagem da direita retirada de (ESO, 1998).

fundo do aglomerado’. Na mesma época, Fort et. al. (FORT et al., 1988) observaram,
no aglomerado Abel 370, que haviam outros objetos menos luminosos, mais azuis que as
galaxias do aglomerado e menos esticados que um grande arco, que também pareciam ser

imagens de galdxias ao fundo lenteadas gravitacionalmente.

Em 1990, Tyson et. al. (TYSON; VALDES; WENK, 1990) investigou essas gala-
xias ao fundo que se distorciam levemente ao longo de circulos centrados no aglomerado
para obter o mapeamento da distribuicao de matéria em dois aglomerados, um deles o
algomerado Abell 1689, mostrado na Figura 2. Em 1993, Kaiser & Squires (KAISER;
SQUIRES, 1993) desenvolveram, pela primeira vez, um algoritmo para a obtencao da
distribuicao projetada de massa de aglomerados a partir das elipticidades das galaxias de

fundo fracamente lenteadas, sem que fossem necessarios outros parametros.

Assim, o sinal do lenteamento fraco, tomado a partir de pequenas - porém, coe-
rentes - distor¢oes na forma de galaxias, pode ser usado para se obter uma medida da
distribuicao superficial de massa de um aglomerado de galaxias. Uma caracteristica im-
portante desse observavel é que ele permite que essa distribuicao seja obtida sem que
sejam necessarias consideracoes sobre o estado dindmico e termodindmico do aglomerado.
No entanto, essa distribuicdo de massa obtida pelo sinal do lenteamento fraco nao esta
isenta de cfeitos sistematicos, como miscentering, quc ocorrc quando o centro do halo nao
coincide exatamente com o centro assumido para a medida dos perfis de cisalhamento
tangencial (conforme serd abordado bem mais adiante, no Capitulo 7); triaxialidade e

projecao; contaminacao de sinais de galaxias a frente do aglomerado ou do préprio aglo-

1 Os aglomerados de galdxias ndo sdo as Ginicas estruturas que podem produzir uma imagem fortemente

lenteada de um objeto luminoso ao fundo. O lenteamento gravitacional forte também pode ocorrer
devido a galdxias ¢ grupos de galdxias (FURLANETTO, 2012) (TERGOLINA, 2020).
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Figura 2 — Aglomerado de Galaxias Abell 1689, situado em redshift z = 0,18. Imagem da
esquerda retirada de (T'YSON; VALDES; WENK, 1990) e imagem da direita
retirada de (HUBBLE/ESA, 2013).

merado; entre outros. Por isso, simulagdes computacionais também sao necessarias para
aprimorar a reconstrucao da densidade projetada de massa obtida pelo sinal do lente-
amento fraco e ajudar na compreensao dos efeitos sisteméaticos evolvidos (COMBET et
al., 2019). Ao longo dos anos, as técnicas de reconstrugao da folha de massa (em inglés,
mass-sheet) também tém sido aprimoradas para levar em conta os efeitos observacionais

e instrumentais existentes?.

Diante disso, esse trabalho se propoe como uma breve revisdo (em portugués) da
literatura sobre perfis de densidade de matéria de halos de matéria escura e lenteamento
gravitacional fraco de aglomerados de galaxias. Além da revisao, foi confeccionado também
um cédigo escrito em Python em formato de Jupyter Notebook (.ipynb), com o intuito
didético, ou seja, para que servisse de aprendizado e experiéncia em programacao. Espera-
se que a revisao e o codigo escritos, bem como as referéncias citadas, sejam titeis para

demais interessados em aprender sobre os temas abordados.

Esse trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos o
Modelo Padrao da Cosmologia Moderna, em que se assume a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker para o espaco-tempo e em que se considera um universo
composto apenas de matéria (bariénica e escura), radiacao (fétons), energia escura (assu-
mida enquanto costante cosmologica) e uma certa curvatura. No Capitulo 2, descrevemos
como se caracteriza o campo de densidade de matéria, em grande escala, e como se da
o crescimento de perturbagoes nesse campo no regime nao-linear (mais especificamente,

assumindo o modelo de colapso esférico top-hat) e linear. No Capitulo 3 discutimos bre-

2 Alguns desses efeitos envolvidos estdo relacionados ao tamanho finito dos espelhos, & éptica compli-

cada envolvida nos telescopios e, se a coleta de dados é realizada no solo, a turbuléncia atmosférica
(HOEKSTRA; JAIN, 2008).
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vemente a historia da formacao dos grandes halos de matéria e como eles se relacionam
aos aglomerados de galaxias. No Capitulo 4, apresentamos diferentes perfis de densidade
de matéria de halos de matéria escura que se ajustam bem a simulagdes de N-corpos
realizadas nas ultimas décadas. No Capitulo 5, fazemos um breve estudo sobre o efeito
do Lenteamento Gravitacional, assumindo aproximagoes de lente fina e de campo fraco.
No Capitulo 6, discutimos como o sinal do lenteamento fraco pode ser utilizado para se
realizar a reconstrucao da folha de massa de um aglomerado. No Capitulo 7, escrevemos
os modelos de lente para alguns perfis apresentados no Capitulo 4 e a relagao deles com
a componente radial-tangencial do cisalhamento. E, finalmente, no Capitulo 8, apresen-
tamos os resultados obtidos de um c6digo desenvolvido para gerar, para diferentes perfis
apresentados no Capitulo 4, as curvas do perfil de densidade, da derivada logaritmica do

perfil de densidade, da densidade superficial de massa e outras quantidades relacionadas.



1 Modelo Padrao da Cosmologia Moderna

Neste primeiro capitulo, serdao discutidos conceitos basicos do Modelo Padrao da
Cosmologia Moderna. Descrigoes mais detalhadas podem ser encontradas em (DODEL-
SON, 2003) (caps. 1 e 2), (CARROLL, 2004) (cap. 8), (NORMAN, 2005) (sec. 2.1),
(HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006) (cap. 14 e 15), (RINDLER, 2006) (cap.
18) e (VITENTTI, 2011) (cap. 2).

1.1 Principio de Copérnico, Homogeneidade e Isotropia

Um dos principios do Modclo Padrao da Cosmologia Moderna ¢ o de que o universo,
visto em grande escala, é praticamente igual em todo lugar. Essa ideia de que nenhuma
posicdo ou dire¢do no universo é privilegiada é conhecida como Principio de Copérnico (ou
Principio Cosmoldgico). Essa nomenclatura se da em homenagem a defesa de Copérnico,
na época em que a teoria vigente era o geocentrismo, de que suas observagoes indicavam

que a Terra nao estaria em uma posicao especial.

E evidente que o principio de Copérnico nio é valido em pequenas escalas, uma
vez que a vizinhanca de uin ponto proximo a uma estrela é muito diferente da vizinhanca
de um ponto em uma regiao vazia e fria do universo, por exemplo. Mas, em grande escala,
a validade desse principio manifesta-se em diferentes observacoes, como, por exemplo, nos

dados da radiagao césmica de fundo (em inglés, cosmic microwave background (CMB)).

Baseando-se no principio de Copérnico, o espago (ou a parte espacial do espago-
tempo) pode ser considerado homogéneo e isotrépico. Diante disso, o espago-tempo pode
ser modelado como uma variedade' quadridimensional M =R x 3 (do inglés, manifold),

em que Y é uma subvariedade maximalmente simétrica? tridimensional de M, que repre-

! Uma variedade n-dimensional (real e diferencidavel) M é um conjunto formado por uma colecio de

subconjuntos abertos {0} tal que
a) {O4} cobre todo M;
b) para cada O, cxistc um mapa bijctor ¢, : O, — U, cm que U, ¢ um subconjunto aberto de R™;

c) se dois subconjuntos O, e Og se interseccionam, i.e. 0,NOg # &, a composigao de mapas 1go,*
¢ um mapa infinitamente diferencidvel e continuo C*° que leva pontos em 1,[0,NOg| C U, C R™
em pontos em 13[0, NOg] C Ug C R".

Para mais detalhes, veja (WALD, 1984). Assim, um espago, mesmo que curvo ou que apresente uma
topologia complicada, que possa ser confeccionado ao se “costurar suavemente” regides que “parecem”
R™, pode ser considerado uma variedade (CARROLL, 2004) (sec. 2.2).

Uma variedade maximalmente simétrica é aquela que possui o maior nimero possivel de simetrias de
translacao e de rotacao, ou seja, uma variedade cuja curvatura é a mesma em todos os pontos e em
todas as diregoes. Segue disso que, se uma variedade é maximalmente simétrica, ela é homogénea e
isotropica em todos os pontos. Alguns exemplos de variedades maximalmente simétricas sao os espacos
cuclidianos n-dimensionais E™ ¢ as csferas n-dimensionais §® (CARROLL, 2004) (scc. 3.9 ¢ 8.1).
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senta a seccao espacial do espago-tempo, e R é uma subvariedade unidimensional, que

representa a dire¢ao temporal.

O elemento de linha no espaco-tempo M pode, entao, ser escrito como
ds® = —c2dt* + a*(t)do?, (1.1)

em que ¢ é a velocidade da luz no vacuo, a(t) é um fator de escala e do? é o elemento de
linha na subvariedade .. Vale ressaltar que, se > é maximalmente simétrica, entao ela é

também esfericamente simétrica.

1.2 Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

Partindo do pressuposto de que o universo é homogéneo (invariante por translagoes
no espago), isotrépico (invariante por rotagoes no espaco) e evolui de tamanho com o

tempo (o tamanho da seccdo espacial ¥ aumenta com t), o intervalo entre dois eventos
(t1, 71, 01, 1) e (t2, 72, B2, ¢2) é dado por

dr?

ds® = —c*dt* + a*(t
S c +a()1_m’2

+ 72(d0* + sin? 0dp?) |, (1.2)

em que a(t) é o fator de escala adimensional e k é uma constante associada a curvatura

da secgao espacial >.

Se k é negativo, Y tem curvatura constante e negativa, tal que a sec¢ao espacial
é dita aberta (ou o espago é dito aberto). Se k é positivo, X tem curvatura constante e
positiva e a secgao espacial é dita fechada. Por fim, se k = 0, ndo ha curvatura em X e o

espago ¢ plano.

A eq. (1.2) também pode ser escrita, em notagao de Einstein,
ds® = g, datda”, (1.3)

com dz® = dt, do' = dr, dx* = df e dx® = d¢p. A partir disso, define-se o tensor métrica,
que para o caso de um universo homogéneo, isotrépico e em expansao é conhecido como

métrica de Friedmann-Lemaftre-Robertson-Walker (FLRW), cuja forma matricial é

—c? 0 0 0
0 £, 0 0
G = Lpr® 9 9 . (14)
0 0 a’r 0
0 0 0 a*r?sin?6

Como é possivel perceber, a métrica evolui temporalmente com o fator de escala a = a(t).
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A partir do tensor métrica, tem-se também o tensor métrica inversa,

-L 0 0 0
0 =520 0
g”y = a? . , (15)
0 0 =z 0
0 0 0 !

a2r2sin? 0

tal g"Pgap = 0%, em que §% é o delta de Kronecker, que é sempre igual a 0, a menos que

v = «, quando ¢ igual a 1.

1.3 Equacoes de Campo de Einstein

De acordo com a Teoria da Relatividade Geral, a métrica esta relacionada com a

matéria e a energia do universo por meio das equacgoes de campo de Einstein,

1 87G
Guw =R, — ERQW = —"T,., (1.6)

A
em que G, ¢ o tensor de Einstein, R, ¢ o tensor de Ricci, R é o escalar de Ricci, G é a
constante gravitacional e T}, é o tensor energia-momento. Essas equagoes ainda podem

ser escritas na forma
8rG 1
5 (1) ar
c 2
ja que a contragdo (no caso, multiplicagdo por g"*) de ambos os lados da eq. (1.6) implica

em R = —8rGT/c*, com T = g"'T,,.

O tensor de Ricci depende da métrica e de suas derivadas, tal

or« or«
_ 9w pe | a8 o 8
R;u/ - axu - 3331/ + F BC‘F uv _— F BUF

(1.8)

pao

em que

g;w agau agﬁl/ 0904,6’
FH - < — l.
of 2 [ 02F + ox™ ox” (1.9)

¢ o simbolo de Christoffel de segundo tipo. O escalar de Ricci, por sua vez, se da pela

contragao do tensor de Ricci

R= "R, (1.10)

Diante das eqgs. (1.8), (1.9) e (1.10), pode-se notar que o lado esquerdo da eq. (1.6) é

funcao apenas da métrica.
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Calculando os simbolos de Christoffel de segundo tipo para a métrica de FLRW,

0s unicos nao nulos sao

1 aa KT
o _ L 1 _
F11_02<1—m"2)’ P 1 — kr?’
1
1 M., = —r(1 — kr?)sin? 6,
F033 = C—Q(aéLTQ Sin2 9), 53 ( ) 1

a F21‘> - F221 - F313 - 11331 - P
Z I'2,; = —sinfcosé,

a’ 3, = I, = cotgh,

em que & = da/dt, lembrando que os simbolos de Christoffel de segundo tipo sdo simétricos

nos dois indices inferiores, i.e. I'",, = I',. Disso, tem-se que as componentes nao nulas

do tensor de Ricci para a métrica de FLRW sao

ad + 2a% + 2kc?
(1 — kr2)c?

A
ROO - _3_, Rll =
a
Roy = (ai +20° + 25¢* )¢, R — (ad + 24 4 2kc*)r? sin? fc 2,
e o escalar de Ricci é

6 . . 2 2
-4 (20
cTLa a

a

. (1.11)

Os simbolos de Christofell de segundo tipo, as componentes do tensor de Ricci e o
escalar de Ricci para a métrica de FLRW e para outras métricas podem ser encontrados
em (MiLLER; GRAVE, 2014) (sec. 2.11 para FLRW).

Por sua vez, o lado direito da eq. (1.6) carrega toda a informagao sobre o contetido
material e energético do universo. Assumindo um modelo tal que toda a matéria e energia
sao descritas por um fluido perfeito, caracterizado em cada ponto por uma densidade p
e uma pressao isotrépica p, o tensor Energia-Momento assume, no mesmo referencial da
métrica de FLRW (eq. (1.4)), a forma diagonal

cip 0 0 0
0 (1% 0 0
T = (1*” )p (1.12)
0 0 (a®r?)p 0
0 0 0 (a*r?sin?0)p
ou
T,uu = diag(_gOOCQf)) gnp)7 (113)

de modo que
T =g"T, =—c"p+ 3p. (1.14)
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Para um universo homogéneo e isotropico, p e p devem ser fungoes apenas da coordenada

temporal ¢, i.e. ndo devem depender das coordenadas espaciais r, 0 e ¢.

Retornando as equagoes de campo de Einstein, tal eq. (1.6), para ur = 00 tem-se

—F? = ?,0 (1.15)

(c’z>2 kc* 81

a

e para pv = 11, pv = 22 ou pr = 33, tem-se

a a\?  kc? TG
2— - _— = — . 1.16
a + (a) + a? c2 p ( )

1.4 Equacoes de Friedmann

Manipulando um pouco as eqgs. (1.15) e (1.16), chega-se finalmente as equagoes de

Friedmann em suas formas mais convencionais

a\? 8nG Kc?
(5) =57 "= (L17)
a 4G 3p
E = ——3 <,0+ g) s (1.18)

que determinam juntas a evolu¢do temporal do fator de escala.

Focando na eq. (1.17), é itil definir o pardmetro de Hubble-Lemaitre®

H

Il
SHRSS

: (1.19)

que esta relacionado a quao rapidamente o fator de escala muda com o tempo.

O fator de escala a(t) estabelece a proporgao entre a distancia comével e a distancia
fisica, em um determinado instante. Se o univero nao mudasse de tamanho, essas duas
distancias seriam equivalentes. Porém, em um universo em expansao, a distancia fisica
entre dois pontos aumenta com o tempo, ou seja, o fator de escala cresce com o tempo,

enquanto a distancia comével permanece inalterada.

1.5 Redshift e Fator de escala

Uma das primeiras evidéncias de que o nosso universo esti em expansao foi a
verificagao, por Hubble (HUBBLE, 1929), de que as outras galdxias distantes se afastam
da nossa a velocidades maiores quanto maior a distancia. Devido a essa expansao do
universo, o espectro da luz emitida pelos objetos luminosos dessas galadxias chega até

a Terra desviado para o vermelho, isto é, as ondas eletromagnéticas emitidas por esses

3 Nomenclatura conforme recomendagio da Unido Astrondmica Internacional (IAU, 2018).
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objetos sao esticadas a medida que viajam pelo espaco, de modo que o comprimento de

onda que se observa é maior que o emitido.

Para medir esse “fator de esticamento”; tem-se a definigao de redshift (em portu-

gués, desvio para o vermelho), z, tal

/\obs
=1+=z 1.20
/\emit - , ( )
ou ainda A
A
= 1.21
© /\emit , ( )

em que Agpnir € 0 comprimento de onda do féton emitido, Agps € 0 comprimento de onda
do f6ton observado e AX = Aops — Aemir- Como a luz desses objetos visiveis distantes leva
um tempo para chegar a Terra, quando se observa o céu vé-se sempre o passado, isto é,
como esses objetos eram quando emitiram a radiagao. Dessa forma, o redshift se relaciona
com o tempo, tal que, quanto maior o redshift (maior o z), mais ao passado vé-se o objeto

(menor o t).

ma vez que o "esticamento'do comprimento de onda do féton se d4 devido a
U "est to'd to d da do fot d4 devid
evolugao do fator de escala, o redshift também se relaciona com o fator de escala, em uma

dada época, conforme
1
—=1+z 1.22
— =142, (1.22)
de modo que na época presente z = 0, a = 1. Uma vantagem do redshift em relagao ao

fator de escala é que ele é observavel (por definigao, tal eq. (1.21)).

1.6 Parametros Cosmoldgicos

Retornando a primeira equacao de Friedmann, eq. (1.17), p é a soma das densida-
des de cada um dos fluidos perfeitos que compdem o contetido material e energético do
universo, i.e. p = Y, p;, em que cada indice conta para uma das componentes, que pode
incluir barions e 1éptons (matéria barionica), matéria escura, fétons (radiagdo), neutrinos,

energia escura etc. Assim, a eq. (1.17) pode ser escrita como

8t k2
H'===3 = (1.23)

e é conveniente introduzir os parametros €2, tal

(1.24)

Q= (1.25)
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em que
3H?
it = o 1.26
Perit Ry ( )
é a denominada densidade critica do universo, de forma que
D+ Q=1 (1.27)

Assumindo que as principais componentes materiais e energéticas que constituem
0 universo sao a matéria (bariénica e escura) m, os fétons (radiagao) v e a energia escura
(enquanto constante cosmolégica) A, os parametros €); assumem as relagoes

rG O &G &r(F A

@pﬂ% v = @p’)v A= 3H2 PN = 12 (128)

Q,, =
3H?’

com £, +Q, + Q) + Q. = 1. No tempo presente z = 0 (ou a = 1), tem-se os parametros
Qo= Q(2=0), tal

G G A — k(P

Qo Qo=—% ) Q = o772 Qo = 172 >
0 7,0 3H§ £~,0 A0 3H§ ,0 Hg

= ——— Dm0, 1.29
) 3H02p ,0 ( )

com Hy=H(2=0), pio=pi(2=0) e Qo+ Qo+ Qo+ Qo=1

Frente as eqs. (1.28) e (1.29), é interessante que as relagoes entre p; e p; o sejam
obtidas, para que se possa obter também as relagoes entre p; e €);, para cada uma das

componentes.

Retornando a eq. (1.15), pode-se multiplici-la por a®, derivar esse produto em
relagdo ao tempo e comparar a expressao resultante com a eq. (1.16), de modo que chega-

se a

Y a
(P _ ¢ 1.30
a (CQ +p) 3P (1.30)

Para prosscguir, podc-sc assumir quc os fluidos perfeitos considerados obedecem uma
equacao de estado dada por

pi = wi/)z‘Cz, (131)

com w; uma constante independente do tempo, de modo que a eq. (1.30) possa ser escrita
pi

Pi

Essa eq. (1.32) pode ser integrada, tal que se obtém

— —3(1+wi)%. (1.32)

pi oc a 30w, (1.33)
Introduzindo a notacdo p; o = pi(a = 1) = p;(z = 0) para se referir a densidade de

uma componente no tempo presente, tem-se

_ Pip
p’i(a) - a3(1+w£)’ (134)
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uma expressao que evidencia como se da a dependéncia da densidade de matéria (ou
energia) com o fator de escala. As diferentes componentes consideradas tém diferentes
constantes w;, de forma que a densidade de matéria é proporcional a =2 (j& que o volume
do universo escala com a~?), a densidade de radiacdo a a=* (j4 que além do volume do

3

universo escalar com a* o comprimento de onda do féton escala com a ') e a densidade

de energia escura a a® (ja que foi assumida enquanto constante cosmoldgica),

Pm,0 P~,0
pmla) = ===, R(a) == eala) = pag, (1.35)
ou seja, tal w, =0, w, = % e wp = —1.

A partir das egs. (1.35), (1.29) e (1.26), as densidades das componentes podem ser
expressas em fungao da densidade critica do universo no tempo presente perito = Perit(z =

0), de €, e do redshift z. Por exemplo, a densidade de matéria p,, pode ser expressa por
pm(z) = pcrit}OQm,O(l + Z)g- (136)

Utilizando as eqs.(1.35) e (1.29), a primeira equagao de Friedmann, na forma da eq.

(1.23), pode ser escrita, ainda, em termos dos valores atuais dos parametros cosmolégicos,

Q Q Q
2 . 2 m,0 7,0 k,0
H(a) = H, < e + S + Qo + ?> ; (1.37)
ou
H?(z) = HIE*(2), (1.38)
em que
E?(2) = Quo(1+2)* + Q01+ 2)" + Qeo(1 + 2)? + Qo (1.39)

¢ a denominada taxa de expansao normalizada e Hy é a constante de Hubble-Lemaitre.

E comum que H, apareca parametrizado por h, tal

Hy = 100h km s~ ' Mpc™. (1.40)

Note que, para o modelo de concordancia ACDM (Q,, =~ 0,3 e Q4 =~ 0,7), a
eq. (1.39) deixa evidente que a taxa de expansao do universo foi primeiro dominada pela
radiacao, em seguida dominada pelo contetido material, e, atualmente (z = 0), é dominada

pela energia escura.

1.7 Distancias em Cosmologia

Em Cosmologia, existem diferentes formas de se definir distancias entre objetos.
Nesta secao, algumas dessas defini¢oes serao apresentadas, tomando como base os tra-
balhos (HOGG, 1999), (BARTELMANN; SCHNEIDER, 2001) (sec. 2.1), (HOBSON;
EFSTATHIOU; LASENBY, 2006) (cap. 14) e (CONGDON; KEETON, 2018) (sec. 3.5).
Como ha algumas diferencas de nomenclatura entre as diferentes fontes, as defini¢oes aqui

colocadas seguem a terminologia de (HOGG, 1999).
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1.7.1 Distancia Comoével Longitudinal

A distancia comével longitudinal (em inglés, line-of-sight comoving distance) é a
distancia percorrida em uma geodésica nula do espago-tempo (ds = 0 na eq. (1.2)), i.e.
a distancia percorrida na trajetéria de um féton. Por conveniéncia, pode-se escolher uma

trajetoria radial, com 6 e ¢ fixo, tal que
ds® = dt* — a*(t)dx* = 0, (1.41)

em que

dr
dy = —— . 1.42
X V1—kr? (1.42)

Assim, a distancia comdével (longitudinal) entre dois objetos em diferentes redshifts

Z1 € Zy, com 2o > zq, €

t(Zl) dt

De(21,29) = /dX - C/t(zz) alt)

a(z1) da

=c 1.43
/u(z2) a? H((L) ( )
c (72 dz

- F{) Z1 E(Z)’

onde fez-se uso das eqs. (1.19), (1.22) e (1.38). Note que esse cdlculo depende dos para-

metros €; o, conforme eq. (1.39).
Para calcular a distdncia comével (longitudinal) de um certo objeto a Terra, basta

substituir z; = 0 (ou a(z1) = 1) na eq. (1.43), de forma que

_c [F dz’
_H() 0 E(Z/)

Defz) = x(2) . (144)

Importante notar que D¢ (z2) = De(21) + Do(21, 22)-

1.7.2 Distancia Combével Transversal

A distancia comoével transversal (em inglés, transverse comoving distance) é a dis-

tancia da coordenada radial

ﬁ sin (k)  para k>0
= fulx = X para k=0, (1.45)
ﬁ sinh (\/—Iix) para k < 0

conforme integragao da eq. (1.42), tal que a eq. (1.2) pode ser reescrita

ds® = —cdt* + a®(H)[dx® + f[x])*(d6? + sin? 0dp?)]. (1.46)
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A distancia comovel (transversal) a um certo redshift z é

\/% sinh (—VL?;’ODC(z)> para Q.o >0
~,0

Duy(z) = fulx(2)] = D¢ (2) para Q.0 =0, (1.47)

\/—‘QH——‘ sin (ﬂDC ) para Qmo <0

em que Dy = ¢/Hy é a distancia de Hubble e o parametro €, é dado pela eq. (1.29).

1.7.3 Distancia de Diametro Angular

A distancia de didmetro angular (em inglés, angular-diameter distance) a um de-

terminado objeto é definida
L
Dy=— 1.48
em que L é o didimetro préprio e Af é o didmetro angular do objeto (o dngulo no céu
compreendido pelo didmetro préprio). Essa defini¢do de distdncia é importante para a

Teoria do Lenteamento Gravitacional, que serd abordada no Capitulo 5.

O didmetro proprio se relaciona com o didmetro angular conforme a parte angular
de eq. (1.46),
L = a(2) fulx(22) — x(21)] A0, (1.49)
em que zy é o redshift em que o objeto se encontra e z; é o redshift do observador, tal
29 > z1, de modo que a eq. (1.48) pode ser escrita como

fn[DC(Zly Zz)]

Da(z1, %) = (14 2)

(1.50)

Porém, de acordo com a eq. (1.45), o cdlculo de f,[x] é diferente conforme o valor
de k. Pode-se analisar separadamente, entao, cada um dos trés casos:

(i) para k > 0 tem-se

TelDe(z1, 22)] = felxe — xa] = —=sin(v/k(x2 — x1))
[Sm(\/_Xz) cos(v/kx1) — sin(v/kx1) cos(vkx2)]

sm (VEX2) \/1—8111 (VEx1) — sin(v/kx1) \/1—8111 (VEx2)]

%\ %\ %\H

:f[ \/1—sm \/_Xl anl\/l—SiHQ\/—Xz)
= felxal/1 = 5 f2[x1] — felxaly1 = &f2[xz]),
(1.51)
em que y1 = x(21) € X2 = x(22);
(il) para k = 0 tem-se
fK[DC(Z17Z2)] = fn(X? - Xl) (152)

= frc[Xz] - fn[Xl],
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que é o mesmo que se obtém substituindo k = 0 na eq. (1.51);

(iii) para k < 0 tem-se
L.

sinh(v—k(x2 — x1))

[sinh(v/—kx2) cosh(v/—rX1) — sinh(v/—kx1) cosh(v/—Kx2)]

[sinh(\/—_ﬁxg)\/l + sinh®(vV/—rx1) — sinh(\/—_mxl)\/l + sinh?(vV—rx2)]

fm[DC(Zb 2’2)} =

g

&‘

—K
1

—K

.

= fn[X2]\/1 + sinh?(vV—rx1) - fn[Xl]\/l + sinh?(vV—=rx2)
= felx2] V31— K f2xai] — fn[Xl]\/ L — kf2[x2])-

(1.53)

que ¢ idéntica a eq. (1.51).
Diante disso, a distancia de diametro angular entre dois objetos em diferentes

redshifts z, e z3, tal 2o > 21, é

1 Dy(=)’ Dar(z)\’
D = Dy, 1+ Q, — Dy, 1+ Q, .
(21, 22) 1+ ) M(ZZ)J + 320 ( Dn ) m(z)y |1+ Qo Dn
(1.54)
Vale notar aqui que z; = 0 implica em
DM(Z)
D = 1.55
)= Ty (1.5%)
e que, para {2, 9 = 0,
1+z
DA(Zl,ZQ) DA(ZQ) ul)A(Zl), (156)
(1 + 22)

ou seja, mesmo para £ = 0 (espago plano), D4(z1,22) # Da(z2) — Da(z1).
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2 Formacao de Estruturas

Neste segundo capitulo, funcoes e quantidades relacionadas ao contraste de densi-
dade de matéria serao abordadas nas segoes 2.1 e 2.2, enquanto a evolugao temporal do
contraste de uma perturbagao sera descrita no regime nao-linear na se¢ao 2.3. Em seguida,
a evolucao de uma perturbacao serd resgatada do regime nao-linear para o regime linear
na secao 2.4 e, por fim, as definicoes de altura de pico e de massa caracteristica serao

abordadas na secao 2.5.

2.1 Funcoes de Correlacao e Espectro de Poténcia

Nesta secao, serao apresentadas as funcoes de correlacao de n-pontos e o espec-
tro de poténcia das flutuagoes do campo de densidade de matéria. As principais fontes
consultadas foram (COORAY; SHETH, 2002) (sec. 2.1), (NORMAN, 2005) (sec. 2.2),
(ZENTNER, 2007) (sec. 2) e (MARTINS, 2015) (sec. 3.2).

Em um certo redshift z, as flutuagdes no campo de densidade de matéria do uni-
verso p(Z, z) relativas a densidade média de matéria p,,(z) podem ser caracterizadas pelo
contraste de densidade de matéria

. p(fa Z) — pm(z>
§(Z, 2) . (2.1)
Pm(2)

A partir desse contraste de densidade §(Z, 2), as fungoes de correlagdo de n-pontos séo

definidas, no espaco das coordenadas reais,
(1, .o, Tpy 2) = (0(21, 2)...0(Z,, 2)), (2.2)
de forma que a funcao de correlacao de dois pontos é dada por
& (T, Ta, 2) = (0(1, 2)0(T2, 2)), (2.3)

em que (q) é o valor esperado da variavel estatistica ¢ dado um conjunto de amostras (tam-
bém chamado ensemble). A fungao de correlagao de dois pontos d&, entao, a correlagao

estatistica entre (2, z) e d(Z, 2).

A transformada de Fourier do contraste de densidade de matéria é
5(E, 2) = / 8(Z, 2)e T Pz (2.4)

e a transformada inversa é

5(7,2) = / 5(k, 2)e R, (2.5)
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Figura 3 — Espectro de poténcia linear atual P(k,z = 0). Os dados, com as respectivas
barras de erro, sao um compilado de diferentes medicoes, tanto de anisotropias
da radiacao cosmica de fundo quanto da distribuicdo em grande escala de
galdxias, abundancia de aglomerados, distor¢oes na forma de galdxias (sinal
do lenteamento fraco) e floresta Ly-«. Sobreposto aos dados, tem-se a curva
continua dada pclo modclo tcérico de um universo com €2, = 0, €2, 90 = 0,28,
0/ Qno = 0,16, h = 0, 72. Imagem retirada de (TEGMARK et al., 2004).

tal que

e - 1 A
Opirac(k — k') = / BRIy (2.6)
¢ o delta de Dirac.

O espectro de poténcia das flutuagoes de densidade de matéria P(k,z), por sua

vez, ¢ definido pela relagao
(80, )3 (1", 2)) = (27) O pigaclF — F)P(k, =), (2.7)

em que k = |k| e 8*(K', z) denota o complexo conjugado de 6(K', z). O espectro de poténcia

atual pode ser obtido a partir de diversas medic¢oes, conforme mostrado na Figura 3.

No paradigma do Modelo Padrao, assume-se que o contraste de densidade ao final
do periodo da inflacio (denominado contraste de densidade primordial) é um campo
gaussiano homogéneo e isotropico. Homogeneidade implica que a funcao de correlacao
de dois pontos é invariante por translagdes, ou seja, implica que & (%, T, 2) é funcdo
apenas do vetor que separa os pontos T e T, i.e. & (T, To, 2) = &(Th — To,2). J4 a

isotropia implica que a fungao de correlagdo de dois pontos é invariante também por
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rotagoes, de modo que (%, 79, 2) é funcao apenas da distancia entre os pontos ¥y e s,
Le. &(T1, T, 2) = &(|Th — 7o), 2).
Assim, a fungdo de (auto)correlagao de dois pontos, também denominada fungao

de correlagao matéria-matéria, pode ser calculada por

&(ry2) = Emm(r, 2) = (0(Z, 2)0(T + 7, 2))
4’k Ak —ik.Z ik (T4 LoAS* (L
:/(27r)3/W6 ¢F-EN (5, )8 (K, 2)

d®k / 3K

e_i(];_l?)'ieiEl'F(2ﬂ->36Dirqc(E - IZ,)PU{:: Z) (28)

iE.Fd3k

|
~~
)
3
S—
w
<
—~
=
N
N—
)

em que no ultimo passo foi utilizada a identidade
/ e'kreost send) = 2jo(kr) (2.9)
0

(MEHREM, 2011) (eq. 2.6 do artigo, com L = 0), jo(kr) = sen(kr)/kr é a fungao esférica
de Bessel de primeira espécie e ordem zero e 6 é o angulo entre Eer N ote, na pentultima
linha da eq. (2.8), que a fung¢do de correlagdo de dois pontos e o espectro de poténcia

formam um par dc transformada dc Fouricer, rclagao conhecida como Teorema de Wicner-
Khinchin (ver, por exemplo, (WEISSTEIN, 2021)).

2.2 Variancia do Contraste de Densidade de Matéria

Nessa se¢do, a variancia do contraste de densidade de matéria sera calculada.
Foram consultados principalmente os trabalhos (COORAY; SHETH, 2002) (sec. 2.1),
(ZENTNER, 2007) (sec. 2) e (PENNA-LIMA, 2010) (sec. 2.2).

Como a distribuicao do contraste de densidade é assumida Gaussiana, pode-se

determina-la completamente por sua variancia
V(8(Z,2)) = (8%(Z, 2) — (8(F,2))*) = (6°(Z, 2)), (2.10)

em que (0(%, z)) = 0 conforme eq. (2.1).

O contraste de densidade de matéria filtrado em uma escala R é dado por
o, R.2) = [ W(lg - 7, R)S(5, )&y, (2.11)

em que W(|§ — |, R) é funcdo janela (também denominada funcao filtro). Perceba que,

de acordo com essa defini¢ao, a funcao janela tem unidades de inverso do volume.



40 Capitulo 2. Formacgio de Estruturas

0.5 1.2
1.0 1
0.4
0.8
_ 0.3
L4 —~ 0.6 1
E; g
zg l§
a 0.4 -
* 0.2
0.2 A
0.1
0.0 -
0.0 T T T -0.2 T T T T T
-2 -1 0 1 2 -30 -20 -10 0 10 20 30
X/R kR

Figura 4 — Fungao janela do tipo cartola (fop-hat) no espago real (a esquerda) e no espago
de Fourier (a direita). Gréficos gerados com auxilio de ferramentas disponiveis
nos pacotes NumPy (HARRIS et al., 2020) e matplotlib (HUNTER, 2007).

A variancia de §(Z, R, z) pode ser entao calculada, conforme eq. (2.10), por
0*(R, 2) = (0*(7, R, 2))

= [ B VT/ 7— 7. R 43 /W 7 — 7. R d’k K —ik. ik 5]; 5* E/
N e Y oy R )

~ ~ ddk ] ad =
_ / Py W (|7 — 7|, R) / &y W (7 — 7|, R) / oE / Pile T T 5k~ )Pk, 2)

kEP(k, Z)/dgyW(W— f|,R)€_iE'g/d3y/W(|g¥ . :T:’|,R)eiw

1 B . 5

= [ @kPs.2) [ @V (17— 71, R)e D [ iy W (g ), R)e™ 7=
d3

—/ Pk, 2)|W (k, R)|?

——/ 2P (k, 2)|W (k, R)|2dk,

27?2
(2.12)

de modo que a probabilidade de se obter um valor de §(Z, R, z) entre § e § + dd é dada

pela funcdo distribuicdo de probabilidade Gaussiana

. 1 [
p(O)_—ZW(j?(R,z) p( —202(}%72)). (2.13)

Uma escolha comum para a funcdo janela é uma regiao de volume esférico de raio
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R no espaco real, tal

. 3 <R
Wrn(x, R) = { o= (2.14)

0, sex>R’
conhecida como fungao janela do tipo cartola (em inglés, top-hat window function), con-
formc apresentado na Figura 4. No cspago de Fouricer, cssa fungao jancla do tipo cartola

é dada por
WTH(k, R) = /VT/TH(ZII,R)GiE'Edsf
2T pmopo0 .
— / / / W (z, R)e™ ™ 12 sinfdzdde
o Jo Jo

3 2T o RO
P / / / eFwe0s0 12 ginfdrdfde
T o Jo Jo

3 ™R ikxcost, .2
2R3/0 /0 e x“sinfdxdo
3 (B
: R
= kiRS/o sen(kx)xdx
3 [sen(kR)— (kR)cos(kR)
kRS k2
_ 3 [sen(kR) — (kR)cos(kR)
kR (kR)?
3 .
= ﬁ]l(

kR),

em que j;(kr) é a funcdo esférica de Bessel de primeira espécia e ordem um.

2.3 Crescimento N3o-Linear das Perturbacdes (Modelo de Colapso

Esférico Top-hat)

A estrutura césmica atual resulta de todo um processo de amplificacao das flutu-
agoes (ou perturbagdes) iniciais. Existem diferentes teorias para descrever a evolugao do
contraste de densidade em diferentes regimes. Para |§] < 1 tem-se o regime de crescimento

linear e para |d| > 1 tem-se o regime de crescimento nao-linear.

Para explicar as estruturas que existem atualmente, como galaxias e aglomerados
de galaxias, a teoria de crescimento nao-linear das perturbagoes cosmoldgicas é necessaria,

ja que o contraste de densidade de matéria nessas estruturas ¢ muito maior que 1.

Nessa se¢ao, o modelo de colapso esférico top-hat sera apresentado, seguindo as
descrigoes de (PADMANABHAN, 1993) (cap. 8) e (SUTO et al., 2016) (sec. 2). Nesse
modelo, serd considerada a evolugao de uma perturbacao esfericamente simétrica de den-

sidade constante e igual a p(1+4) dentro de um raio R, que pode, entdo, ser descrita pelo
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perfil de densidade
p(1+9), parar <R
o(r) = { (1+9) 216

0, parar > R
onde p ¢ a densidade média do universo ¢ (> 0) ¢ contraste de densidade da perturbacao.

Vamos considerar, ainda, que o universo ¢ um universo Einstein-de Sitter, ou seja,
um universo plano (v = 0) ¢ formado apcnas por matéria (€2, = 1), dc modo quc a
densidade média do universo ¢ a densidade de matéria, i.e. p = p,,. Essa suposi¢do é uma
boa aproximacao para descrever a distribuicio de matéria em uma regiao onde um halo

de matéria escura (ver se¢ao 3.1) se encontra no nosso universo.
A evolugdo temporal do raio R da perturbacgio é descrita pela expressao

d’R GM
- 2.1
dt? R%” (2.17)

assumindo (auto)gravitacao Newtoniana. Integrando em relagao ao tempo ¢, tem-se

1/dR\?> MG
Z(Z2==) =5 2.18
(@) — & - 215)
cuja solugao, para FE < 0, é dada na forma paramétrica
R = A(1 — cosh) (2.19)
e
L+ T = B(# — senb), (2.20)
onde as constantes A e B estao relacionadas por
A3
B = GM (2.21)

e a constante 1" permite definir as condi¢des iniciais.

A medida que @ — 7, a perturbagao csférica sc expande como todo o universo,
até que o raio R atinge o seu valor maximo e depois comeca a diminuir (ver Figura 5).
E comum normalizar ¢ ¢ R pelos valores que assumem quando o raio atinge esse valor
méximo, no periodo do turn-around, t,, = t(0 = 7) = 7B e Ry, = R(0 = w) = 24, de

forma que as egs. (2.19), (2.20) e (2.21) podem ser reescritas

R= B;ta (1 — cosb), (2.22)
thl,
t =—(0 — send), (2.23)
7r
¢ R3 2
™ _ G (2.24)
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Figura 5 — Evolucdo de uma perturbacao esférica top-hat em um universo Einstein-de
Sitter (€2, = 1). Para £ < 0 (ver eq. 2.18) a perturbacio esférica atinge um
raio maximo Ry, em um certo instante t;,, depois colapsa e sofre virializacao.
A virializacao ocorre quando R = %Rm. Imagem adaptada de (NORMAN,
2005).

Retornando a eq. (2.16), o termo entre paréntesis, (1 + §), é definido como sobre-
densidade A, tal

A=(1+6) =2 (2.25)
p
em que
3M
= 2.26
¢ a densidade dentro da csfera de raio R ¢ massa total M ¢
3H? 1
5= p, = — 2.27
pP=>r 87G  6wGt? (227)
é a densidade do universo, ja que para um universo Einstein-de Sitter H = %til.
Substituindo as eqs. (2.26) e (2.27) em (2.25), tem-se
9 ¢2
A=-—GM, 2.2
) LSO, (225)
em que as eqs. (2.22), (2.23) e (2.24) podem ser inseridas de maneira que
9 (0 — senh)?
A=, 2.29
2 (1 —cosh)? (229)

A medida que 6 — 27, tem-se o colapso e a virializagao da perturbagao (Apéndice
A), tal que ty, = te = t(0 = 2m) = 2ty e Ry = R(0 = 27) — 0. Entretanto, a
sobredensidade A, = A(f = 27) diverge.

Essa indefinicdo em A,;,. pode ser superada utilizando a conservacao da energia,

Uta = Tvir + [;T'uz’rv (230)
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j& que a energia cinética no turn-around Ty, é igual a zero, e o teorema do virial (ver

Apéndice A),
Tvir = _%L_Tm'r, (231)

de forma que

_ 1=
Uta - 5[]“‘,«. (232)

Como a energia potencial é proporcional a r~ !, tem-se que R,;, = %Rm, de modo que,

substituindo juntamente com t,;. = 2t;, e a eq. (2.24) em (2.28), chega-se a
Avirpas = 187% =~ 178, (2.33)

tal que o contraste de densidade critico para colapso (virializagdo) de uma perturbagao

esférica no regime nao-linear em um universo Einstein-de Sitter é dado por

S = §(tuir) = A(tir) — 1 & 177. (2.34)

Para outros modelos de universo diferentes do Einstein-de Sitter, tem-se diferentes

expressoes para o calculo da sobredensidade do virial. Para 2,9 = 0,
Avir (0,.0—0)(2) = 1877 + 82z — 3927, (2.35)

e para 2y 9 = 0,
Apiry (@ 0=0)(2) = 187" + 60z — 3227, (2.36)

em que z = Q,(2) - 1, conforme (BRYAN; NORMAN, 1998) (scc. 2.1). Para o modclo
de concordancia ACDM (£2,,0 ~ 0,3 e Q0 ~ 0,7), tem-se

Avir,(ﬂm,o:0,3;QA,o:0,7) (Z - 0) ~ 358, (237)

conforme (PERCIVAL, 2005) (sec. 8).

2.4 Contraste de Densidade Critico para Colapso no Regime Linear

A evolucgao linear do contraste de densidade pode ser recuperada no limite em que
t é pequeno (equivalente a 6 pequeno). Expandindo em séries de Taylor as eqs. (2.22),
(2.23) e (2.29) para 0 < 1, tem-se

= %“92 + 00", (2.38)
bia p3 5
= -_— 2.
t =52+ 0F) (2.39)
¢ 3
A=1+—0*+0("), (2.40)

20
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de modo que

3
f=A—1= %62 +0(0Y), (2.41)
ou ainda, substituindo a cq. (2.39) na cq. (2.41),
3 t\3
N — — ] . 2.42
W~ 55 (6”%) (242)

Logo, no regime linear, as perturbagoes evoluem tal ¢ o £3.

Para ., = 2t;,, tem-se o contraste de densidade critico para colapso no regime
linear (em inglés, critical linear overdensity of collapse ou linear overdensity threshold for

collapse) em um universo Einstein-de Sitter

linsar _ g (3;) "~ 1, 686. (2.43)

Para modelos de universo diferentes do Einstein-de Sitter (que, lembrando, é plano

e nao possui energia escura), tem-se pequenas corregoes (ver dedugoes em (MO; van den

BOSCH; WHITE, 2010) (sec. 5.1)). Para universos com curvatura (k # 0) e sem energia
escura (A = 0),

B oy = OB O ()21 (2.44)

)

Ja para universos planos (k = 0) e com energia energia escura (A > 0),

52?:%,A>0) - 5c.EdS [Qm(tvir)]o’m%- (245)

De qualquer forma, ambas corre¢bes dependem fracamente de €2, (t.:), tal que a eq.
(2.43) é valida como boa aproximagao para diferentes modelos cosmolégicos em diferentes
redshifts, inclusive para o modelo de concordancia ACDM (€,,0 = 0,3 e Q¢ ~ 0,7),

para o qual, em z = 0,
5531;?51’“10:0,3@&0:077)(”2 =0) &~ 0,9946, gas ~ 1,675, (2.46)

conforme (PERCIVAL, 2005) (sec. 5).

2.5  Altura de Pico e Massa Caracteristica

Nessa se¢ao, os conceitos de altura de pico (em inglés, peak height) e massa carac-
teristica (em inglés, characteristic mass) serao abordados baseando-se em (GAO et al.,
2008) (sec. 3.2), (KRAVTSOV; BORGANI, 2012) (sec. 3.2.2) e (DIEMER, 2018) (sec.
3.1).

Conforme visto na secao 2.2, ja que foi assumida uma distribuicdo Gaussiana para
o contraste de densidade de matéria §, a importancia estatistica de um pico no campo

de densidade de matéria pode ser quantificada pela razao d/o, em que o é a variancia da
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distribuicao. Assim, para uma dada escala de massa M, que se relaciona com a escala R

por A
M = (== 0)R, (2.47)
a altura de pico é definida
V(M z) = _22) (2.48)
T o(M,z) '

em que d.(z) é o contraste de densidade critico para colapso no regime linear em um certo
redshift z (ver scc. 2.4) ¢ o(M, z) ¢ a variancia do contraste de densidade de matéria lincar
na escala M e redshift z. Note que além da dependéncia explicita com M e z, v(M, z)

depende do modelo cosmolégico e das condigoes iniciais.

A partir da altura de pico, define-se a massa caracteristica M, (z) por v(M,, z) =1
ou, equivalentemente, o(M,, z) = d.(z). Essa defini¢do proporciona tanto uma forma de
ajustar dimensoes fisicas em simulagoes quanto de comparar o tamanho de halos (ver

sec. 3.1) entre simulagoes em que foram assumidos diferentes modelos cosmolégicos (ver

(NAVARRO; FRENK; WHITE, 1997)).

Uma vez que (M, z) diminui rapidamente tanto com o aumento de M quanto
com o de z, enquanto 6.(z) possui uma dependéncia fraca com z, quanto maior o valor da
altura de pico associada a um halo, mais raro ele é. Dessa forma, v(M, z) > 1 correspode
aos halos mais raros, de massa M > M,, que se encontram associados aos maiores

aglomerados de galdxias.
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3 Aglomerados de Galaxias e Halos de Mate-

ria Escura

Nesse capitulo, serd apresentada brevemente a historia da formacao dos grandes
halos de matéria escura e como eles se conectam aos aglomerados de galaxias. Serdao apre-
sentadas, ainda, algumas caracteristicas desses halos e como se convencionou descreve-los.
Essa revisdao é baseada principalmente nos trabalhos de (ADHIKARI, 2018) e (SCHNEI-
DER, 2006) (caps. 6 e 7).

3.1 Conexao entre Halos e Aglomerados

Apenas uma pequena parcela (~ 5%) de todo o conteiido material do universo é
matéria barionical, isto ¢, prétons, néutrons, clétrons cte, que compdem a matéria visivel.
Todo o resto é formado por um outro tipo de matéria que s6 interage gravitacionalmente

(ou interage muito fracamente com os fétons), denominada matéria escura.

A matéria escura encontra-se basicamente agrupada na forma de halos, amontoa-
dos que se mantém unidos por interagoes gravitacionais. Esses halos foram se formando,
ajuntando e interagindo uns com os outros ao longo da histéria da evolugao do universo,

de forma que apresentam diferentes tamanhos e formas, além de subestruturas.

O Modelo Padrao da Cosmologia Moderna diz que, ao final do periodo da inflagao,
época de expansao subita (quase exponencial) do espago-tempo, pequenas inomogeneida-
des de matéria existiam no universo, ainda ndo muito grande e cuja densidade de matéria
era praticamente homogénea. Essa inomogeneidades foram amplificadas a medida que o
espago-tempo continuou a se expandir nos periodos posteriores ao da inflacdo, seguindo
o abordado nos Capitulos 1 e 2. Assim, pogos gravitacionais foram formados nas regioes
de maior densidade, que continuaram a ficar ainda mais densas com o tempo, ao acretar
mais e mais matéria, ja que a interacao gravitacional se da apenas de forma atrativa.
Por outro lado, as regioes de menor densidade também passaram a ficar cada vez menos

densas.

Tanto a matéria escura quanto a matéria baridnica sofrem e sofreram esse pro-
cesso de se aglomerarem. No entanto, como a matéria baridnica interage eletromagne-
ticamente com fétons, ela s6 passou a se aglomerar bem mais tarde do que a matéria

escura, principalmente ap6s o periodo da recombinacao. Dessa forma, a matéria barionica

L Apesar de ter esse nome, esse termo refere-se & todas as particulas que interagem com a radiagio

eletromagnética: barions, 1éptons etc. O nome é devido ao fato dos léptons possuirem massa muito
mcenor que os barions.
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foi atraida gravitacionalmente pelos pogos de potencial gerados pelos "pequenos amon-
toados"de matéria escura que ja haviam se agrupado e, com isso, passam a formar as

primeiras estruturas.

Uma vez que a matéria - tanto baridnica quanto escura - entra num desses pocos de
potencial, ela passa a descrever uma 6rbita que é muito mais determinada pelas interacoes
gravitacionais dentro do poco do que pela expansao coésmica. Porém, esses dois tipos de
matéria se configuram em um halo de formas diferentes. A matéria baridénica pode emitir
radiacao ao interagir com outras particulas e colidir consigo mesma, o que faz com que ela
perca momento angular e caia em direcao ao centro do halo, formando galaxias, estrelas
e tudo que é visivel. Ja a matéria escura, por interagir muito fracamente eletromagneti-
camente, ndo tem seu momento angular reduzido por efeitos eletromagnéticos e, logo, se

estende por distancias maiores ao redor das galaxias, dos aglomerados de galaxias etc.

Assim, os aglomerados de galdxias surgem como o ltimo estigio da formacao hie-
rarquica de estruturas no universo, ou seja, estao associados aos maiores (e mais massivos)
halos?, que por sua vez se associam aos mais raros picos do contraste de densidade de
matéria (ver sec. 2.5). Além disso, como um sistema de particulas no universo orbitando o
centro de um poco de potencial passa, ap6és um grande periodo de tempo, a assumir uma
configuracao de equilibrio dinamico, tal que o sistema passou a satisfazer o Teorema do
Virial (ver Apéndice A), tem-se que os aglomerados de galaxias sao estruturas proximas

do equilibrio dinamico.

3.2 Sobredensidades Esféricas

Para se definir a massa de um halo, normalmente se define a massa de uma so-
bredensidade esférica (em inglés, spherical overdensity (SO)), i.e. a massa dentro de uma
uma esfera cujo centro coincide com o centro do halo e que engloba uma densidade A
vezes uma certa densidade de referéncia. A massa Ma(z), o raio ra(z) e a densidade pa(z)

de uma sobredensidade esférica A(z) se relacionam, em um certo redshift z, por

4

§7rr3A(z)pA(z) = Ma(z), (3.1)
pa(z) = A(2)pres(2) (3.2)
Ma(z) = /OTA(Z) 4 p(r)ridr, (3.3)

em que as escolha para densidade de referéncia p,.r ¢ geralmente a densidade média

de matéria do universo p,, (conforme eq. (1.36)), a densidade critica do universo pg.;

2 A tftulo de curiosidade, o aglomerado de galaxias mais massivo conhecido até entdo em redshift z > 1

¢ o aglomecrado SPT-CL J2106-5844, de massa Magge &~ 1,04 x 10*° Mg (KIM ct al., 2019).
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Figura 6 — Densidade projetada de um halo de massa M,;, = 1,1 x 10"*M,h~! e baixa

taxa de acrecio I' = 0.8 (ver subsegao 4.1.4) em redshift = = 0 para uma
cosmologia com €, = 1 — Qp = 0,27 (ver eq. (2.37)). Os circulos concén-
tricos em branco indicam os raios 7, (curva sélida), 900, (curva ponto-
tracejada) € Tsprashoack (Curva tracejada). Imagem adaptada de (MORE; DI-
EMER; KRAVTSOV, 2015).

(conforme eq. (1.26)) ou a densidade do virial p,. (ver sec. 2.3), que, lembrando, de modo
geral variam com o modelo cosmolégico e com o redshift (DIEMER; MORE; KRAVTSOV,

2013).

O raio ra90m, entao, é aquele que define uma esfera, em um certo redshift, de
densidade média igual a 200 vezes a densidade de matéria do universo (pagom = 200p,,)
e 0 raio 500, é aquele que define uma esfera de densidade média igual a 500 vezes a
densidade critica do universo (pspoe = 500p¢it). O raio 7y, por sua vez, define uma esfera

de densidade média igual a densidade do virial p,;. (ver Figura 6).

Para 799, tem-se, em um certo redshift z,

4
§7T7’300m(2)9200m(z) = Maoom(2), (3.4)
em que
pa0om () = 200p,(2) (3.5)
e
“T200m (2)
Maoom(2) =/ drp(r)ridr. (3.6)
0
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Figura 7 — Diagrama do espago de fase (a esquerda) para halos resultantes de colapso
csférico (curvas ecm preto) ¢ de colapso com clipticidade e = 0.05 (mapa dc
cores) e perfis de densidade (& direita) para halos de diferentes elipticidades
iniciais com taxa de acregdo instantanea s = dlog(M)/dlog(a) = 3. A linha
vertical no grafico dos perfis de densidade indica o raio splashback previsto
pelo modelo de colapso esférico para essa taxa de acregao instantanea. Como é
possivel notar, a localizagao do raio splashback nao parece depender da elipti-
cidade inicial. Imagem retirada de (ADHIKARI; DALAL; CHAMBERLAIN,
2014).

3.3 Raio Splashback

Como discutimos na secao anterior, uma das defini¢coes para a fronteira de um
halo - ou de um aglomerado - é o raio que define uma esfera cuja densidade de matéria
¢ aproximadamente 200 vezes a densidade de matéria média do universo. Essa definicao

vem do modelo de colapso esférico top-hat, conforme exposto na segao 2.3.

Essa definicao convencional, entretanto, nao se configura como uma, fronteira fisica
para o halo, ja que ha evidéncias de que alguns efeitos dindmicos persistem fora dela. Vale
lembrar que no modelo de colapso esférico top-hat foi assumido que a perturbacio era
esférica e estava totalmente isolada, porém os halos reais geralmente nao sao esféricos -
i.e. apresentam triaxialidade - e aumentam de tamanho ao acretarem mais matéria e até

ao se fundirem com outros halos.

Existe uma outra definicao para a fronteira de um halo, relacionada a dinamica das
particulas que o compoe, que é a distancia na qual a matéria mais recentemente acretada
atinge o ponto mais distante antes de passar a orbitar e cair em dire¢ao ao centro do halo.

Este é o denominado raio splashback.

Quando as 6rbitas de diferentes particulas de matéria escura se encontram em

uma certa regiao, a velocidade delas em relacdo ao centro do halo - i.e. a velocidade
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Figura 8 — Diagrama do espago de fase (& esquerda) e derivadas logaritmicas do perfil
de densidade (& direita) para uma colecdo de halos de massa M,; = 1 ~
4 x 10*M,h~! identificados na Simulacdo MultiDark. No diagrama, a barra
de cor mostra o nimero (médio) de particulas em cada pixel do espago de
fasc. No grafico das dcerivadas logaritmicas, a curva ecm vermelho ¢ dada por
todas as particulas, enquanto a curva em azul é dada somente pelas particulas
com |v,| < 0,4v.. A linha vertical indica o raio splashback. Imagem retirada
de (ADHIKARI; DALAL; CHAMBERLAIN, 2014).

radial v, - tende a zero, o que faz com que elas figuem mais tempo nessa regiao, que
normalmente é estreita radialmente. Como consequéncia, a densidade do halo aumenta
bruscamente em localidades assim, formando as chamadas causticas. O raio splashback,

portanto, corrcspondc a localizagao da caustica mais cxterna, conforme Figura 7.

Adhikari, Dalal & Chamberlain (ADHIKARI; DALAT; CHAMBERLAIN, 2014),
ao comparar o diagrama do cspago dc fasc (tomado como uma média sobre uma colegao
de halos) com a respectiva curva da derivada logaritimica do perfil de densidade, conforme
Figura 8, observaram que o raio para o qual a derivada logaritimica é minima é o que
separa a regiao das particulas que estao em orbita da regiao de acrecao, ou seja, € o
raio splashback. Na mesma época, Diemer & Kravtsov (DIEMER; KRAVTSOV, 2014)
observaraim que a localizacao do raio splashback também depende fortemente da taxa de

acrecao de massa, i.e. do quao rapido o halo cresce em massa.

Como é possivel notar ao se comparar as Figuras 7 e 8, ao se tomar a média de

uma cole¢ao de halos, as cdusticas internas desaparecem.
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4 Perfis de Densidade de Matéria de Halos

de Matéria Escura

Nas ultimas décadas, diferentes simulacoes de N-corpos do colapso gravitacional
da matéria escura foram realizadas, buscando por um perfil de densidade de matéria uni-
versal para os halos de matéria escura. Como resultado, diferentes perfis esfericamente
simétricos existentes na literatura, como os modelos Hernquist (HERNQUIST, 1990),
NFW (NAVARRO; FRENK; WHITE, 1997), Einasto (EINASTO, 1965) e DK14 (DIE-
MER; KRAVTSOV, 2014), apresentaram-se como bons candidatos, em diferentes simula-
goes, para descrever a distribuicio de matéria de halos isolados de matéria escura. Nessa

capitulo serdo apresentados esses diferentes modelos de perfis de densidade citados.

O foco principal da maioria desses estudos e simulagoes foi na regidao mais interna
dos halos, de forma que, excetuando-se o perfil DK14 que sera apresentado por ultimo,
os outros modelos nao apresentam-se como boas descricoes para grandes distadncias do
centro. Uma forma de tentar tornar esses outros modelos mais realistas para grandes
raios € escrever o perfil de densidade total do halo como a soma de um perfil de densidade

interno pi: () € um externo pex(r), tal que

Ptot<r) = pint(r) + cht(ﬂ, (4-1)
onde r ¢é a distancia ao centro do halo. A derivada logaritimica desse novo perfil é
dln(ptot) . r [dpznt + dpext]

(4.2)

din(r)  pe | dr dr

Existem também diferentes modelagens para o perfil externo. Algumas delas serao

apresentadas ao final deste capitulo.

4.1 Perfil Interno

4.1.1 Perfil Hernquist

O perfil Hernquist (HERNQUIST, 1990) é um modelo proposto para descrever
a distribuicao de matéria em galéxias elipticas e bojos de galaxias. Uma de suas parti-
cularidades é que pode ser usado para calcular propriedades observaveis dessas galdxias
e estruturas, como a dispersao de velocidades e o brilho superficial projetado, de forma

analitica e utilizando func¢oes elementares.

Esse perfil é expresso matematicamente por

pumr(r) = s (4.3)

(F) 0+ ()
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em que rs € o raio de escala e p, é a densidade caracteristica, de forma que é determinado

por esses dois parametros apenas.

Dubinski & Carlberg (DUBINSKI; CARLBERG, 1991), utilizando simulagoes de
N-corpos para o colapso gravitacional individual de halos - apenas um halo por caixa de
simulacao por vez - de matéria escura fria, chegaram ao resultado de que a distribuicao
de densidade proposta por Hernquist descreve bem o perfil de densidade de halos até
aproximadamente r / 2r;. Isso, para halos na escala de galaxias. Além disso, observaram
que essa distribuicao de densidade também implica em um perfil de velocidade circular
de halos que concorda, até um raio de 30 kpc, com a inferida contribuicao desses halos

nas curvas de rotacao de galdxias espirais, como a NGC 3198.

Tomando a derivada em relagao ao raio r da eq. (4.3), tem-se

1 T T
%pHER(T) = —pHER™ Q _E TS) +)3r3 ; (4.4)

1L

Ts

Ts

de forma que a derivada logaritmica do perfil é dada por

din(prpr) 3
— Y = 14+ L, 4.5
ain(r) (+ o) (45)

ou seja, para r < rg assume o valor —1 (i.e., p(r) oc r~1) e para r > r, assume o valor
—4 (i.e., p(r) ocr ).

Utilizando a defini¢ao da eq. (3.3) para o perfil Hernquist, a massa de uma dada

sobredensidade é

AQ:/AM——Ji—gﬁw (4.6)
0 T

tal que realizando a substitui¢do u = 1+ r/rs, du = dr/rs, e definindo o pardmetro de

concentragao ca = ra/7s, chega-se a

2
C
My = 2mprd—2 4.7
A TP rs (1 + CA)Q ( )
Combinando as eqs. (3.1) e (4.7), tem-se
2 2
ps = §/)ACA(1 +ca) (4.8)

de modo que o pardmetro densidade caracteristica p, pode ser obtido a partir de cp e de

pA, € o parametro raio de escala rg, a partir de ca e de ra.

4.1.2 Perfil NFW

A partir de simulagoes de N-corpos posteriores a de Dubinski & Calberg (DU-
BINSKI; CARLBERG, 1991), Navarro, Frenk & White (NAVARRO; FRENK; WHITE,
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1997) encontraram que os perfis de densidade de halos de matéria escura fria em equili-
brio resultantes da formacdo hierdrquica de estruturas' tém aproximadamente a mesma
forma, independentemente da massa do halo, dos valores dos pardametros cosmoldgicos e
do espectro de poténcia das flutuagoes iniciais. Isso, para halos que vao desde a escala
de galaxias anas até a de ricos aglomerados de galaxias. Para explicar esse padrao, pro-
puseram que as fusdes e colisdes que ocorrem durante a formacao de um halo parecem
atuar de forma a produzir uma configuracao de equilibrio que nao depende das condigoes
iniciais.
Esse perfil de densidade, denominado perfil NFW, é dado por

- P (4.9)

() (=)

em que 7 € o raio de escala e p; é a densidade caracteristica. Nesse modelo, assim como

pnEw (1)

no modelo de Hernquist, o perfil de um halo em equilibrio pode ser descrito por apenas

dois pardmetros, 7, € ps.

Tomando a derivada da eq. (4.9) em relacao a r, tem-se

d L1+L)+2%
—pNEW(T) = —pNFW —— -, (4.10)
& A
de modo que a derivada logaritmica do perfil é dada por
dnlpnew) -y | (4.11)
dlnr) (1+2)

que para 1 < 74 assume o valor —1 (p oc 771) e para r > r, assume o valor —3 (p oc 772),
tal que o perfil NFW difere do perfil Hernquist no seu comportamento assintotico em

r > 1y (ver primeiro grafico a direita da Figura 16).

De acordo com a definigao da eq. (3.3), para o perfil NFW a massa de uma dada

sobredensidade é

1, A Ps 2
M = / dr | — P |2, (4.12)
© ()
tal que realizando a substituicdo u = 1 + r/rs, du = dr/rs, e definindo o pardmetro de

concentragao ca = ra/7s, chega-se a

Ma = 4mpgr? {ln(l +ca) — 1 j_A } . (4.13)
A

Utilizando as egs. (3.1) e (4.13), tem-se

1 c
Ps = S PA c )
_ A
37 In(l+ca) — 1525
O processo denominado formagao hierdrquica de estruturas é aquele no qual as estruturas maiores
sdo formadas a partir de fusdes de estruturas menores. Dessa forma, os maiores objetos existentes sédo

normalmente mais recentes ¢ resultam de objetos menores, que foram formados anteriormente.

(4.14)

1
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de modo que, novamente, o parametro ps pode ser obtido a partir de ca e de pa, € 0

parametro r, a partir de ra e ca.

Dessa forma, dada a massa e a densidade de uma sobredensidade, i.e., Ma e pa,
tem-se o raio ra pela eq. (3.1), e, juntamente com o pardmetro de concentragio ca, tem-se

os paramatros 7 € ps necessarios para se descrever o perfil.

Vale ressaltar que, como as densidades de referéncia p,.y costumam evoluir com
o tempo, pa € Ma também se alteram, apesar de fisicamente o halo nao estar evoluindo
em massa. A esse efeito se d4 o nome pseudoevolucao de massa de um halo. Para alguns
detalhes, ver Apéndice B.

4.1.3 Perfil Einasto

O perfil Einasto (EINASTO, 1965) foi proposto para descrever o brilho superficial
de galéxias early-type e de bojos de galaxias espirais. Simulagdes de N-corpos posteriores
a de Navarro, Frenk & White (NAVARRO; FRENK; WHITE, 1997), como Merritt et.
al. (MERRITT et al., 2006) e Hayashi & White (HAYASHI; WHITE, 2008), mostraram
que modelos com trés parametros, como o perfil Einasto, se ajustam melhor que modelos
de apenas dois parametros, como o perfil NF'W, para descrever a distribuicdo de matéria
na regiao interna dos halos de matéria escura fria. Merritt et. al. (MERRITT et al.,
2006) fizeram esse estudo para escalas tipicas de galdxias até as escalas de aglomerados
de galaxias, assim como Hayashi & White (HAYASHI; WHITE, 2008) consideraram halos

com massas no intervalo 4 x 10°°Moh ™t < Mogg,, < 4 x 10 Moh 1.

O perfil Einasto? é dado por
=2 [/ 7\*
pEIn(r) = psexp {— [(—) - 1} } ; (4.16)
a L\rg
em que 7, € o raio de escala, p; = pgrn(rs) € a é um pardmetro adicional.

Tomando a derivada em relagao ao raio r, tem-se

d 2 r\%
%,OEIN(T) = _;PE‘IN <7’_s> ) (4-17)

dc forma quc a derivada logaritmica do perfil ¢

dln(pEIN) I <L>a
din(r) rs)
2 Vale ressaltar que esse perfil é uma versdo tridimensional do perfil de Sérsic, escrito usualmente como
um perfil de intensidade luminosa, tal
R\ 7
<R_e> ~1 } (4.15)

em que R é o raio projetado no plano do céu, R, é o raio efetivo, I. = I(R.), n é o indice de Sérsic
e 3, é um pardmetro que pode ser escrito em fun¢ao de n (RETANA-MONTENEGRO et al., 2012)
(scc. 1) (FURLANETTO, 2012) (subsce. 2.3.1)

(4.18)

](R> = ]ee:vp {_/Bn
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ou seja, uma lei de poténcia descrita pelo parametro «. Diferentemente do perfil NFW e
do perfil Hernquist, o perfil de Einasto nao possui derivada logaritmica assintotica para

pequenos raios (ver Figura 16).

A eq. (4.16) pode ser reescrita (ver (RETANA-MONTENEGRO et al., 2012))

como
r

pEIN(T) = pocTp l— (E)j , (4.19)

realizando as substituicoes

1
n=—, p02p862n7 h =
0}

A partir da eq. (3.3), para o perfil Einasto (na forma da eq. (4.19)), a massa de

uma certa sobredensidade é

s N
My = / 4 poexp | — (E) r2dr, (4.20)
0

de modo que realizando a substituicao u = (%) "odu = w " dr, tem-se

|~

hn

3=

""A)
h

Ma = 47rp0h3n/ e “u*" " du. (4.21)
0

Utilizando a fungdo gamma ['(a) = [;“e 't* 'dt e a fungdo gamma incompleta

inferior v(a,z) = [y e7"t*"!dt, a eq. (4.21) pode ser escrita

M = 4mpoh®nl(3n)P (3717 %) : (4.22)
em que P(a,x) = VF(((Z;;) (uma funcao jd implementada no pacote SciPy, ver (The SciPy

community, 2021)), ou ainda,

2 2c”
Ma = dnpglesqa127aT (§> P (ﬁ, i) . (4.23)
« o«
Combinando a eq. (4.23) com a definicao da eq. (3.1) e substituindo o pardmetro

de concentracdo ca = ra/rs, chega-se a

_ Apaal a2a
S m

a’ o«

P (4.24)

tal que o parametro ps pode ser obtido a partir de 3 parametros, pa, ca € a, enquanto o

parametro 7y, novamente, pode ser obtido a partir de 75 e ca.

O pardmetro «, por sua vez, depende da massa do halo, do redshift em que o halo

se encontra e também do modelo cosmolégico. Apesar dessas dependéncias com a massa
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Figura 9 — Dependéncia do parametro o com a massa M,;. do halo e com o redshift z (a
esquerda) e com a altura de pico v (a direita). As curvas sélidas correspondem
aos resultados obtidos na Simulagao do Milénio (em inglés, Millenium Simu-
lation) e as curvas tracejadas aos resultados obtidos em uma outra simulacao
menor, porém de melhor resolu¢do de massa. Imagem retirada de (GAO et al.,
2008).

e o redshift nao se darem de modo simples, Gao et. al. (GAO et al., 2008) encontraram
que « apresenta, em um universo ACDM com €2, = 0,25 e 2, = 0,75, uma dependéncia

simples com a altura de pico v, conforme Figura 9, dada por

a(v) = 0.155 + 0.00951°. (4.25)

4.1.4 Perfil DK14

Em simulagoes de N-corpos mais recentes, Diemer & Kravtsov (DIEMER; KRAVT-
SOV, 2014) chegaram a novas conclusoes sobre a universalidade dos perfis e sobre a sua
forma a distancias maiores do centro, até r ~ 9r,;.. Observaram que, para r 2 0, 5ragom,
os perfis NFW e Einasto nao descrevem bem a distribuicao de densidade de matéria
dos halos e, além disso, que os halos ndo possuem perfis universais, uma vez que a dis-

tribuicdo de matéria depende da taxa de acrecdo de massa. Isso, para halos de massa
M, > 1,7 x 101Myh~t em redshift entre 0 e 6.

Diferentemente dos perfis apresentados nas subsegoes anteriores, o perfil DK14 s6

faz sentido quando combinado a um perfil externo, tal

PDK14(7“) = PDK14,mt(7“) + pext(r)v (4-26)

cuja parte interna é dada pelo perfil Einasto multiplicado por um termo de transicao,

pDK14,z'nt(r) = pEIN(T)ftrans(r)a (427)
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Sorans(r) = [1 + (iﬂﬁ (4.28)

Ty
em que o parametro r; é denominado raio de truncamento. Esse parametro r, apresenta

um bom ajuste ao ser escrito na forma
re = (1,9 = 0, 18v)ra00m, (4.29)

quando fixa-se (3,7) = (4, 8), para o caso em que nao ha acre¢ao de matéria, ou na forma

7y = (0.62 + 118U T/ ) o0, (4.30)

quando fixa-se (f,7) = (6,4), para o caso em que ha acregdo de matéria, em que v é a

altura de pico (ver se¢do 2.5) e
~ Alog(M)

~ Alog(a) (4.31)

¢ a taxa de acrecao de matéria.
A derivada linear da parte interna do perfil DK14, eq. (4.27), é dada por
e , e |
d d r\P| B r\ B-1 r\P| B
——PDK14,int(T) = pEfN 1+ (—) - PEIN (—l> (_) 1+ <_> ’
dr dr T re) \ry T

(4.32)

de modo que a derivada logaritmica do perfil total pode ser calculada pela eq. (4.2).

4.2 Perfil Externo

O perfil externo é normalmente modelado por um termo de densidade ou por
uma combinagao de termos de densidade. Alguns desses termos serao abordados em mais

detalhes nas subsecoes adiante.

421 Termo de densidade média de matéria

Ao analisar halos na escala de galaxias em simulagoes de N-corpos para o modelo
padrao ACDM com €, 0 = 0,3 e Qx ¢ = 0,7, ajustando os perfis de densidade dos halos
tal p(r) = pein(r) + pm(2), Prada et. al. (PRADA et al., 2006) observaram que o termo
pm(z) pode ser ignorado se deseja-se analisar o perfil de densidade para r < 7., mas que

ele é importante se deseja-se analisar o perfil para distancias maiores.

O termo de densidade média de matéria p,,(z) é dado conforme eq.(1.36).

4.2.2 Termo de densidade de 2-halo

O termo de densidade de 2-halo captura a contribui¢ao (estatistica) de halos vizi-

nhos no perfil de um halo, uma vez que halos tendem a se formar perto de outros halos.



60 Capitulo 4. Perfis de Densidade de Matéria de Halos de Matéria Escura

10%F 1
> 3
10°E \‘\ 3
Y
10* o
[* S ;
10°F % 5
A
w 10°F \i;\\ 1
WY
1 \\.
10°F Y “ 1
Hime ey N
I o "2
— £ 4.0110:I<Mm<8.ﬁx10:|' N -
£om 1.6%10"" <M< 3.2x10 T 3
5 Eom a.4xlu”l~§um~:1.2xm'z e "--"f-\c ]
1077 €nm 2.56%10"<M;06<5.12410" N
— = fpm 1.024x10"%¢M,;<2.048x10" h 3
-2 £ 4.096x10"<M,0,<8.192x10"
ID - 14 4 ']
£rm 1.6384x10" <M< 3.2768x10 2
raaal MR R T | MR | R TIT | i1l
0.01 0.10 1.00 10.00

r (Mpc/h)

Figura 10 — Fungbes de correlagao cruzada halo-matéria (curvas tracejadas) e fungao de
(auto)correlagdo matéria-matéria (curva solida) obtidas na Simulagao do Mi-
l1énio (em inglés, Millennium Simulation), em z = 0. Imagem retirada de
(HAYASHI; WHITE, 2008).

Ele é modelado na forma

pan(1r; 2) = pm(2)Ean(r, 2). (4.33)

Essa modelagem vem da caracterizagio proposta por Hayashi & White (HAYASHI;

WHITE, 2008) para a fungao de correlagdo cruzada halo-matéria

élh(n Z)a para glh > §2h
m\T, %) = s 4.34
Sponr ) Eon(r, 2), para &ip < Eon ( )

em que

phalo(r7 Z)
§in(r,2) = ———— — 1, 4.35
) == (4:35)
com Prato(T, 2) = pint () + pm(2) seguindo o ajuste proposto por Prada et. al. (PRADA et

al., 2006), é o denominado termo de 1-halo e

th(r: Z) = b(V)fmm(T’, Z) (436)

é o denominado termo de 2-halo, dado pela multiplicagao do viés de halo (em inglés, halo

bias) b(v) pela fungio de correlagio matéria-matéria &, (r, 2)°.

3 Vale ressaltar que também nao hé consenso sobre qual funcao de correlacdo matéria-matéria usar.

Apesar de Hayashi & White (HAYASHI; WHITE, 2008) utilizarem a funcdo de correlagdo linear,
considerando o espectro de poténcia linear na eq.(2.8), Zu et. al. (ZU et al., 2014) j4 realizaram a
mesma modclagem utilizando a fungdo de corrclagdo ndo-lincar.
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Como é possivel observar na Figura 10, a funcao de correlacao cruzada halo-matéria
é definida em duas partes (representadas na eq. (4.34)) e apresenta uma transigdo acen-
tuada entre elas. Em pequenas escalas, ela é descrita pelo termo de 1-halo, que reflete o
perfil de densidade de um halo isolado, enquanto que, em grandes escalas, ela é descrita
pelo termo de 2-halo, que segue a funcao de correlagao matéria-matéria multiplicada por

um fator constante b(v).

Existem diferentes modelos para a dependéncia do viés de halo com a altura de
pico (ou com a massa de um halo). Um deles é o de Tinker et. al. (TINKER et al., 2010),
dado por

a

1%
=1-A Bb ¢ 4.
b(v) o + B’ + Cve, (4.37)
com
A =1,0+0,24yexp[—(4/y)"], a=0,44y — 0, 88, (4.38)
B =0,183, b=1,5,

C'=0,019 + 0,107y + 0.19exp|—(4/y)!],  c=2,4,
y = log;pA (sobredensidade A para p,ef = pn), v = v(Mam.2) € 6. = 1,686. Outros
modelos para b(r) estdo sumarizados em (DIEMER, 2018) (sec. 3.3).

4.2.3 Termo de lei de poténcias

O termo de lei de poténcias (em inglés, power law term) é uma aproximacao util
para descrever o perfil de densidade externo até r =~ 9r,;,. A distdncias maiores do centro,
é esperado que o perfil seja proporcional a fungdo de correlagdo matéria-matéria (ver
subsecao 4.2.2) e, a distancias ainda maiores, é esperado que o perfil atinja a densidade
média de matéria. Tal como proposto por Diemer & Kravtsov (DIEMER; KRAVTSOV,
2014), tem-se

S,
r
PPL,DKM(T) = pm(z) |:be (T ) + 1 5 (439)
pivot

dado por uma lei de poténcias somada a um termo de densidade média de matéria. Vale
ressaltar, que observaram que o ajuste desse modelo aos resultados da simulagao nao era

sensivel a uma escolha do parametro rp;,,: no intervalo 1 ~ 5730,

Uma variacdo do termo de lei de poténcias, conveniente para o ajuste de dados
observacionais (veja (BAXTER et al., 2017) e (CHANG et al., 2018)), é dada por
r\ —Se
pru(r) =po (=) . (1.40)
To
Apesar de possuir trés pardmetros (pg, o e S.), dois deles (rg e pg) sdo completamente
interdependentes, de forma que normalmente se fixa ry (por ex., 79 = 1, 5h"!Mpc) e restam
apenas dois parametros livres. Essa modelagem difere da apresentada na eq. (4.39) por

nao apresentar um termo de densidade média de matéria p,,(z).
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Uma outra variacao do termo de lei de poténcias é a implementada no pacote
Colossus (DIEMER, 2018), expressa por

be

()
Pmawx Tpivot

O parametro p,,.. € introduzido para garantir que esse termo nao tenha uma contribuicao

prrcor(r) = pm(z) (4.41)

significativa - e falsa - para pequenos raios. Vale ressaltar que essa modelagem também
ja foi utilizada para se ajustar dados observacionais (veja (UMETSU; DIEMER, 2017),

em que fixaram Tpivor = 57200m € Pmar = 10%).
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5 Teoria do Lenteamento Gravitacional

Nas proximidades de objetos astrondmicos massivos, a luz percorre geodésicas no
espago-tempo distorcido pelo campo gravitacional, sendo, portanto, desviada. Nessa se-
cao serao discutidos conceitos e equagoes basicas da Teoria de Lenteamento Gravitacional,
que descreve como a trajetéria da luz é desviada por um corpo massivo. As principais re-
feréncias utilizadas para compor essa segao foram (NARAYAN; BARTELMANN, 1996),
(SCHNEIDER; KOCHANEK; WAMBSGANSS, 2006), (FURLANETTO, 2012), (OLI-
VEIRA, 2017) e (UMETSU, 2020).

5.1 Equacdo da Lente

A principio, a propagacao da luz emitida por uma fonte é afetada por toda a
matéria existente entre ela e um observador. Porém, para simplificar, pode-se assumir que
o efeito do lenteamento gravitacional ocorre por um tinico objeto massivo, denominado
lente, em uma certa posi¢do entre a fonte e o observador. Se as distdncias de diametro
angular observador-fonte Dp, lente-fonte Dy e observador-lente Dy sdo muito maiores
que as dimensoes da lente, ela pode ser considerada como se estivesse contida em um

plano, denominado plano da lente. Essa é a chamada aproximacao de lente fina.

A Figura 11 esquematiza essa situacao. A fonte, em S, estd na posicao angular E,
a uma distancia 17 = DFE do eixo optico no plano da fonte. Um raio de luz que vem da
fonte tem parametro de impacto 5 = DLg no plano da lente e é desviado por um angulo

de deflexao &. O Observador, em O, vé a imagem da fonte em I, na posi¢do angular g,

Se os angulos 5, 5 e a sao pequenos, é possivel ver na Figura 11 que vale
0Dy = fDp + GDLp. (5.1)

Definindo-se o dngulo de deflexdo reduzido, tal

a eq. (5.1) pode ser reescrita
3=6-a), (5.3)

conhecida como equacao da lente, que relaciona a posicao angular verdadeira 3 a posicao
angular aparente 6 da fonte. Quando essa equacao apresenta mais de uma solucao para
um dado /3, uma fonte nessa posicao angular pode ser observada em mais de uma posi¢ao

angular «9_), i.e., a lente produz multiplas imagens da fonte.
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Figura 11 — Configuragao geométrica simplificada de um sistema de lente gravitacional.
Imagem adaptada de (UMETSU, 2020).

5.2  Angulo de Deflexdo

O angulo de deflexdao depende da distribui¢do de massa da lente e pode ser cal-
culado pela Teoria da Relatividade Geral. Assumindo aproximagao de campo fraco (que
serd apresentada adiante) e que as velocidades relativas da lente, fonte e observador séao

muito menores que a velocidade da luz, o médulo do dngulo de deflexao é dado por

AGM ()
AE) = ——— 7 5.4
em que GG é a constante gravitacional, £ é a distancia do centro da lente e M () é a massa

contida no raio €.

Nessa secdo serdo seguidos os passos de (UMETSU, 2020) (sec. 2.1) para se obter

a eq.(5.4). Uma outra forma de se obter a mesma expressao pode ser encontrada em
(CARROLL, 2004) (sec. 7.3).

Assumindo-se, entao, que a distribuicao de massa é estacionaria e isolada e que a
deflexdo da luz se dd no regime de campo fraco (|®y/c?| < 1), o elemento de linha nesse

espaco-tempo assintoticamente plano pode ser escrito

c2 c2

ds® = — (1 - 2%) Adt? + (1 - M)N) (da")? + (da”)” + (da®)°], (5.5)

em que 7/ = (ct, 2t 22, 23), Py é o potencial gravitacional Newtoniano e ¢ é a velocidade



5.2. Angulo de Deflexdo 65

da luz no vacuo. Diante disso, a métrica desse espago-tempo pode ser escrita pela soma
Guv = gfﬁj) + hy,y, (56)

em que gff;,) é a métrica de fundo (em inglés, background metric) e h,, é uma pequena

perturbagao (tal que |h,,| < 1), dadas por

-1 000
0 100
) —p = 5.7
g;u/ 77,# O 0 1 O ( )
0 00 1
(§]
2y 0
0 —Xx 0
h[/— ¢ P 58
H 0 0 _zfQN 0 ( )
0 0 0 —2x

em que 7, ¢ métrica de Minkowski.

A métrica inversa g™ e a métrica de fundo inversa ¢"** sio definidas por g+* o =

5 e gme gf(fl’) = 0¥, em que 0" é o delta de Kronecker, de modo que, em primeira ordem’!
de h,

g = g(b)w — (5_9)

com
hlLLV = g(b)/’“pg(b)yo-hpg (510)

A propagacao da luz no espago-tempo é descrita pelas equacoes que caracterizam

uma geodésica do tipo nulo,

Ak
o KN (5.11)
(S
G k"k” =0, (5.12)

9 o = (92 — 1) (g5) + hpu)
= g(b)upggl’)/) + g(b)uphpy _ h”pgg’) — h*"h,,
=8+ gOHeh,, — hegt) + O(1?)
=0 + g(b)””’hpl, _ g(b)/mg(b)n/fggi)l)haﬁ + O(h?)
=8+ gD hp, — g ey + O(R?)
=6+ g(b)””’h,,,, _ g(h)"”hw + O(hg)
=+ O(h?)
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em que

dxt(N)
m d\
¢é o vetor quadrimomento, A parametriza a trajetéria do raio de luz e F“uﬁ é o simbolo

(5.13)

de Christoffel de segundo tipo (o mesmo da eq. (1.9)). Note que para a métrica de fundo

g;(fu) = N>

b
e s =o. (5.14)

3

Considcrando que o raio de luz sc propaga na dircgdo x° na métrica de fundo, a

trajetoria nao perturbada do foton é dada por
z®E(X) = (X,0,0,)) (5.15)
¢ o respectivo vetor quadrimomento ¢
EOH = (1,0,0,1). (5.16)
Por sua vez, a trajetoria do féton no espago-tempo perturbado pode ser dada pela soma
a#(N) = 2O (N) + sz (), (5.17)
em que 0x#(\) é o vetor desvio, de forma que

KRN = EOR(N) 4 0k*(N). (5.18)

Uma vez que a deflexdo da trajetéria do féton se dd no regime de campo fraco, as

equacoes que descrevem uma geodésica do tipo nulo podem ser linearizadas®?, tal

d(5k*
(d/\ ) _ _op® B g 0w 0 (5.19)
2
_d(dkAi) = (0% 8T, ) (ROF 4+ 0k (KO + 5k

~ - ere ) (kOREOY ok ®ggyy
T N OLy OLD) N AT A NN L Ok

mas d(kd(iw) _ —F(b)”w\k(b)“k(b)” o d(dk;) _ d(kdt)u) n d(giu)7 logo
d(ok*) (b) b)v s7.A b)v1.(b)A
o= #o ks —oTH | kO g D)

G kK = (N + B ) (KOH 0k (KDY + 5EY)
X (N + hyu ) (KOPEOY 4 gOngEy 4 O gEr)
~ m“,k(b)“k(b)” + T]N,,/ﬂ(b)“ék:” + mwk(b)v(gkﬂ + hM/k(bJuk(b)u -0

mas nwkz(b)“k(b)” =0, logo
By kOHEG L op  E®ESEY =0
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€
Rk @PEOY + 29O EO1sEY = 0, (5.20)
em que
1
o g = §g(b)“"(hua,ﬁ + o = hagw) + O(h?) (5.21)

é stmbolo de Christofell perturbado?.

Por simplicidade, pode-se assumir que o angulo de deflexdao esta contido no plano

321 (em que 22 = 0) e pode-se renomear (21, 2%) = (z*, 2/).

Substituindo a eq. (5.14) na eq. (5.19) e tomando como condigao de contorno em

A — —o0 que 0k*(—o0) = 0, para pu = 1 tem-se

+00
Sk (+00) = 0k (+o0) = — / 5T, KOOy, (5.22)

—00

Perceba, aqui, que o integrando s6 nao vai ser nulo para (v, p) = {(0,0), (0, 3),(3,0),(3,3)},
devido ao produto k®"k®)? Togo, para prosseguir, somente os seguintes simbolos de Ch-

ristofcll perturbados sdao nccessarios

1
5P100 = 5(_h00,1)7 5F103 =0,
1
5F130 =0, 5F133 = 5(_]133,1);
em que
2 0Dy
hoo1 = h3z1 = ———— 5.23
00,1 33,1 2 oL’ ( )
de modo que
2 [t 0(1)]\7
Sk* == d. 5.24
(to0)=-% | F.1 (5.24)
Ja para u = 3, tem-se
+00
[ — 513 - _ 3 1(b)v.(b)
51 (4+00) = 6K (+00) = /_ TR kRO, (5.25)
4
1
Funﬂ = §(g(b)uv - huy)(gl(,bﬂ),ﬂ + 95}270 - 952‘71, + hl/a,ﬁ + hu&a - haﬂ,u)
= %(g(b)’” — ) (g s g —ala )+ %g(b)””(hm,ﬁ + huga —hapw) + O(h?)

_ n(®n ©
=T aﬁ—i—éFaﬁ

tal que

b 1 .., b b
PO = 50" (955 + 900 — 9ais)

1
51—‘”0/3 = §g(b)ﬂy(hl/aaﬁ + hVBea - ho‘ﬁ:”) + O<h2)
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tal que novamente o integrando s6 nao vai ser nulo para (v, p) = {(0,0), (0, 3), (3,0), (3,3)},

devido ao produto k®k®7 Assim, é necessério calcular apenas

1 1

6T = 5(—7100,3); T2 = §(h33,0)a
3 1 3 1
or 30 — §(h33,0>7 or 33 — §(h33,3)a
em que
hoo3 = has 3 (5.26)
e
hsso = hsso =0, (5.27)
de forma que
5kl (4-00) = 0. (5.28)

O angulo deflexdo &, no limite em que & < 1, pode ser, entao, calculado por

A
o~ —

da!, (5.29)

kH(+o0) (04 0k (400)\ E/Jroo 0By (xt, 2)
El(400) 140 T )« Ozt

ja que a eq. (5.28) implica em A = 2/(\) + O(h). O potencial Newtoniano pode ser escrito

M
Ba(at.al) G 7 (5.30)
(1) + (al)?
tal que
o L
a_f oM ‘ x i (5.31)
ox ((xj_)z + (aj||)2)§
e, portanto,
9GM | [toe 1
a~ G; :cl/ de”
¢ —oo ((zh)? + (21)?)2
2GM L[ zl r
~ x
2 (:CL)2 (IL)Q + (;UH)Q zl=—c0 (5.32)
_2GM (2
Ve ? (zh)?
aecM
T

assumindo pardmetro de impacto b = x+ e lembrando que no regime de campo fraco
(|®n/c*| < 1) o pardmetro de impacto do raio de luz é muito maior que o raio de
Schwarzschild, i.e. b > Rge, = 2GM /2.
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5.3 Densidade Superficial de Massa e Convergéncia

Em notagao vetorial, a eq. (5.4) pode ser reescrita

Q>1

_7 g g 2
E: = _, d 5.33

em que

4

= [ oler G = [ plyfe+ iy (5.34)

¢ a densidade superficial de massa, obtida ao sc integrar a densidade volumétrica de massa
p ao longo da direcao de visada 3. Essa densidade superficial é também denominada

densidade projetada de massa.

Inserindo (5.33) em (5.2) e substituindo o pardmetro de impacto £ = D0, tem-se

o angulo de deflexao reduzido

o 4GDLDLF/ 0— 0 2
Y(Dp)=———=—d°¢', 5.35
a0 = = Gl (5.35)
que também pode ser escrito
IR | Lo0—d .
a( )_;/m(e)lg_ 7|2d9, (5.36)
em que
-~ 2(0)
0) = 5.37
K(0) s (5.37)
¢é a densidade superficial de massa adimensional, também denominada convergéncia, e
02 DF

Derit = —— 0.38
¢ 47TG DLDLF ( )

¢ a densidade superficial de massa critica. Vale ressaltar que, de forma geral, Dp #
Dp + Dprg (ver eq. (1.56)).

O valor da convergéncia é utilizado para caracterizar o regime do lenteamento,
tal que, para £ = 1 (equivalente a > > Y..;) a distribuigdo de massa atua como uma

lente forte, caso em que a lente pode produzir grandes arcos ou multiplas imagens de uma

mesma fonte.

5.4 Potencial da Lente

g4
00"

Retornando & eq. (5.36) e notando que Vln|d — &' = , 0 angulo de deflexao
reduzido pode ser escrito

— —

(5.39)

—~
SN—"
<
<
<
—~
N

com

W) = % [ s~ 7\ (5.40)
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em que () é o denominado potencial da lente.

Esse potencial ¢ é um potencial gravitacional newtoniano projetado e apropriada-
mente reescalado da lente, que se relaciona com o potencial gravitacional Newtoniano ®
da distribuicdo de massa da lente por

= 2 Dpg
() = -
C 1)1;[)5

O potencial gravitacional Newtoniano, por sua vez, obedece a equacao de Poisson

/ (D10, 73)drs. (5.41)

Vi® = 47Gp, (5.42)

de forma que o laplaciano do potencial da lente € proporcional a densidade superficial de

massa da lente,

2 DLDLS 2 2 DLDLS M
Vi) = 5 / Vibdr, = 5~ 4n G0, (5.43)
ou ainda, é o dobro da convergéncia,
() q
Vo(0) = 22( ) _ 2r(0). (5.44)
crit

5.5 Matriz Jacobiana

Se a fonte é bem menor do que a escala angular em que as propriedades da lente

variam, o mapeamento da lente pode ser linearizado localmente®,
63 = Aij60;, (5.46)

de modo que a distorcao das imagens pode ser descrita pela matriz Jacobiana

0 p(0)  (1- —1h
A=— B = 0ij — o) _ vu ; (5.47)
o0 00;00; —o1 1 =19
em que foi utilizada a abreviacao ¢ ;; = % e a eq. (5.39).

Da eq. (5.44), tem-se que a convergéncia pode ser dada pela combinagao linear

-1
K(0) = 5(?/),11 + 1 .22). (5.48)
Outras duas combinagoes importantes de 7 ;; sao

—

71(5) = %(lﬂ.n - ¢,22), ’72(9) = ¢,12 = a1, (5-49)

= — —

as chamadas componentes do cisalhamento v(6) = 71(6) + i72(6) = |7(6)]e’??), em que
()] = \/72(8) +~2(A) ¢ a magnitude e ¢ a orientacao.

5 Se 5(9) e (0 ) nao sao constantes por toda a imagem da fonte, efeitos de lenteamento de ordem

superior (ndo-linear) ocorrem. Para segunda ordem em 46, tem-se
1
08; = A”-MJ- + §DLJk66J(59k + 0(503), (545)

com Dyjx = Aiji = —bijk (i, k = 1.2) (UMETSU, 2020)(scc. 3.3).
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Yi O @
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Figura 12 — Efeitos da convergéncia x(6) e das componentes real v;(0) e imaginaria 72(5)
do cisalhamento em uma fonte circular. O circulo preenchido em cinza é a
forma da fonte e o contorno em preto é a forma da imagem lenteada. Distor-
¢oes no formato (de circular para eliptico) ocorrem devido ao cisalhamento.
Imagem retirada de (FORD, 2015).

Dessa forma, a matriz Jacobiana (eq. (5.47)) pode ser rescrita em termos da con-

vergéncia e do cisalhamento, tal

A:(l_“‘_V1 —2 )
—2 l—K+m
—(1— k) (1 (1)) . (COS(%) sen(%)) (5.50)

= (1 — Fl/)I_ Y103 — 7201,

em que Z é a matriz identidade e o; (i = 1,2,3) sdo as matrizes de Pauli®, ou ainda em

termos do cisalhamento reduzido

Yy .
= — = 5.52
g 1~ - g1 + 192, ( )

tal

A=(1-k) (1 o T ) . (5.53)

—g2 1+g

Note que os autovalores da matriz A podem ser expressos por Ao =1 — k% ||

6 I

As matrizes de Pauli sao um conjunto de 3 matrizes complexas de ordem 2x2, hermitianas (o; = o))
e unitdrias (oy0] = 7) dadas por

01 0 — 10
g1 = <1 0) 5 g9 — <l 02> y g3 — <0 _1) y (551)

que, portanto, satisfazem det(o;) = —1, além de uma séric de outras propricdades (HASSANI, 1999).
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Pela eq.(5.50), é possivel ver que a convergéncia atuando sozinha é responsével
por uma focalizacdo da luz de forma isotrépica, enquanto o cisalhamento induz uma
anisotropia (ou assimetria) ao mapeamento, como esquematizado na Figura 12. Além
disso, como a matriz A pode ser diagonalizada na base dos autovetores associados aos
seus autovalores Ay, uma fonte circular de raio R é mapeada em uma imagem eliptica,

cujos semieixos maior e menor sao, respectivamente,

R R

a=—-: =
1L —r—1]v I —r+ |y

(5.54)

5.6 Magnificacdo, curvas criticas e causticas

O inverso da matriz Jacobiana é a chamada matriz magnificacio M = A1, que

mapeia as imagens da fonte no plano da lente, tal
0 =0+ M(S - ). (5.55)

A partir de M, a magnificacao é definida

1
= det = = 5.56
p = det(M) det(A) — A (5.56)
com A, =X, =1—k+[y]e =X =1—k—]|7|. 7 Se qualquer um dos autovalores de A

é zero, a magnificacao diverge e o conjunto dos pontos no plano da lente que satisfazem
essa condigdo formam as denominadas curvas criticas radial (para A, = 0) e tangencial
(para As = 0). Os mapeamentos dessas curvas criticas no plano da fonte sdo as chamadas

causticas, conforme ilustrado na Figura 13.

Apesar de, fisicamente, magnificagoes infinitas nao ocorrem, uma fonte localizada
proxima a uma caustica tem sua imagem muitissimo magnificada proxima a respectiva

curva critica no plano da lente (ver Figura 14).

7 Sejam A1, Az, ..., A, todos os autovalores de uma matriz A. Entdo,
det(A) = [ i (5.57)
i=1

(HASSANT, 1999) (cap. 4).
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1
1
1
v
1
1

\ \
A Vi
A \I
v 1

Curvas Criticas Causticas

Figura 13 — Mapeamento de uma fonte pontual por uma lente de simetria circular. A
esquerda, as curvas criticas radial (linha pontilhada) e tangencial (linha con-
tinua) e as miltiplas imagens da fonte, no plano da lente. A direita, as res-
pectivas causticas e a posicao da fonte, no plano da fonte. Imagem adaptada
de (NARAYAN; BARTELMANN, 1996).

Figura 14 — Imagens de duas fontes extensas lenteadas pelo mesmo sistema da Figura 13.
A fonte localizada préxima a caustica mais central (em forma de ponto) é
imageada em dois longos arcos que se estendem tangencialmente proximos a
curva critica tangencial (t) e em uma imagem muitissimo fraca no centro da
lente. Ja a outra fonte, localizada préxima a caustica mais externa, é imageada
em uma imagem estendida radialmente (composta pela fusdo de duas ima-
gens) que intersecta a curva critica radial (r) e uma outra imagem alongada
tangencialmente fora das curvas criticas. Imagem adaptada de (NARAYAN;

BARTELMANN, 1996).






6 Lenteamento Gravitacional Fraco

Por serem objetos bastante massivos, aglomerados de galaxias distorcem, amplifi-

cam e podem até multiplicar imagens de galaxias ao fundo.

Normalmente, considera-se que o lenteamento por aglomerados pode ocorrer em
dois regimes distintos: forte e fraco. O regime forte é caracterizado por grandes distorgoes
e magnificacoes de imagens, como pela formacgao de multiplas imagens de uma mesma
fonte e formagdo de arcos (ou até mesmo aneis). Ja o regime fraco é caracterizado por

pequenas distor¢oes e magnificagoes, de modo que é apenas detectado estatisticamente.

O sinal do lenteamento fraco pode ser utilizado, por exemplo, para: estudar o
aglomerado que atua como lente, possibilitando entender como a matéria se distribui
nele; estudar os objetos lenteados, uma vez que o efeito de magnificagao possibilita que
uma lente gravitacional funcione como um "telescépio césmico natural®, tornando possivel
a observagao de objetos em redshifts maiores (representativos do universo mais jovem)
e/ou de menores luminosidades intrinsecas, que nao poderiam ser observados (ou que nao
seriam observados com a mesma resolugdo) sem a lente; ou, ainda, estudar até mesmo
a geometria do espago-tempo, ja que os efeitos do lenteamento dependem das distancias
de diametro angular observador-fonte, lente-fonte e observador-lente, que por sua vez
dependem da curvatura do espago (KNEIB; NATARAJAN, 2011).

Nesta se¢ao, serao introduzidas ideias basicas sobre o lenteamento gravitacional
fraco devido a aglomerados de galaxias. Ser4 abordado principalmente como a distribuicao
de matéria de um aglomerado que atua como uma lente pode ser reconstruida a partir de
uma andlse estatistica das pequenas distor¢oes nas formas de galaxias ao fundo que nao

se localizam perto das causticas, que é o que se denomina sinal do lenteamento fraco.

6.1 Elipticidade e Cisalhamento

A elipticidade de uma imagem pode ser definida como (ver (NARAYAN; BAR-

TELMANN, 1996))
a—1b
a+b
em que a ¢ o semieixo maior, b o semieixo menor e ¢ ¢é a orientagdo do semieixo maior da

€ =€} ieg = €29, (6.1)

elipse. Essa eq. (6.1) pode ainda ser escrita
1—7r

= i(2¢) 6.2
¢ 1+ re ’ ( )

em que

(6.3)
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Figura 15 — Simulagdo de um aglomerado de galdxias (modelado como uma esfera isotér-
mica singular!) em redshift = = 0,15 lenteando uma populagao de galdxias
com redshift médio z = 1. Na regiao mais préoxima ao aglomerado, é possivel
observar os arcos radiais e tangenciais, que ocorrem no regime de lenteamento
forte. Ja nas regidoes mais afastadas, como a regiao que foi expandida a di-
reita, a elipticidade produzida pelo cisalhamento é menor que a elipticidade
intrinseca das galdxias, como é esperado no regime de lenteamento fraco. A
orientacao média das galaxias nessa regiao ¢ dada pelos tragos solidos no
canto superior direito, sendo o trago inferior a orientacdo do cisalhamento
produzido pelo aglomerado e o traco superior a orientacao calculada a partir
das 92 galaxias que estdo na regido. A diferenca de inclinacdo entre os dois
tragos se da devido as elipticidades e orientagoes intrinsecas das galaxias.
Imagem retirada de (MELLIER, 1999).

é a razao entre o semieixo menor e maior da elipse, conforme eq.(5.54).

Uma vez que a separagao entre as imagens é normalmente bem menor que a
escala em que o potencial gravitacional do aglomerado varia significativamente, imagens
de galaxias que estao préximas sao distorcidas de forma similar. Dessa forma, tomando a

média das elipticidades em uma regiao finita do céu, pelas egs. (6.2) e (6.3) tem-se

() =~ (g). (6.5)
No limite de lenteamento fraco (k < 1 e |y| < 1), tem-se ainda

(1(0)) = {a(0)), (2(0)) = (c2(0))- (6.6)
Diante disso, caso as fontes lenteadas por um aglomerado fossem perfeitamente circu-
lares, o cisalhamento poderia ser obtido a partir da média das elipticidades (incluindo

orientagoes ¢) induzida pelo lenteamento.

1 A esfera isotérmica singular é uma das modelagens mais simplificadas (e mais antigas) para um halo

de matéria escura. O perfil de densidade de uma esfera isotérmica é tal que

1

o) o = (6.4)

(COLE: LACEY, 1996).
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No entanto, as galaxias lenteadas geralmente ja possuem uma elipticidade intrin-
seca, de modo que a elipticidade da imagem observada é uma combinacgao das elipticidades
intrinseca e induzida, sendo essa ultima bem pequena. Para se obter uma estimativa do
cisalhamento nesse caso, pode-se considerar a hipdtese de que as orientacoes das eliptici-

dades intrinsecas das fontes lenteadas se distribuem de forma aleatoéria, tal que
(") = 0. (6.7)

Segue disso que, caso a média das elipticidades das imagens em uma regiao for diferente

de zero, a variagao ocorrida pode ser atribuida ao cisalhamento.

— —

Vale ressaltar que (€;(0)) e (€2(f)) devem ser obtidos ao se fazer uma média de
uma quantidade significativa de galaxias lenteadas em uma regiao para que se tenha uma
boa razao sinal-ruido (ver (MELLIER, 1999) (sec. 3.3)).

6.2 Algoritmo de Kaiser & Squires

As componentes do cisalhamento 7, (8) e 72(f), obtidas a partir das elipticidades
das galaxias de fundo lenteadas no regime de lenteamento fraco, podem ser usadas para se
obter a distribuicao de matéria do aglomerado que atua como lente a partir do algoritmo
de Kaiser & Squires (KAISER; SQUIRES, 1993). Essa técnica se baseia no fato de que
tanto a convergencia quanto as componentes do cisalhamento sao derivadas segundas do
potencial ¢ (tal egs. (5.48) e (5.49)) e, logo, existe uma relagio matematica entre as

— —

grandezas que possibilita que k(6) possa ser calculado a partir de () e 72(5).

Para tal, pode-ser definir o operador
0= —+i-- (6.8)

de forma quc a convergéncia (ver cq. (5.48)) ¢ o cisalhamento (ver cq. (5.49)) podem scr

reescritos )
K(0) = éa*amé) (6.9)
¢ 1
() = 500¢(8) = Du(@). (6.10)
em que
1 1/ 0\ oN| .o o

¢ 0* denota o complexo conjugado de 0.

Com essa notagao, temos que

— —

0*0k(0) = &0 (0), (6.12)
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ou ainda,
Vik(0) = 2D"(6), (6.13)

Vi = ((%) - <8%)> : (6.14)

Considerando a relagao existente entre as eqs. (5.44) e (5.40), a eq. (6.13) implica

em que

—

Note que D*y(6) é real.

o1 A
o )_;/D (G — Gy (@)d (6.15)
Ccom
D(f — @)= Dml|f —d|. (6.16)

Obtida, entdo, a convergéncia a partir do cisalhamento, a densidade superficial de
massa da lente pode ser obtida pela eq. (5.37). Mais detalhes sobre essa técnica podem
ser encontrados, por exemplo, em (NARAYAN; BARTELNANN, 1996) (sec. 4.2.1) e
(UMETSU, 2020) (sec. 3.1.2).

Diante disso, o sinal do lenteamento fraco é interessante pois possibilita que a
distribuicao projetada de matéria em um aglomerado de galdxias seja obtida sem con-
sideracoes sobre o estado dinamico ou termodinamco do aglomerado, diferentemente de
outros observaveis como os sinais de raio X e do efeito Sunyaev-Zeldovich (COMBET et
al., 2019).

6.3 Degenerescéncia da Folha de Massa

Entretanto, existe uma degenerescéncia nas solugoes desse problema da reconstru-
¢ao de k() a partir (@), conhecida como degenerescéncia da folha de massa (em inglés,

mass-sheet degeneracy).

A transformacao dada por

—

K(6) — k() = (1= X) + Ak(6) (6.17)

1(0) — 1 (0) = My (0), (6.18)

com A #£ 0, deixa o cisalhamento reduzido g(f) (dado pela eq. (5.52)) invariante. Essa

transformagao dada pelas eqs. (6.17) e (6.18) é equivalente a
A— Ay = NA, (6.19)

que nitidamente preserva a localizagdo das curvas criticas, ja que det(Ay) = M2det(A)
e, logo, det(A) = 0 < det(A,) = 0. E possivel notar, ainda, que a localizacdo da curva

k() =1, em que 2(A) = Seryy, também se mantém inalterada, i.c. k(0) =1 > ) (0) = 1.
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Dessa forma, qualquer método que se baseia apenas na informacao da distorcao

na forma das galaxias (de onde o cisalhamento reduzido g(g) pode ser obtido, conforme

eq. (6.5)) ¢ incapaz de determinar o campo k() sem ambiguidade. Obtém-se, no entanto,

uma familia de solucdes #x(6).

Essa degenerescéncia pode ser quebrada (ou aliviada) se tem-se também a infor-

magao da magnificacao (ver eq. (5.56)) das imagens das galdxias, uma vez que

(6) — () = . (620

Uma outra forma de quebrar a degenerescéncia da folha de massa é se galaxias a diferentes
distdncias D estao sendo lenteadas, ja que a convergéncia (ver egs. (5.37) e (5.38)) obtida

serd, diferente para cada uma delas.

Essa degenerescéncia foi descoberta por Falco, Gorenstein & Shapiro (FALCO;
GORENSTEIN; SHAPIRO, 1985) (sec. 2.b) e, posteriormente, sinalizada também por
Schneider & Seitz (SCHNEIDER; SEITZ, 1995) (sec. 3.4). Mais informagoes podem ser
encontradas em (NARAYAN; BARTELMANN, 1996) (sec. 4.2.2), (SCHNEIDER; KO-
CHANEK; WAMBSGANSS, 2006) (sec. 2.5) e (UNETSU, 2020) (sec. 3.1.3).
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7 Modelos de Lente para os Perfis

No Capitulo 6, foi apresentado como a densidade superficial de massa de um
aglomerado que atua como lente pode ser obtida, no regime linear, pelas componentes
real e imaginaria do cisalhamento, que por sua vez podem ser obtidas pelas componentes
real e imaginaria da elipticidade. Foi apresentado, ainda, que essa reconstrucao apresenta

uma degenerescencia.

Neste capitulo, serdo apresentadas as componentes tangencial-radial e 45°-rotacio-
nada do cisalhamento e como elas podem ser utilizadas para se obter o excesso de densi-
dade superficial de massa (ver eq. (7.22)) e para se identificar erros sisteméaticos evolvidos
na obtencao do sinal do lenteamento fraco. Serao apresentados, ainda, modelos de lentes

para os perfis do capitulo 4, conforme se explicard mais a frente.

Seguindo os passos de (IKAISER, 1995) e (UMETSU, 2020) (sec. 3.5), pode-se
definir um sistema de coordenadas polares com origem em um ponto arbitrario 92 do céu,

como o centro do aglomerado®, tal que
0 = (Rcosp, Rseng) + 0., (7.1)

com R a coordenada radial e ¢ a coordenada azimutal. Pode-se definir, ainda, as compo-

nentces

Y (R, 0) = —71(R, )cos(2¢) — va(R, p)sen(2p), (7.2)

Y (R, ) = +71(R, p)sen(2p) — 1a2(R, ¢)cos(2¢), (7.3)

em que v (R, ) é a componente cisalhamento tangencial-radial (tangencial quando po-
sitiva, radial quando negativa) relativa a 0, e v« (R,¢) é a componente cisalhamento

45°-rotacionada (em um Angulo de £45°) relativa a 0.

Para escrever v, (R,¢) e 7« (R, ), precisa-se primeiro escrever as componentes

71(0) € 72(6) definidas pela eq. (5.49) em termos de R e . Pela eq. (7.1), que relaciona

o sistema de coordenadas cartesianas (61,6,) ao sistema de coordenadas polares (R,p), as

1O centro do aglomerado é normalmente determinado pela simetria do padrdo do lenteamento forte,

pcla posicao do centréide do sinal de raio X ou pela posigdo da galdxia mais brilhante do aglomerado.
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segundas derivadas parciais do potencial da lente v,; (ver eq. (5.47)) podem ser escritas

8(,0 9 [0p oYy ORI OR 0 (0p Yy  OR O
L T <ae)1 dp | 00, 8R> 90, OR (801 dp 00, aR>
—wg ( w@_zb + cosp 8¢> + cosp— 0 (— semp@_?/) + cosgpa—¢>
R 0Op R 0y R OR R o0 R
_ 25671@003998;1# sen cpa_¢ _ 2senypcosy 0?1 n sen?p 0% +cos2p 22 0%
R? oy R OR R 0ROy R? 0¢? OR?’
(7.4)
2senpcosp O cos’p O 2senypcosp 0* cos?p 9? 0?
o= @%+ Rwﬁ_f% i LpﬁRggo—i_ R;pa%”e” “‘)aRﬁ’ (7.5)

de forma que as componentes real e imaginaria do cisalhamento em funcao de R e ¢ sao

/ _ sen(2p) 9P cos(2p) p sen(2p) 0*p cos(2p) 07 D
N9l == 5, R OR R 0Roy R o o) gpe
(7.6)
(R) = cos(2¢) Oy sen(2p) Oy +cos(2<p) 0% sen(2p) 0% sen(2yp) 0%
/, 12 = _ _ _

R? 9p 2R OR' R 0ROy 2RZ 0g2 2 OR%
(7.7)

Substituindo as egs. (7.4) e (7.5) na eq. (5.48), tem-se também a convergéncia em fun¢ao

de R ¢ ¢, tal
Qv 1ov 10k
2ROR  2R%?0¢p 20R?

K(R,p) = (7.8)

em concordancia com a eq. (o 44) jé que em coordenadas polares o operador laplaciano

2 108 , 1
¢é dado por V RaR + a@ + 332

A partir das eqs. (7.6), (7.7) e (7.8), as egs. (7.2) e (7.3) podem ser escritas

1oy 1 o 10%

)= SRR TR o, 20k 7o)
R '
= r(R, ) — IR’
10 1 02
Vx (R, ) = 100 1O (7.10)

R20p ROROp

Para prosseguir, é necesséario calcular as médias azimutais de v, (R, ¢) e v« (R, ¢),

dadas por
A1
Y+ ( =5 ]{’H p)dep, (7.11)

1(R) = 5= § 7(R o), (7.12)
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com C' um contorno circular. Para isso, pode-se fazer uso de uma versao bidimensional

do Teorema de Gauss, tal

%ﬁ.ﬁds:/ﬁ.ﬁda,
C A

(7.13)

em que A é a area delimitada pelo contorno circular C', ds é o elemento de linha, da é o

elemento de drea e 7t = (cosp, seny) é um vetor unitério sempre perpendicular a C' que

aponta para fora.

Assim, escolhendo F= 61& = (0%%, (%%), tal que e Py 5}%, tem-se

2w
]{ —dp = 2/ / R’ p)R'dR'dy,

ou ainda o S
1
_ _d N / /d /
37 b age = [, ~RIRAR,
em que
1
K(R) = %725(37 p)de.

Tomando a derivada da eq. (7.15) em relacdo a R, chega-se a expressao

1 an/J 2 / / 2 d N4 /
= —E(R) +2k(R),
em que
o JF k(R R'dR'

A(R) = mR2

é a convergéncia média dentro de um circulo de raio R (ao redor de 6,).

Substituindo as egs. (7.9) e (7.17) na eq. (7.11), chega-se a

v+(R) = % fCK(R, p)dp — — ; gj;é dyp
= K(R) — [-K(R) + 2/‘e(R)]
= k(R) — k(R).

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

Utilizando, ainda, a relagdo entre a convergéncia e a densidade superficial de massa em

funcao de R, tal
L(R)
Z(:’r"it 7

conforme eq. (5.37), a eq. (7.19) pode ser reescrita

k(R) =

AE<R) = Zcrit7+ (R)

em que

AY(R) = 3(R) — 2(R)

(7.20)
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é o excesso de densidade superficial de massa em funcao de R e

_ o [FS(RYR AR
Z(R) — 0 7r(}{2)

(7.23)

¢ a densidade superficial de massa média (dentro de um circulo de R ao redor de 191)

Por outro lado, escolhendo F= (—@ﬁ @), tal que Fa==12 temse

902 90 R 9

. 8w .
Yy :/_ | J)da = 0, 7.24
?{C B ' A( Va2 + ¢ 2)da (7.24)

de modo que substituindo a eq. (7.10) na eq. (7.12), chega-se a
o Ll 10 o
R C R221 Jo Op YT 2%R2OR Jo O 7 (7.25)
=0.

Derivando a eq. (7.18) em relacao a R, tal

dr(R) 4 (R 2 d (R
— = RYR'AR + — — RR'AR'
GE = MRRIR + goap [ (R (7.26)
9 .
= Z(~R(R) + K(R)),
tem-se também a relacao

dik(R)
R —274(R). (7.27)

Dessa forma, enquanto a eq. (7.21) pode ser utilizada para se obter o excesso
de densidade superficial AX(R) a partir da componente cisalhamento tangencial-radial
v+ (R), dada pela média azimutal de 7, (R, ¢), mesmo que a distribui¢ao de massa da
lente nao seja circularmente simétrica ao redor de 9_;, a eq. (7.25) pode ser utilizada para
se identificar erros sisteméaticos na obtencao do sinal do lenteamento fraco, uma vez que
vx (R) deve ser igual a zero se ndo ha erros sistematicos envolvidos. Uma outra forma de
se obter as egs. (7.19) e (7.25) pode ser encontrada em (CONGDON; KEETON, 2018)
(subsec. 7.2.3).

Ainda, enquanto o excesso de densidade superficial AY(R) pode ser obtido a partir
de 74 (R) pelaeq. (7.21), ou seja, a partir do sinal do lenteamento fraco, ele pode ser obtido
também a partir de p(r), dado um certo modelo de perfil de densidade, a partir das eqs.
(5.34), (7.22) ¢ (7.23), sendo que cssa primeira pode scr escrita em fun¢ao de R como

S(R) = / p(VRZ+ 22)dz. (7.28)

E interessante, portanto, caracterizar os modelos de lentes para os perfis, i.e.,

encontrar as funcdes analiticas para AX(R) (ou, equivalentemente, para L(R) e %(R))

para cada um dos perfis. Segue-se a caracterizacao dos modelos de lentes para os perfis

abordados no capitulo 4, salvo para o perfil DK14.
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7.0.1 Lente Hernquist

Para o perfil Hernquist (ver subsegao 4.1.1), tem-se as fungoes analiticas

ST 2+ z 3l 0<z<1
Yupr(r) = p—{{( : }

(1 —a?)? {(2—}—1‘ )fjc_iﬁ—:;} r>1 (7.29)

-1
- 20sTs  2psTs sech_z _ zi 0<z<l1
st [ P - {( becta f) ,
! Pl (o) a2
em que z = R/r;. Mais cararacteristicas desse modelo podem ser encontradas em (SHIN

EVANS, 2007).

(7.30)

7.0.2 Lente NFW

Para o perfil NFW (ver subsecdo 4.1.2), tem-se as fun¢oes analiticas

ﬁ(l—\/—tanh Q—i) z<l1

3 r=1, (7.31)
— =1
mzl(l—\/—ltcml 1+_:B) z>1

ENFW (.T) - 2037".@

i .,1712 [ﬁtanhil ;—f + In (%)} z <1
YnFw () = 4psrs L+in(3 z=1, (7.32)

P [\/%m”1 =t ln( )} z>1

cm que © = R/rg. Para mais dctalhes, ver (WRIGHT; BRAINERD, 2000).
7.0.3 Lente Einasto

Para o perfil Einasto (ver subsegao 4.1.3), as fungoes X e ¥ podem ser calculadas
de forma analitica por uma funcao H de Fox tal

2psrs \/ﬁ 2,0 (0 1)
Six(e) = S [(0 2n), (~1.1)

x2] : (7.33)

2psrs€*" N oy (=3, 1),(0.1)
Spiv(w) = Ty e [(o Qn)( 3:1), (=3, 1)

x2] : (7.34)

ou ainda, para o caso em que n = 1/« é inteiro ou metade de um inteiro, como uma
funcao G de Meijer tal

2n
PsT's€ \/_ 2n,0 | —
Ypin(r) = (27r)" (2n)" Go 2n (

(271)2"') , (7.35)

2n 1

. PsTs€ \/_ 2n,1 b)
5 _ _PelsC VR

zin () (2m)n=1(2n)"™ e (b

( 2n)2n> : (7.36)
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em que

1 m—1 1
b_{%,..., = ,—5} (7.37)

¢ um vetor de tamanho 2n e x = (2n)"R/r,. Mais propriedades analiticas do perfil Einasto
podem ser encontradas em (RETANA-MONTENEGRO et al., 2012).
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8 Cddigo Escrito e Resultados

O c6digo escrito pode ser encontrado em formato de Jupyter Notebook (.ipynb)
em <https://github.com/victorportog/galaxyclusters_ profiles>. Em sua composigao, di-
ferentes ferramentas disponiveis nos pacotes NumPy (HARRIS et al., 2020), SciPy (VIR-
TANEN et al., 2020), matplotlib (HUNTER, 2007) e mpmath (JOHANSSON et al., 2013)

foram utilizadas.

No cédigo, foram implementados os perfis internos de densidade (Hernquist, NFW
e Einasto) e suas respectivas derivadas logaritmicas apresentados no Capitulo 4, inclusive
também quando combinados a perfis externos compostos somente pelo termo de densidade
média de matéria pe.(r) = pm(z), somente pelo termo de densidade de 2-halo pe.(r) =
p2r(r) ou por uma combinagao de ambos peyt () = pan(r) + pm(z). Foram implementadas
também as densidades superficiais de massa ¥(R) (tanto as fungoes analiticas - egs. (7.29),
(7.31) e (7.35) - quanto a integragdo numérica da eq. (7.28)), as densidades superficiais
de massa média ¥(R)(somente as funcoes analiticas - eqs. (7.30), (7.32) e (7.36)) e os
excessos de densidade superficial de massa AY.(R) (somente para as fungoes analiticas)

apresentadas no Capitulo 7.

Os resultados obtidos (sinalizados com SCR) foram comparados com os do pa-
cote Colossus! (DIEMER, 2018) (sinalizados com COL), conforme Figuras 16 - 20. Essa
comparagao mostra a boa concordancia dos resultados, indicada pelo calculo da diferenca
relativa. Em particular, para a Figura 20, essa concordancia sugere que a implementacao
das fungoes analiticas apresentadas é praticamente equivalente a outras formas de se rea-
lizar o calculo numérico das quantidades estudadas, levando-se em consideracao, claro, a
validade de aplica¢ao das eqs. (7.35) e (7.36).

Vale ressaltar que os cdlculos da variancia o%(R, z) (ver eq. (2.12)), da funcao de
corre¢ao matéria-matéria &, (r, z) (ver eq. (2.8)) e do pardmetro a do perfil Einasto (ver
eq. (4.16)) nao foram implementados no cédigo, de forma que foram utilizadas as res-
pectivas fungoes disponiveis no Colossus. Ainda, para o cdlculo da altura de pico v(M, z)

Slmear para diferentes

(ver eq. (2.48)), nao foram implementadas no cédigo as corregoes de
modelos cosmoldgicos e para diferentes redshifts (ver eqs. (2.44), (2.45) e (2.46)), ou seja,

foi considerada apenas a aproximagao dada pela eq. (2.43).

O pacote Colossus usa, por padrao, ps; e rs como parametros fundamentais, ao
invés da massa Ma e da concentracao ca. Porém, possibilita modificar os parametros de

entrada de (ps,rs) para (Ma,ca), e é isso o que foi feito para realizar as comparagoes.

L Colossus (acronimo de COsmology, hal.O, and large-Scale StrUcture toolS) - disponivel em <https:

/ /bdiemer.bitbucket.io/colossus/index.html>.
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No Colossus, a forma de calcular p; a partir de (AMa,ca) leva em conta o perfil externo,
quando o perfil interno é Einasto. No entanto, esse calculo considera somente o perfil
interno para NFW e Hernquist. No cddigo que faz parte deste trabalho, o cilculo de p;
a partir de (Ma, ca) é dado pelas eqgs. (4.8), (4.14) e (4.24), levando em conta apenas o
perfil interno? (ver eqs. (4.6), (4.12) e (4.20)). Essa é a origem da discrepancia (~ 107 -
107!) encontrada entre os resultados do c6digo escrito e do Colossus quando utilizamos

Einasto como perfil interno e adicionamos algum perfil externo (ver Figuras 17 - 19).

As comparagoes aqui apresentadas foram realizadas com o Colossus, mas também
existe disponivel em formato de Jupyter Notebook a checagem cruzada - para os perfis
internos (Hernquist, NFW e Einasto) - entre o Colossus e a biblioteca NumCosmo? (VI-
TENTI; PENNA-LIMA, 2014) em <https://github.com/NumCosmo/NumCosmo/tree/
master/notebooks>. Atualmente, estamos implementando o perfil Diemer-Kravtsov (DK14)
¢ tamb¢ém as varias modclagens para o perfil externo na NumCosmo. A motivacao para
dar continuidade ao desenvolvimento da implementacao na NumCosmo, e nao no c6digo
avulso escrito em Python, se d4 por ela ja possuir disponivel as implementacoes dos perfis
internos tanto analiticas como numéricas, além de fornecer também inimeras ferramentas

para célculos de cosmologia/astrofisica e para realizagao de andalises estatisticas.

Existem outros cdédigos disponiveis, como a biblioteca CCL* (CHISARI et al.,
2019) e o pacote Cluster Toolkit®, que também possuem aparato para gerar as curvas dos
perfis de densidade. Na CLL, estao disponiveis atualmente os modelos Hernquist, NF'W e
Einasto. Ja no Cluster Toolkit, os modelos NFW e Einasto. Essas bibliotecas também fo-
ram comparadas com a NumCosmo e Colossus, e possuem (atualmente) precisdo numérica

menor.

(V)

O correto é sempre considerar os perfis interno e externo para realizar o calculo do p.. Todas as
extensdes dos cdlculos das densidades estdo sendo implementadas de forma consistente na NumCosmo.
E estarao disponiveis em breve para a comunidade cientifica.

Numerical Cosmology - disponivel em <https://github.com/NumCosmo/NumCosmo>.

Core Cosmology Library - disponivel em <https://ccl.readthedocs.io/en/latest/index.html>.

> Cluster Toolkit - disponivel em <https://cluster-toolkit.readthedocs.io/en/latest /index. html>.
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Figura 16 — Perfis de densidade dos halos (primeiro grafico a esquerda) e suas derivadas
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logaritmicas (primeiro grafico a direita) para diferentes modelos de perfis
internos (HER, NFW e EIN) combinados a um perfil externo pe.(r) = pm(2).
Abaixo de cada um, apresenta-se um comparativo (diferenga relativa) com
os resultados obtidos com o pacote Colossus. Os resultados foram obtidos
para um halo em redshift z = 0.1 com My, = 10 Moh™! e cogom = 4, €
considerando §2, o = 0,691, €2, 0 = 0,3089 e Qo = 0.
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Figura 19 — Perfis de densidade dos halos (primeiro gréfico a esquerda) e suas deriva-
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fis internos (HER, NFW e EIN) combinados a um perfil externo pe.:(r) =
p2n (1) + pm(z). Abaixo de cada um, apresenta~-se um comparativo (diferenca
relativa) com os resultados obtidos com o pacote Colossus. Os resultados fo-
ram obtidos para um halo em redshift z = 0.1 com My, = 105N h ! e
Co00m = 4, e considerando €2 o = 0,691, €2, 0 = 0,3089 e Qo = 0.
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e excessos de densidade superficial de massa (grafico de baixo a direita), para
diferentes modelos de perfis internos (HER, NF'W e EIN). Abaixo de cada um,
apresenta-se um comparativo (diferenga relativa) com os resultados obtidos
com o pacote Colossus. Os resultados foram obtidos para um halo em redshift
z = 0.1 com Mgy, = 10 Moh™" e copom = 4, e considerando Q5 = 0,691,
Qm,o = 0, 3089 e Q;,,p = 0.
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Conclusao

Os temas abordados neste trabalho - perfis de densidade de matéria de halos de
matéria escura e lenteamento gravitacional fraco de aglomerados de galaxias - tém sido
muito discutido na literatura, em particular nas ultimas duas décadas. Isso se deve ao fato
do niimero de dados que estdo sendo medidos e observados por diferentes levantamentos.
Esse niimero aumentara enormemente com levantamentos como o Legacy Survey of Space
and Time (LSST) e o satélite Euclid que devem comegar a operar nos proximos dois
anos. As medidas de efeitos de lenteamento gravitacional fraco e forte nos possibilitam
estudar a distribuicao de massa de aglomerados de galaxias e estimar as massas desses
objetos. Esses dados também permitem entender melhor diferentes aspectos da evolucao

do universo.

Além da revisao bibliografica dos tépicos contidos nesta monografia, este trabalho
também proporcionou uma experiéncia pratica no uso e desenvolvimento de ferramentas
numéricas. O cédigo produto deste trabalho foi comparado e validado em relagao ao pacote

Colossus e a biblioteca NumCosmo.
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Apéndices






APENDICE A - Teorema do Virial

Neste apéndice, o Teorema do Virial serd obtido de primeiros principios. Apesar
de na literatura existirem diferentes formas de demonstra-lo, com diferentes graus de
complexidade, aqui serdo seguidos principalmente os passos de (GOLDSTEIN; POOLE;
SAFKO, 2001) (sec. 3.4), (COLLINS, 2003) (sec. 1.2) e (Wikipedia contributors, 2021).

0
[ J

Figura 21 — Representacdao de um sistema de N-corpos. Imagem gerada com auxilio de
ferramentas disponiveis no pacote TikZ (TANTAU, 2020).

Considerado um sistema de N particulas pontuais, conforme Figura 21, cada uma
COMo uma massa m;, em uma posicao 7; e com um certo momento linear p;, é conveniente

definir a quantidade escalar
N
G=Y 7. (A1)
i=1

que nada mais é do que

—» —¢

N - T) d 1dI
Z == e = = A2
Z: o (Z it ) sar AP

N | —

N N
G = Zmzﬁl STy = Zmzdrl

i=1

wl»—\

em que
N
_ 2
I = Z m;r; (A.3)
i=1
¢ o momento de inércia do sistema em relagao a origem.

A derivada total em relacdo ao tempo de G é
N dp; N drl
= . ; A4
WL LA (A4
em que o primeiro termo do lado direito pode ser escrito

N dﬁ N N
> =2 Fo, (A.5)
i=1 7

=1
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uma vez que cada uma das particulas pontuais do sistema é regida por uma equacao de

movimento dada por

dp; av; =
—mt _ F A6
P m = (A.6)
e o segundo termo do lado direito pode ser escrito
N d7. N N N
i=1 at A i=1 i=1
em que T ¢é a energia cinética total do sistema. Isto é,
dG X .

Assumindo que a for¢a total que atua sobre a i-ésima particula é dada pela soma

das forgas que estao sendo aplicadas nela por todas as outras particulas, pode-se escrever

Fi=3" i (A.9)
J#L
de modo que
N N . N . N .
YDUELTED 3) SE T 35 3L ATES 3 of AT NENNRVNT)
=1 =1 j#i =1 j<i =1 j>i
Aplicando a Terceira Lei de Newton ( f; =— f?j), tem-se
N N . N .
S Emi=3 3 fu =) fi (A.11)
i=1 i=1 j<i i=1 j>i

em que o ultimo termo pode ser expandido
N — — — — —
ZZ]CU‘F@':f12'7?1+f13'F1+f14'771+...+f11v'771
i=1j>i
+fo3 - To+ foa - To+ .+ fon - 72
+faa T3+t fan - T

ou ainda

N
ZZfz]ﬁ = (fiz-71) + (fi3 - 71+ faz - T2) 4+ (f1a - 70+ foa - T2 + faa - T5)
i=1 j>i

oA (in T+ fan Tod fan - Ts4 o+ fvoan - Tvo1), (A12)

tal quc fica cvidente que

N
=1

N

i=1 j<i
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Substituindo a eq. (A.13) na eq. (A.11), chega-se a
N —
SFri= 3 i (- 7). (A14)

Assumindo, agora, que a for¢a de interagdo entre cada par de particulas pode ser

derivada de um potencial que depende da separacao entre elas, tem-se

8V (r; —75)

fy = — Al
i vii= o |r = (A.15)
tal que
N - ov (1 — )
Yo i (ri— ZZ ar 7= ZZ -7l (A.16)
i=1 j<i 1=1 j<1i t J i= lj<z

e a eq. (A.8) pode ser escrita

- —ZZ rﬂ—l—QT (A.17)

i= 1j<’L
com rj; = |15 — 7.
Se o potencial é dado por uma lei de poténcias, tal

V(rj) = ar’,

jir

(A.18)

o primeiro termo do lado direito da eq. (A.17) pode ser reescrito

S T = = S S e = 3 et = —n S0V () =

i g<t 1 <t 1 <1 1 <t
(A.19)

em que

U= Y V) (220

i j<i
¢é a energia potencial total do sistema. Assim, a derivada total em relacao ao tempo da

quantidade G assume, finalmente, a forma

dG

i =27 —nU (A.21)

Realizando a média temporal da eq. (A.21) em um certo intervalo de tempo 7,

tem-se

— = —dt=—
dt TJo dt

Se o movimento do sistema é periédico com periodo igual a 7, i.e. as posi¢oes e os mo-

ac 1 1 (G) 1 el 77
dG _ 1 7 dG iy 96 =GO~ GO =T —nl. (A2
(©

mentos de todas as particulas se repetem decorrido o tempo 7, entdo G(7) = G(0) e

9T —nU = 0. (A.23)



108 APENDICE A. Teorema do Virial

Mesmo que o movimento do sistema nao seja periodico, se ele for limitado, i.e. as posig¢oes
e os momentos de todas as particulas se mantem finitas tal que a quantidade G ¢é limitada
entre dois extremos Gaz € Goin, entao pode-se escolher um intervalo 7 grande o suficiente

de modo que
G(r) - G(0)

T

< limT—)OOM -0 (A.24)
T

lim, ’

c a cq. (A.23) também scja valida.

Se o potencial de interacao entre cada par de particulas é o potencial gravitacional
Newtoniano, tal que n = —1 na cq. (A.18), tem-sc finalmente a forma mais convencional

do Teorema do Virial, valida para um sistema cldssico governado pela gravidade,

2T +U = 0. (A.25)
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APENDICE B — Pseudoevolucio de Massa

de um Halo Estatico

Neste apéndice, a pseudoevolugao de massa de um halo estatico (i.e. um halo que
nao estd acretando matéria) serd apresentada seguindo o que esta colocado em (DIEMER;
MORE; KRAVTSOV, 2013) (sec. 2.1).

Assumindo que a distribuicao de matéria de um halo é descrita pelo perfil NFW
Ps
T 1 T 27
() 1+ (%))

conforme eq. (4.9), a massa de uma certa sobredensidade esférica definida no halo pode

p(r) =

ser obtida pela expressao
Ma(z) = 4mpyriplealz)), (B.1)

em que ca(z) = ra(z)/rs é o pardmetro de concentracao e

plz] =in(1+z) — : (B.2)

1+
conforme eq. (4.13).

Se o perfil do halo nao evolui fisicamente, ou seja, se o halo nao esta acretando
matéria, a massa de uma sobredensidade esférica definida nele ird variar somente devido
a evolucao da densidade de referéncia com o redshift (ver segao 3.2), que é o que se
denominada pseudoevoluc¢ao de massa. Essa variagao da massa Ma(z) entre dois redshifts

z; e zy pode entao ser quantificada pela relacao

VNN
Maler) = MG Gl B2

ja que se fisicamente o perfil de densidade do halo ndo se altera, entdo r, e ps ndo variam

com o tempo (ou com o redshift) na eq. (B.1).

Quando assume-se também uma relagdo concentragdo-massa (ver (DIEMER, 2018)
(sec. 4.3)), a pseudoevolucao de massa de uma sobredensidade esférica definida no halo

pode ser totalmente descrita com apenas um valor da massa Ma(z).



