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Resumo

Analisar o comportamento de equacoes da mecanica quantica relativistica em espacos
curvos pode nos dar uma nogao de como se comporta alguns sistemas quanticos quando
submetidos a campos gravitacionais descritos pela teoria da relatividade geral. Tais estu-
dos contribuem para um entendimento mais claro sobre a jun¢ao da teoria quantica e a
teoria da relatividade geral. No presente trabalho, vemos como sc da o comportamento do
campo de Klein-Gordon em contexto de diferentes tipos de campos gravitacionais. Nesse
caso, 0 espago curvo é dado por um buraco negro de Schwarzschild e mais a frente por um
buraco negro de Reissner-Nordstrom. Analisamos a equagao de Klein-Gordon e obtemos
solucoes descritas pelas funcoes de Airy. Mais a frente é feito uma revisao de um artigo
descrevendo a equacao de Dirac covariante apds uma transformacao de Foldy-Wouthuysen

em diferentes campos gravitacionais.

Palavras-chaves: buracos negros, transformacao de Foldy-Wouthuysen, equacao de Klein-

Gordon, equacao de Dirac, funcées de Airy.
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Introducao

A unificagdo entre mecanica quantica e gravitagdo continua sendo um dos, senao
o maior, problema moderno da fisica. Motivado por isso, varios trabalhos, tanto tedricos

quanto experimentais, foram desenvolvidos.

No &mbito experimental, temos como exemplo os trabalhos de (COLELLA; OVERHAU-
SER; WERNER, 1975), (BONSE; WROBLEWSKI, 1983). Nestes experimentos foram
constatados phase shifts em sistemas mecanico-quanticos devido a efeitos gravitacionais,

verifcando o principio da equivaléncia para ondas de neutrons nao relativisticas.

Mais um experimento a ser citado se encontra em (NESVIZHEVSKY et al., 2002).
F um experimento sobre estados quanticos de neutrons no campo gravitacional terrestre.
Foram produzidos em laboratorio uma fonte de wltra cold neutrons, assim os obtendo com
baixas velocidades comparadas a velocidade da luz. O experimento foi configurado tal que
os neutrons caiam em direcao a um espelho horizontal, obtendo portanto, um poco de
potencial gravitacional. Foi medido entao que os neutrons nao caiam na vertical de forma

continua, mas sim de forma discreta de uma altura para outra.

Outro experimento é sobre o condensado de Bose-Eistein em microgravidade (ZO-
EST et al., 2010). Assim como nos experimentos anteriores todos medem efeitos gravita-

cionais em sistemas quanticos.

Entre os tedricos se encontram os trabalhos de (ACCIOLY; BLAS, 2002) e (OBUKHOV,
2001). Estes trabalhos mostram como se dao, respectivamente o campo de Klein-Gordon
e o campo de Dirac, apés uma transformagao de Foldy-Wouthuysen (mais a frente serd

explicado como se d4 essa transformacao), em diferentes métricas.

No artigo de (ACCIOLY; BLAS, 2002) é obtido a seguinte Hamiltoniana para o
campo de Klein-Gordon em uma métrica que é solucao da equacao de Einstein para um

corpo de massa M localizada em r = 0, longe da fonte:

2
p 3 . .
H' =\m+mg-z+—+—p-(g-x , 1
[ g 5 T 5P (9 T)P| ) (1)
onde m é massa da particula, g = —Gﬁf T x sd0 as coordenadas, p é o momento e

=[5 4]

Nessa Hamiltoniana foi considerado o caso em que a particula esta distante do

corpo de massa M. Outro fator importante na derivagao da Hamiltoniana se chama termo
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de Darwin, que descreve a interacao entre a particula e o campo gravitacional. Esse fator

é dado por:

1 Vo, 1%
frnd _ _ — - . /
Dy(V,W) = A K% 2) 7 VIV = 255 VYV
1 Ve, V2 ,

Também mais a frente veremos com mais detalhes como surge csse termo. Na

equagao (2) V e W sdo fungoes que descrevem uma métrica estética:

ds® = V(x)2dt* — W (x)dz?, (3)

e A é uma constante. Na Hamiltoniana descrita pela equagio (1) o termo de Darwin
dado por (2) é nulo para uma certa escolha de \, algo que serd discutido também. Neste
TCC, é escrito essa Hamiltoniana de forma mais geral. Primeiro sem fazer aproximacoes

em 7 na métrica e também com A\ genérico.

Seguindo a mesma linha de raciocinio, os calculos serao reproduzidos da mesma

maneira, porém utilizando um caso especifico para a métrica de Reissner-Nordstrom.

Ja no artigo de (OBUKHOV, 2001) é feito transformagdes no campo de Dirac e
em seguida visto seu comportamento em torno de certas métricas. Mais a frente serd feito

uma revisdo deste trabalho.

Portanto, o objetivo é fazer o célculo para Hamiltoniana dada pela equagao (1),
porém com termo de Darwin D, com A genérico e sem realizar aproximacoes prévias em

T.

Veremos também o comportamento dessa Hamiltoniana para métrica de Reissner-

Nordstrom que é dada por

1
ds* = h(r)dt* — deQ — r2(d0* + sin*0de?), (4)
r
em que
2GM  Q?
h(r) =1-— ¢ + QZG-
r r

No entanto, veremos o caso para a métrica do buraco negro extremal de Reissner-

Nordstrom proxima ao horizonte de cventos. Nesse caso Q = M, logo a métrica toma a
forma (G = 1)

’F2 2

, M ,
ds” = Wdt2 - 7(17“2 — M?(d6? + sin*0d¢?).
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Em nossa convencao usaremos unidades naturais, isto é, h = ¢ = 1. A métrica
tem assinatura (+ - - -), o tensor de Riemann é definido por R*),, = 0,1, — 0,1 ) +
L7\ pm — I\, o tensor de Ricci por R, = R%,., € o escalar de Ricci por
R = ¢g"R,,, onde g,, é o tensor métrico. Mesma convengao adotada em (ACCIOLY;
BLAS, 2002). No caso de espagos planos, temos a métrica de Minkowski usual 7,,,, também
com assinatura (+ - - -). Serd informado quando o uso de unidades naturais nao for mais

utilizado ou for utilizado outra assinatura da métrica.
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1 Transformacao de Foldy-Wouthuysen

Aqui serd feita uma breve revisio do artigo (FOLDY; WOUTHUYSEN, 1950).

1.1 A Particula Livre de Dirac

O estado ¢ de uma particula relativistica de spin-1/2 é descrito por um quadri-

espinor:

Dizemos que as duas primeiras componentes sao as componentes superiores e as

duas tdltimas componentes sao as componentes inferiores. Dessa forma, escrevemos

X
em que ¢ é um bi-espinor, constituido pelas componentes superiores e x é um
bi-espinor, constituido pelas componentes inferiores. A Hamiltoniana da teoria de Dirac

classica

H=a -p+pm

possui operadores impares, sendo a e 8 as matrizes usuais de Dirac, p o operador
momento e m a massa da particula de spin-1/2'. Estes operadores misturam as compo-
nentes superiores com as inferiores do espinor . Isso torna a equacao de Dirac em duas

equagoes com as componentes ® e y acopladas.

O objetivo da TFW é realizar uma transformacao canonica na Hamiltoniana, tal
que consiga-se remover os operadores impares. Com isso, obtem-se duas equagoes, uma
para as componentes superiores - representam solucdes para energias positivas - e outra

para componentes inferiores - representam solugoes para energias negativas.

Se S é um operador Hermitiano, entdo a transformacao,

1 As matrizes «, fa e 7% = —ia'a?a’efBy” sdo os operadores impares. Os outros operadores da teoria

de Dirac sdo ditos opcradores pares, isto ¢, ndo misturam as componentes supceriores com as inferiores.
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deixa a equagao de Dirac da seguinte forma:

/ /_,-alb/
Y =i (1.3)

Lembre-se que para qualquer operador 71", podemos fazer a seguinte transformacao:

T = eSTe . (1.4)

Escolhendo

5= —5—sle vy (L)), (1.5)

2m m

em que w ¢ uma funcao do operador £, temos

Hl :eiSHe—iS — 62iSH

Usando S definido pela equagio (1.5) e expandindo a exponencial, obtemos

H = [005 (p%) + 5a ‘Pin (pgﬂ o

P m

=/ {m cos (p%) + p sin (p%)] + % [p cos <p%> —m sin (p%)] . (1.6)

Agora, queremos eliminar o termo impar da equagao (1.6), que é o termo envol-

vendo a. Para tanto, escolhemos

w (2) = Zarctan (£> , (1.7)

m P m

com isso a Hamiltoniana estara livre de operadores impares:

H' =B\/m? + p? = BE, (1.8)
E, =\/m? + p?
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Agora, podemos escrever

P =P+ X;
1+ p

b=y
15

Y=gt

Com isso, a equacao (1.3) reduz a duas equagoes desacopladas:

0’
qu)/ :ZE (19)
,_OX

representando, respectivamente, cstados de encergia positiva ¢ negativa. Por fim,
removemos os operadores impares e obtemos duas equagoes desacopladas para cada com-

ponente do espinor.

1.2 A Particula de Dirac em um Campo Eletromagnético Externo

Na presenca de interagao, aparentemente nao é mais possivel fazer uma tunica,
simples, transformag¢do candnica para uma representacao em que a Hamiltoniana nao
possui operadores impares. Entretanto, é possivel fazer uma sequéncia de transformacoes,
em que a Hamiltoniana é expandida em poténcias de % e cada transformagao elimina os
operadores impares associado a uma certa ordem de % Podemos escrever a Hamiltoniana

na forma:

H=ppm+e+0 (1.11)

em que € ¢ um operador par e O é um operador impar, ambos dependentes do

tempo.

Agora considere a transformagao candnica gerada pelo operador hermitiano

i
=—r— P
S =560 (1.12)

Fazendo uma expansao em poténcias de % da hamiltoniana na nova representacao,

obtemos
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A A o .
H' :6ZSH6—1S o iezS_e—zs
ot

as 108 i2 108
*H+EH lS,HJréE] +§ lS, lS,HJrgEH - (1.13)
Mantendo apenas até termos de ordem #, obtcmos
, B 1 00 1 00 1
H = 2o e 28 20— —— 03+ ... (1.14
6m+6+2m0 8m?2 0,10,¢ + ot | 2m" ot +2m{0’6] 3m20 o (114)

Perceba que essa transformacgao removeu todos os operadores impares de ordem
1

0
(%) da Hamiltoniana e apenas operadores impares de ordem -- e maiores permaneceramn.

Fazemos uma sequéncia de transformagoes, tal que o gerador da transformacao,

em cada passo, é escolhido como

S = —2L [(termos impares da Hamiltoniana de menor ordem em 1/m) (1.15)
m

Vejamos, para interagdo com um campo eletromagnético externo, temos que ¢ =

—epcO=a-(p—eA), cm quc ¢ ¢ A sao os potenciais cscalar ¢ vetor, respectivamente.

= H=pm—cp+a-(p—ecA). (1.16)

A primeira transformacao canonica gerada por
v
S1= -5 —Ba-(p—cA)
2m
nos fornece uma Hamiltoniana sem operadores impares da ordem de ( %)0:

B I6; 5, € e e
Hy =fm e¢+2m(p eA) 2mﬁa-H 4mza-Ex(p eA)—{—8m2V~E

1

Emque H=V X Ae E=-V¢— %. Seguindo o raciocinio, temos

7 e
= Sh=—g P P%WE]
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E assim por diante... obtemos entao, para energias positivas, a seguinte equacao

de Schrodinger:

1 , € e e 09
m—eqﬁ—l—%(p—eA) —%U-H—ma-Ex(p—eA)vLWV-E @—(zlaltn

que ¢ essencialmente a equagao de Pauli para uma particula de spin % nao relati-

vistica interagindo com um campo eletromagnético.






2 Analise do Campo de Klein-Gordon

Essa secio serd baseada no artigo (ACCIOLY; BLAS, 2002). Baseado nele, faremos
os calculos propostos na introducao. Trataremos aqui de encontrar uma transformacgao
exata de Foldy-Wouthuysen (TFW) para um bdson de spin-0 acoplado a uma métrica

estatica:

ds* = V(x)*dt* — W (zx)dz>. (2.1)

Em que V e W sao fungoes das coordenadas x. Comegamos com a seguinte equacao

para o campo escalar

(O +m?+ AR)¢ =0, (2.2)

onde A é o termo gravitacional de Darwin. O termo de Darwin diz respeito sobre

a interagdo da particula com o campo gravitacional.

Na verdade, aqui estamos falando sobre o termo de Darwin gravitacional. A origem
desse termo se encontra na eletrodindmica classica, onde conhecemos a Lagrangiana de
Darwin. A Lagrangiana de Darwin descreve a interagao na ordem de v?/c? entre duas
particulas carregadas no vacuo onde cada particula interage com o campo magnético
gerado pela outra (JACKSON, 1999 (Third Edition)). Em 1920, Darwin' expandiu os
potenciais de Liénard-Wiechert em v/c e a partir disso derivou a Lagrangiana que leva

seu nome. Pode-se encontrar mais sobre esse assunto em (ESSEN, 2007).

A equagao (2.2) é obtida da agao

[ 570 (#0006 — (m® + ARG . (23)

Aqui

1

NS

O escalar de Ricci associado a métrica (2.1) é

d=¢"V,V, = 0u(vV/—99""0,).

2 2 2 .. 4,
_ VW - — VAW 2.4
Tz AT e A e 24

Charles Galton Darwin ¢ ncto do naturalista Charles Darwin.

R VIV)? —

1
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Substituindo (2.4) em (2.2), obtemos

é — F2V2p — F2Vin(VIW3) - Ve + m2V2¢ + ARV2p = 0, (2.5)

em que F? = V?2/W?2. Denotamos a derivada temporal por pontos. Introduzimos

agora o formalismo de duas componentes da equacao de Klein-Gordon:

¢ = ¢1+ @2, i¢5:¢1—¢2-
m

Com isso, a equacgao de Klein-Gordon pode ser escrita na forma

id = HO, (2.6)
em que
H= 26"~ ¢, (2.7)
onde
1 1
o |9 | ‘-
b 1o
e o operador 6 é definido por
= F_2V2 — ﬁvgn(vw) Vv — m‘,ﬂ _ LVQR
T 2m 2m | 2 2m

Note que a matriz £ tem as seguintes propriedades algébricas

52207 {gagT}:4

O operador # é auto-adjunto em relagdo a um produto interno, dado que a inte-

gragao no espago é feita com a medida correta (FULLING, 1989)

= / pdat0p, (2.8)

em que p = g"/—g=W3/V.
No entanto é mais conveniente escrever a fun¢ao de onda tal que 8 seja Hermitiano

com respeito a medida usual do espago plano. Fazemos isso por meio da transformacao

O =f0, 0=f0f"", H'=fHfT,
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com f=./p=V VW2

Dessa forma

m
Hl _ T _ 9/7
T ¢,
onde
0o = fof 1P,
m 1 1 1
=0 =——V?— —Fp’F+—VF.-VF - —D,(V,W
2 om' P T 8m 2m AV W)
em que p = —1V é o operador momento e o ultimo termo é

1 Vo, v
DyV.W) = A (= 2 2 9 gy,
(V) )\K% )W,_)vv VY TW
N v
+<ﬁ—4)WVW+2W(VW) .

Agora note que o quadrado a Hamiltoniana H’ é

H? = —%9’{5, €'Y = —omo'1,

em que I e matriz identidade 2x2. Veja que

VH? = (—2m9)1/2[1/2,

(2.10)

(2.11)

Como a raiz quadrada da matriz identidade nao é tnica, a TFW precisa de uma

matriz nao degenerada U, tal que

H" = (=2m0)'PUI"?U"
(_ngl) 1/2177

ondc

transformacao extra na base para diagonaliza-la. Isso pode ser feito com auxilio de uma
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Conformemente, H — H"” é a transformacao exata de Foldy-Wouthuysen para
equacao de Klein-Gordon em espacos curvos com a métrica estatica. Usando 6" dado pela
equacao (2.9), a Hamiltoniana quasi-relativistica é obtida ao considerar m como o termo

dominante:

1

1
H' ~ |\mV + — W 'p*F + Fp*W ! —
mV 4 W E 4 F 8ml

1

Usando A = 1/6 (ainda ha diversas discussoes, tanto tedricas quanto experimen-

tais, sobre o valor de \), obtemos, portanto

| 1 1
H" ~ {mV b (WRF 4 FPW ) — — VF.VF+

2
im smV AR } n (213)

Agora, para concluir mostraremos que essa escolha de A nao viola o principio da
equivaléncia ao se comparar o verdadeiro acoplamento gravitacional com o caso puramente
inercial. Para tanto, lembramos que a solu¢ao da equagao de Einstein para um particula

de massa M localizada em » = 0, longe da fonte é dado por

~l— —— 2.14
Goo 0 ( )
2MG
911 = g2 = gsz ~ —1 — . (2.15)
Dessas equagoes, obtemos
GM GM
Valo——, Wals——, (2.16)
r r
e
2MG
Fx~1- : (2.17)
r
Logo,
P 3
H'=\m+mg-z+-—+-—p-(g-2)p|n, (2.18)
2m  2m
em que g = —Gfgf L. Por outro lado, no caso da métrica de Minkowski em referén-

ciais acelerados,
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obtemos

~2
P L X

H' = |m . —+ —p- (a- . 2.19

m+ma T+ o+ o P (a-x)p|n (2.19)

Nas equagoes (2.18) e (2.19) foram ignorados termos relativisticos e gravitacio-

nais/inerciais de ordem mais alta.

Para particula de massa m, distante do corpo de massa M, pode-se ignorar os
termos (3/2m)p-(g-x)p) e (1/2m)p-(a-x)p nas equagoes (2.18) e (2.19), respectivamente,
j4 que sdo menores que o termo cinético por um fator da ordem de GM/r ~ 1075 (para
observagoes no sistema solar). Na equacao (2.18) estamos assumindo que a é tal que
la-x| ~ GM/r. A contribuigao do termo de Darwin em ambos essas expansoes é zero; de
fato, nas equagdes (2.18) e (2.19) temos V2F' = 0. Portanto, concluimos que o acoplamento

conforme esta de acordo com o principio da equivaléncia.

A seguir, calcularemos para algumas métricas V, W, o termo de Darwin com
A genérico e a Hamiltoniana de uma forma mais geral, ou seja, primeiro sem realizar

aproximacocs.
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2.1 Caso para a Métrica de Schwarzchild

A métrica de Schwarzchild é uma solucao das equacoes de campo de Einstein no

vacuo que descreve um campo gravitacional gerado por um corpo esfericamente simétrico
(CARROLL, 2003). A métrica é dada por

2 ! :
ds® = (1 — GM> dt* — (1 — 2GM) dr? — r2d?, (2.20)

r r

onde

dQ? = df* + sin*0de>.

Com isso, temos que

V= (1 - 2GM> " (2.21)
T
W= (1 - 2GM)_§ , (2.22)
T
v
Foq_2GM (2.23)
T

Dados, V', W e F, calculando termo a termo, temos que o termo de Darwin dado

pela equagdo (2.10) para esse caso é

_ G21W2(6/\ —-1)

rd

D, = . (2.24)

Algo importante a ser ressaltado é que note que para A = % o termo de Darwin é
nulo, que é a escolha feita no artigo de (ACCIOLY; BLAS, 2002).

Agora calculemos a Hamiltoniana. Veja que serd calculado o termo p2F, isto é

—V?2F. Formalmente, temos que o negativo do laplaciano de F é

PPF = —8tMG6(r), (2.25)

em que 6(r) é a funcdo delta de Dirac:

00 seTr =Ty
S(r — 1) — 2.26
(r=0) {0 se r # 1. (2.26)
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Em nosso caso, r # 0, logo podemos considerar

PPF =0. (2.27)

O caso em que pF # 0 é de interesse quando se deseja resolver completamente as
equacoes diferenciais geradas pela Hamiltoniana na equagao de Klein-Gordon. Em nosso
caso, isso nao ¢ de nosso interesse, portanto podemos seguir com a escolha nula. Faremos

uma andalise com aproximagoes das equagoes geradas por essa Hamiltoniana.

Com isso, calculando termo a termo, temos que a Hamiltoniana dada pela equagao

(2.12) no caso de Schwarzschild sera

1
31 GIME(6A 1)
— — . 2.2
rd 2mr? " (2.28)

1
2GM\z  G*M? 2GM
I
r 4dm r
Note novamente que o ultimo termo envolvendo o termo de Darwin pode ser eli-
minado ao escolher \ = %. Ainda é muito discutido no meio tedrico qual seria a escolha
definitiva do valor de A. Dado essa Hamiltoniana, vale a pena analisar os casos para r

muito grande e para r muito pequeno.

2.1.1 Limite para r grande

Para tanto, faremos r = ry + x, em que x << 1y, sendo rp uma distancia fixa
do centro e x sao pequenas variagoes em cima dessa distancia fixa. Com isso, podemos
expandir em primeira ordem em x o seguinte termo que encontramos na Hamiltoniana
(2.28)

2G M 2GM  2GM
1- +

~
~

2.29
ro+ T To ré v ( )

Logo, expandindo a raiz desse tltimo termo obtido, temos

=

2GM  2GM GM GM
(1 - + = x) Rl —— (2.30)
9GM  2GM \ ? GM GM
(1 — +— x) ~ 1+ - — (2.31)
7o 70 7o 70

Temos também termos envolvendo %4 na Hamiltoniana, assim fazendo a expansao

1 1 1 4
S R (2.32)
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Veja que o termo %¥ constitui a aceleragao gravitacional g do corpo de massa M
0

no ponto rg, isto é

au

=9
7

Com essas aproximagoes, a Hamiltoniana (2.28) se torna

GMm
To

Hrgrande ~ | m—

1 4z (G*M? GM G2M?2(6)\ — 1)
+mgr — |4 — — (1+ —gx>+
re g 2m

(2.33)

4im 70
Termos constantes na Hamiltoniana podem ser descartados, pois a dinamica surge

das derivadas da Hamiltoniana. Agora vamos comparar com a Hamiltoniana obtida no

artigo (ACCIOLY; BLAS, 2002)

~9
D 3 . .

H' = +mqg-x+--—-+—p- . . 2.34

m-+mg-x v 2mp (g-x)p|n ( )

Note que os termos de potenciais classicos sdo os mesmos, ambos envolvem termos
com a aceleracdo gravitacional do corpo de massa M. Os outros termos derivam quando
foi calculado o negativo do laplaciano da funcao F. Ha diferencas também no Ambito em

que estamos usando A\ genérico.

2.1.2 Limite para r pequeno

Para estudar a Hamiltoniana nas imediagoes do buraco negro, fazemos r ~ 2GM
sendo sempre r > 2G'M para nao adentrarmos no horizonte de eventos. Para tanto,

fazemos a seguinte mudanca de variavel

2
p 2GM
L 2.
4 r (2:35)
ou
8GM
r=a- e (2.36)

Substituindo (2.35) e (2.36) na Hamiltoniana (2.28), obtemos

1 4
p 1 4—p*\" 1 (6A—1) [4—p?
Hr equeno — 5 - = 2.

req {mz 2G2M>m ( 8 ) p 2G°M°m \ 8 ! (2:37)
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Veja que temos termos proporcionais a potencias de p e de 71). Isto é, seja um
observador que esteja realizando experimentos a baixas energias com as funcoes de onda
de uma particula nas imediagoes desse buraco negro. Os termos proporcionais a % podem
mostrar forgas constantes sobre essa particula ou forgas de atracao/repulsao. Combinado
com os termos proporcionais a p, podemos ter um carater oscilatorio no comportamento

da particula.

Por )\ estd associado aos termos proporcionais a p, sendo uma constante multi-
plicativa, podemos inferir que A\ talvez se manifeste como um potencial harmonico. A
questao sobre o valor ou valores de A dependem da teoria de campo em que ela se encon-
tra. Na atual situacao, \ parece ser mais um problema experimental em que seu valor ira

depender de qual serd a particula escalar em questao.
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2.2 Andlise da Equacao de Klein-Gordon no Limite para r Grande

Vejamos o comportamento da equacgao de Klein-Gordon para o sistema descrito a
seguir. Considere uma particula de spin 0 de massa m interagindo com um buraco negro de
raio R e massa M. Usaremos um sistema de coordenadas em que localizamos a particula
por 7, sendo esta a posicdo da particula em relagdo ao centro do buraco negro. A Hamil-
toniana que ira descrever tal sistema é dada, essencialmente, por (2.18), porém iremos
discutir brevemente a obtencao do termo de potencial classico dessa Hamiltoniana e tam-

bém faremos algumas aproximacoes na mesma. Agora seguiremos os calculos inspirados

nos trabalhos de (KRANTZ, 2006) e (SANTOS; BODUNOV; POGLIANI, 2005).

O potencial atrativo que essa particula sofrera é

V) = G2, (2.38)

onde r = |7].

Considerando que a particula estd a uma distancia * << R do buraco negro

(reduzindo a um problema unidimensional), temos que r = R + x. Logo

Mm

V(ir)=-G : 2.39
(¢) = ~Gs (2.39)
Expandindo em primeira ordem em x, obtemos
Mm Mm
V(z) = -G 7 +G 2 T (2.40)

Note que surge no segundo termo da equacao acima a aceleracao gravitacional

gerada pelo buraco negro:

GM
Portanto, reescrevemos o potencial como
M
V(z) = —a— 14 myz. (2.42)

R

Perceba que obtemos o termo do potencial classico, obtido anteriormente tanto em
(2.18) quanto em (2.33),

Para particula de massa m, distante do corpo de massa M, pode-se ignorar o
termo (3/2m)p - (g - )p) em (2.18) j4 que é menor que o termo cinético por um fator
da ordem de GM/r ~ 1075 (para observagoes no sistema solar) (ACCIOLY; BLAS,
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2002). Descartando as constantes aditivas em (2.18) (ACCIOLY; BLAS, 2002) e (2.42)
(KRANTZ, 2006) temos que a Hamiltoniana do sistema é

H= (mgx + p_‘> 7. (2.43)
2m

Denotaremos por H como sendo

2
~ p"
H = — . 2.44

(mgx * 2m> ( )

Agora, lembramos do formalismo de duas componentes para a equacao de Klein-
Gordon (ACCIOLY; BLAS, 2002):

O =01+ 99, Lﬁﬁ = ¢1 — ¢a. (2.45)
m

Com isso, a equacao de Klein-Gordon pode ser escrita na forma tipo Schrodinger
(por familiaridade, retomaremos o valor da constante de plack & e quando retomarmos

seu valor igual a um, serd informado)

ihd = H, (2.46)
onde
o1
b = 2.47
@] o

e o ponto acima de ® denota a derivada temporal.

Usando o 7 definido na secdo anterior e a Hamiltoniana obtida em (2.43), temos

as equagcoes
ihdy = Hon, (2.48a)

ilidy = —Ho,. (2.48D)

Obtemos duas equagoes desacopladas. Interessante a se notar que por (2.18) ser
uma Hamiltoniana apés a TEFW, de fato, obtemos equagoes desacopladas (cujo é uma
das consequéncias de se realizar uma TFW), sendo que a segunda equagio pode-se ter
a interpretacao de solugoes com energia negativa, o que representariam as antiparticulas
(FOLDY; WOUTHUYSEN, 1950) (Dada as devidas diferengas, ja que estamos tratando
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de bosons e o trabalho citado se refere a férmions). Para tanto, vamos focar apenas na

primeira equacao para energias positivas.

Agora, denotando ¢; = 1) podemos escrever a equagao (2.48a) na forma indepen-

dente do tempo:

Evy = Hy.

Usando H dado por (2.44) e usando a definigdo do operador quantico para o

momento linear, obtemos a seguinte equagao

—h? 9?

Seguindo os mesmo passos realizados no trabalho (KRANTZ, 2006), vamos intro-

duzir, com o intuito de simplificar a equac¢ao, um fator de escala:

Z::( - ) (2.50)

2m?2g

e também introduziremos dois fatores sem dimensao:

£ (2.51)
€1 = ——. .
mgZz

Inserindo essas novas variaveis na equagao (2.49), temos

A +mgCZ | Y ZY (2.52)

—————+m =em . .
2m Z2 9¢? 9 g

Logo, pela definicdo do fator de escala, obtemos a seguinte equacao de autovalor

scm dimensao

(5)2
o5 HC—€|Y=0. (2.53)
o¢

Esta equagao diferencial tem solugdes bem conhecidas. As solugdes sao combina-
coes lineares das fungoes de Airy A; e B;. As funcoes de Airy sdo objetos matematicos
transcendentais expressos em termos das funcoes de Bessel. Algo muito interessante sobre
essas funcoes é que bruscamente ha uma mudanca de comportamento, em que elas come-
cam com carater oscilatério e trocam para um carater exponencial, como é mostrado na

figura 1.
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Figura 1 — Fungoes de Airy (imagem tirada de https://en.wikipedia.org/wiki/Airy_ function)

Ambas apresentam um comportamento senoidal até certo ponto, a partir desse

ponto A; converge exponencialmente para zero e B; diverge exponencial para +oo

Com isso, a solucao mais geral da equacao (2.53) é dada por

¥(Q) = C1A(C — €) + (2 Bi(C —¢), (2.54)

em que C e (5 sao constantes arbitrarias que dependem das condicoes de contorno

do sistema.

Ha algumas condicoes a serem satisfeitas, como por exemplo, a fungao de onda ser
normalizavel e derivavel. Encontramos no trabalho de (KRANTZ, 2006) célculos que des-
crevem um sistema de Ultra Cold Neutrons, em dadas condi¢ées de contorno, produzidos
pelo experimento ja citado na introdugao deste trabalho (NESVIZHEVSKY et al., 2002).
Interessante notar que, matematicamente falando, foram obtidas equac¢oes do mesmo tipo
para o sistema descrito nessa secdo e o sistema de Ultra Cold Neutrons refletindo em um

espelho horizontal sob efeito de um campo gravitacional, tendo como solugoes as fungoes
de Airy.

Portanto, penso que a densidade de probabilidade espacial do sistema descrito

nessa se¢ao, dada as devidas diferencas e proporgoes, ja que aqui ndo impomos condig¢oes
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de contorno, talvez se assemelhe ao descrito no experimento de (NESVIZHEVSKY et al.,
2002) e no trabalho de (KRANTZ, 2006). Pela fungao de onda ser dada pelas fungoes
de Airy, é interessante refletir sobre os comportamentos da particula préxima e longe do
buraco negro, se ela teria um carater oscilatorio em direcao ao buraco negro, se iria orbitar

ou iria se perder no horizonte de eventos.
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2.3 Caso para a métrica de Minkowski

Agora, voltando a seguir o procedimento de encontrar a Hamiltoniana para uma
dada métrica, temos que para a métrica de Minkowski em referenciais acelerados (ACCI-
OLY; BLAS, 2002)

V=1+a-x, (2.55)
W=1, (2.56)
F=V. (2.57)

Novamente, calculando termo a termo, temos que o fator de Darwin para A genérico

D~

Dy = (% —2\) (1+a @)V -a. (2.58)

Com isso, a Hamiltoniana para esse caso sera

1 la|? 1 /1
H = r——V -4a— ———— — | ==2 1 . . .
m+ma-x 1 V-a 3 (1+a-az)+2 (2 /\>( +a-x)V a]n
(2.59)

Veja que novamente obtemos termos que se referem a potenciais classicos. O termo

1
4

eliminamos o termo de Darwin. Ainda é discutido no meio tedrico sobre a escolha de A,

ma - x ¢ o potencial de uma particula em um campo uniforme. Se escolhermos \ =

se ela possui um valor fixo, se certo valor fara as equacoes respeitarem ou nao o principio

da equivaléncia.
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2.4 Caso para a Métrica de Reissner-Nordstrom

O buraco negro de Reissner-Nordstrom é um corpo esfericamente simétrico, eletri-
camente carregado e sem rotagao. A métrica de Reissner-Nordstrém é uma solucao das

equagoes de campo de Einstein-Maxwell no vacuo e é dada por

ds* = h(r)dt* — %dr2 — 72(d0* + sin*0de?), (2.60)
r
em que
\ 2
h(r) = <1 _ M + Q—9> : (2.61)
T T2

Aqui, M ¢é a massa do buraco negro e () a sua carga elétrica. Estamos usando

unidades tal que c=h =G = 1.

Vcjamos agora como sc dé o termo de Darwin dado pela cquacao (2.10) ¢ a Ha-
miltoniana dada por (2.12) para o limite da métrica préxima ao horizonte. Veremos esse
caso em especifico pois a métrica toma uma forma mais simples. No caso da métrica geral
descrita por (2.60), mesmo com certas aproximagoes, torna os calculos impraticaveis por-
que além de serem extremamente grandes, obtemos uma Hamiltoniana nao trivial, com

termos altamente nao lineares.

Para tanto, no caso geral, comparando a equacao (2.1) com a equagao (2.60), temos

que

Valel o2 (2.62)

Este resultado foi obtido ao considerar » muito grande, isto é, % + (3—22 << 1. Com

essa consideracao podemos expandir V', desprezando termos de ordem maiores que 7%

Por sua vez,

3M2 QM

Wa1 — .
* 272 272 7

(2.63)

em que W foi obtido seguindo a mesma consideracgoes feitas em V. Ao computar
os termos necessarios para o calculo do termo de Darwin e da Hamiltoniana, obtemos

expressoes com as complicagoes descritas acima.

Dado isso, focamos a nossa atencao para o caso da métrica préxima ao horizonte,

pois obtemos resultados mais passiveis de interpretacao.
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2.4.1 Caso para Métrica Préxima ao Horizonte

Primeiramente, a métrica préxima ao horizonte se refere a um limite da métrica
geral. Esse limite tem um papel importante no estudo da geometria e topologia de bura-
cos negros, porém é bem definido apenas para um buraco negro extremal. (KUNDURI;
LUCIETTI, 2009)

Ja um buraco negro extremal é um buraco negro com a menor quantidade de massa
possivel condizente com uma dada carga clétrica ¢ momento angular. Ou scja, ¢ o menor

buraco negro possivel de existir dado um momento angular fixo e uma carga elétrica fixa.

(KALLOSH et al., 1992)

No caso do buraco negro de Reissner-Nordstrom extremal de massa M e carga @,

temos que (Q = M. A sua métrica é

M2 M2
ds? — (1 _ L) dt? — (1 - —) dr? — r2(d6? + sin®0dg?). (2.64)
r T

Tomando o limite para métrica proxima ao horizonte, temos

,’,.2

ds? —
Ve

M2
dt* — T—erg — M?*(d6? + sin*0do?). (2.65)

Logo, obtemos

T
V=— 2.66
M7 ( )

M
W=—, (2.67)

r

,’12
=5 (2.68)

Calculando termo a termo, temos que o termo de Darwin é
?,,2
Dy=D=—. 2.

A M* (2.69)

Como nesse caso o termo de Darwin nao depende de A, chamaremos apenas de D.
Pela métrica proxima ao horizonte tomar uma forma mais simples, faz sentido obtermos
um termo de Darwin mais simples. Com isso, podemos calcular a Hamiltoniana dada por
(2.12):

r(2m2M3 — 5M +r)
H = TNVE n. (2.70)
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Por envolver termo quadratico em r, ao usar essa Hamiltoniana na equacao de
Klein-Gordon, obtemos uma equacao diferencial nao linear. As equagdes de movimento
quando se trata de sistemas quanticos em espagos curvos sao muito nao triviais, geralmente

sem solugoes analiticas, com isso normalmente se usam métodos numéricos, aproximagcao

WKB, etc.
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3 Analise do Campo de Dirac

O contenido deste capitulo tera como fonte o artigo (OBUKHOV, 2001). Aqui fa-
remos uma revisao do artigo e veremos como se da a transformagao de Foldy-Wouthuysen

no contexto da equagao de Dirac em espagos curvos.

Neste capitulo retomaremos os valores da constante de Planck, da velocidade da
luz e da constante gravitacional. Com isso, temos que o campo 4-espinorial 1 satisfaz a

equacao de Dirac covariante:

(thy* Dy — me)y = 0, (3.1)

onde v sao as matrizes de Dirac usuais e D, é o espinor derivada covariante com!

D, = h.D;, (3.2)

Dy =8, + i&amf‘ﬁ. (3.3)

Em que h!, ¢ um campo de tetradas. Campo de tetradas sio considerados como re-
ferenciais adaptados a obscrvadores que scguem uma trajetoria descrita por fungocs z* no
espago-tempo. Esses campos projetam vetores e tensores no espago-tempo no referencial
local dos observadores (MALUF; ULHOA, 2010). Por sua vez

[

5P = inlenfl, (3.4)

Efeitos gravitacionais e inerciais estao relacionados pela conexao de Lorentz:

o = o (3.5)

Sabemos que, em qualquer dado ponto P, é sempre possivel escolher as coorde-
nadas do espaco-tempo local em um certo referéncial tal que h¥(P) = 6%, T3 (P) = 0.
Este fato matematico estd relacionado com o principio da equivaléncia em acordo com
a equacao de Dirac acoplada gravitacionalmente que localmente assume sua forma no

espago plano ao se escolher um referencial adequado.

1 Usamos indices gregos para componentes a respeito do referencial local de Lorentz e,, = h!,9; (tetradas)

¢ indices latinos para as coordcnadas locais do cspaco-tempo .
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Novamente, focaremos em métricas que sao descritas pela equacao (2.1). Esco-

lhendo um referencial ortonormal,

W=V — h=Ws = ab=123 (3.6)

obtemos as seguintes conexoes de Lorentz:

T 5 0W 5 W
0 ab b a

A partir daqui os circunflexos acima do indices distinguem os indices do referencial

local das coordenadas do espago-tempo. Como resultado, obtemos componentes explicitas

do espinor derivada:

1 0 1
D() = ‘—/ <@ + W(a . VV)) , (38)
. 1 0 7 b c
D= ((%a + S WS ) . (3.9)

Aqui temos que [ = 76, « = (7, mesma conven¢do adotada em (BJORKEN;
DRELL, 1998). Temos também que

<0
e = |7 } . (3.10)
0 o°
Consequentemente, a equacdo de Dirac (3.1) toma a forma da equacdo de Schro-
dinger:
oY 4
h— = H 3.11
hor =1 (3-11)
com o operador Hamiltoniano
~ V the 1heV
_ 2
H = pmc V+Wc(a'p)— W(a'VV) ~ Tz (- VIW). (3.12)

Redefinindo o campo espinorial e a Hamiltoniana,

W= W= WRAW (3.13)

obtecmos a nova Hamiltoniana, quc ¢ cxplicitamente Hermitiana com respeito ao

produto escalar usual do espaco plano:

H' = Bmc®V + g[(a ‘p)F + F(a - p)]. (3.14)



Agora é de nosso interesse realizar uma transformacao de Foldy-Wouthuysen nessa
Hamiltoniana, a fim de desacoplar estados de energia negativa e positiva. Para particula
livre de Dirac ha uma transformacao exata, mas para férmions interagindo com um campo
eletromagnético externo, essa transformacao se da por aproximagdes, como vimos no
capitulo 1 vide (FOLDY; WOUTHUYSEN, 1950) e (BJORKEN; DRELL, 1998).

A ideia chave é construir uma transformacao unitaria U, relacionando a repre-
sentacdo apds a transformacdo com a representacdo original: ¥ = U1, satisfazendo a

seguinte condicao

UAUT = 3. (3.15)

Aqui

>
Il
)y

(3.16)

.’:E;

é o operador sinal de Pauli. Por defini¢ao, é Hermitiano, unitario e idempotente:
A2 = ATA = 1.

Agora, considere o operador de involugao:

J = ivs03, (3.17)

em que ys = —i’yévivéyg. Este operador é Hermitiano, J' = J e unitario, JJ =

J? = 1. Também anticomuta com ambas Hamiltoniana (3.14) e matriz

{JHY =0, {J,jB}=0. (3.18)

Dado isso, podemos construir o operado U = UyU; tal que

U =—(1+JA), Uy=—(1+8J). (3.19)

Sl
Sl

Consequentemente

UAUf =T, U,JUS = 3. (3.20)

Portanto, a condicao (3.15) ¢é satisfeita.
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O ultimo passo agora é encontrar a Hamiltoniana HF = UHU? ap6s a transfor-
magao de Foldy-Wouthuysen. Das equagoes (3.18), temos JH? = H2J, entdo J\ H? =
VH?J, e {J, A} = 0. Portanto, UllfolT = J\/ H? ¢, finalmente,

UHU' = {\/E}%L{\/E} J. (3.21)

Aqui, as partes pares e impares sdo definidas, para qualquer operador (), como

Q1= 5(@+6QB). 1@} = 5@~ 5QB) (3.22)

Note que ambos os termos em (3.21) sao pares, portanto, de fato, a Hamiltoniana
apo6s a transformacao de Foldy-Wouthuysen ndo mistura as componentes superiores com

inferiores do espinor. Usando a seguinte notacao

¢ :=VV, (3.23)
[ =VF, (3.24)
temos entao
R ﬁ2 2 . FLZ 2
H? =m?c*V? + Fp?F + TCF(V - ch f (3.25)

+ WY - ([f % p + Jmed).

Em muitos casos, é mais pratico usar fun¢des de onda nao relativisticas, tratando
os demais termos de interacdo como pertubacoes. A aproximacao quasi-relativistica é
obtida ao assumir que o termo mc? é dominante e temos portanto, correspondentemente

expandindo a raiz quadradada de (3.25) como

N 1 h? R
VH?2 ~xmc®V + — (W W F + Fp*w ! - f) — . 2
me’V + 4m(L p°F + Fp*W ) + 4mW(v f) Sme f (3.26)
hQ — — — —
+ RZ (W xpl +[f x IW 1+ J2W  tmed), (3.27)

com a subsequente extra¢ao das partes pares e impares de acordo com (3.22).

Vemos a apari¢cao do termo de Darwin:

h?
- 4mW

h2

AmW (V- f)

V2F. (3.28)
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Com o intuito de comparar os efeitos relativisticos do spin das forcas gravitacionais
e inerciais e com isso obter uma clareza sobre a validade do principio da equivaléncia para

férmions, iremos considerar separadamente dois caso particulares.

3.1 Caso para o espaco-tempo de Minkowski
No espaco-tempo plano de Minkowski em um referencial acelerado, temos que

- =

a-r
2’

V=1+ W=1 F=V. (3.29)

Consequentemente

—

=f= (3.30)

wl QU

Preservando as contribuigoes principais, encontramos, portanto, a Hamiltoniana

nao relativistica apos a transformagao de Foldy-Wouthuysen

S -d (3.31)

2
h
=pBmc* + Bma - x+6—+2—

277102/32 @ x p.

3.2 Caso para o espaco-tempo de Schwarzchild

Para a métrica de Schwarzchild em coordenadas isotropicas, temos que

GM GMN !
=(1— 1 .32
v ( 2027') ( + 2027“) ' (3.32)
W= (1 + GM>2 (3.33)
a 2c2r) '
G]U
O que 1nos fornece
GM
~1 - —— .34
V a2, (3 3 )
GM
Wal4—. (3.35)
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Logo,

> _ g

¢=% (3.36)

- 29

F=-3, (3.37)
c

com
g=-GM—. (3.38)

Correspondentemente, a Hamiltoniana nao relativistica apds a transformacao de

Foldy-Wouthuysen é

2
. B oo
A =Bmc® + fmg - 7 + 527’—m — 554 (3.39)
hooo 12
By g x P — (V).
O gxpl =5 (V- 9)

mc?’

Em ambas (3.31) e (3.39) negamos termos relativisticos e gravitacionais/inerciais

(red shift, etc) de ordem maiores.
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Conclusao

Pela interacdo gravitacional ser a interacdo mais fraca conhecida, justifica-se, em
certa parte, despreza-la. No entanto, geralmente, quase todos experimentos envolvendo
fisica em altas energias tomam lugares em espagos curvos. Porém podemos ver neste
trabalho como, de fato, a gravidade influéncia nos sistemas quanticos. A teoria vista
aqui se da em baixas energias, nao chegando a ser uma teoria quantica de campos como

conhecemos.

Atualmente com a tecnologia vigente, é possivel realizar experimentos com sistemas
quénticos sob a influéncia de um campo gravitacional (muitas vezes o campo gravitacional
terrestre) e com isso é possivel medir como esse campo interfere nesse sistema como pode
ser visto nos experimentos citados na introducao. E sempre buscado respeitar o principio
da equivaléncia, verificando a sua validade. Também vemos o uso da teoria classica da

gravitacdo nos experimentos, utilizando-se potenciais classicos como foi visto na se¢ao 1.2.

Uma &rea de pesquisa em fisica muito relevante é sobre o formalismo da gravitagao
poés-newtoniana, sendo utilizada em sistemas quanticos. Podemos ver mais sobre isso na
tese (POST-NEWTONTAN. . ., 2020). E possivel que futuramente com um maior desen-
volvimento tecnolégico, seja possivel realizar experimentos sobre gravitacao quantica, loop

quantum gravity, teoria de cordas, etc.
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