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Resumo

O modelo cosmolégico padrao parte da métrica de FLRW que é caracterizada por ser uma
solugao exata para as equacoes de Einstein da relatividade geral. Este modelo, também co-
nhecido como ACDM, considera a energia escura, a partir de uma constante cosmoldgica A
e também a matéria escura fria (CDM). Além disso, o universo é caracterizado por ser ho-
mogéneo e isotropico em grandes escalas, como observado dos dados da radiagdo cosmica
de fundo (CMB) obtidos pelos satélites WMAP e Planck. Desta modelagem, obtém-se
diferentes grandezas, como a fungdo de Hubble e as densidades de matéria/energia dos
constituintes do universo. Além disso, neste trabalho também estudamos os diferentes
universos possiveis e seus destinos finais, os caracterizando em funcao de seu fator de
escala e do tempo césmico. Por fim, consideramos a radiagao césmica de fundo como ob-
servavel cosmologico e os impactos das suas anisotropias no estudo evolutivo do Universo,
observando também alguns efeitos geradores de suas flutuagoes, e.g., o efeito Sachs-Wolfe

e o efeito Sunyaev—Zeldovich (SZ).

Palavras-chaves: Cosmologia. Parametros Cosmolégicos. Distancias Cosmoldgicas. Mo-
delo ACDM. Radiagdo Césmica de Fundo.






Abstract

The standart cosmological model follows from the FLRW metric, which is established as
being an exact solution to Einstein’s field equations. This model, also known as ACDM,
considers dark energy, in the form of a cosmological constant A and also a cold dark
matter (CDM). Furthermore, the universe is characterized by being homogeneous and
isotropic on large scales, as observed from the cosmic microwave background (CMB) data
obtained by the WMAP and Planck satellites. From this modeling, different quantities can
be found, such as the Hubble function and the matter/energy densities of the constituents
of the universe. In addition, in this work we also study different universe models and their
final destinies, defining them as functions of their scale factor and cosmic time. Finally, we
consider the cosmic microwave background as a cosmological observable and the impacts of
its anisotropies in the evolutionary study of the Universe, also considering some generating
effects of these fluctuations such as the Sachs-Wolfe effect and the Sunyaev—Zeldovich (SZ)
effect.

Key-words: Cosmology. Cosmological Parameters. Cosmological Distances. ACDM Model.

Cosmic Microwave Background.
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Introducao

A Cosmologia, do grego antigo “késmos” e “logia”, é o ramo da ciéncia que estuda
o universo. Caracterizada como a area de interseccao entre a fisica e a astrofisica, a

cosmologia é uma das areas de pesquisa mais estudadas atualmente.

A concepcao da cosmologia como conhecida nos dias de hoje é relativamente jovem,
tal que podemos data-la ao século passado. Entretanto, o estudo do cosmos é muito mais
antigo, podendo ser tracado a Antiguidade, quando antigas civilizagoes, como os egipcios,
faziam observagoes, mesmo que incorretas ou incompletas, para construir modelos de

110SSO COSINOS.

Na Grécia Antiga, partindo de observagoes astrondémicas mais elaboradas, temos
a dedugao da forma esférica da Terra e da Lua, assim como, o estabelecimento da distan-
cia Sol-Terra. Como resultado, filosofos gregos como Aristételes e Ptolomeu propuseram
diferentes modelos para o universo. Em especial, o modelo ptolomaico estabelecia a Terra
como o centro do universo num modelo de duas esferas. E apenas, em 1543, que Nicolau
Copérnico propdés um modelo heliocéntrico consistente com as observacoes astrondémicas

feitas na época.

O surgimento da Cosmologia moderna é estabelecido com o desenvolvimento da
teoria da Relatividade Geral (RG) por Alberto Einstein que, em 1915, publicou o artigo
“Die Feldgleichungen der Gravitation” (EINSTEIN, 1915) generalizando a relatividade

especial proposta em 1905.

Em adigao, a observacao de Edwin Hubble, em 1929, do afastamento das galaxias
em relacao a Terra a uma velocidade peculiar linear ao redshift das mesmas foi essencial
para a Cosmologia moderna, por implicar que o universo esteja se expandindo. Portanto,
a observacao dos redshifts galaticos levaram ao modelo do Big Bang para a evolugao
do universo, no qual o universo expandiria-se a partir de um estado altamente denso e

compacto até sua baixa densidade atual.

Deste modo, a descoberta da radiagao césmica de fundo (CMB) sedimentou o mo-
delo do Big Bang para o universo, por surgir naturalmente de um universo, inicialmente,
muito quente e denso no qual a matéria baridnica era completamente ionizada e onde os
elétrons livres causavam com que nosso universo fosse completamente opaco. Contudo,
com sua expansao o universo esfriou, permitindo entao a formacgao de atomos neutros e
que o universo se tornasse transparente, tal que a CMB pudesse transitar livremente pelo

espaco, sem interagir com a matéria.

Além disso, a observacao das anisotropias da CMB, pelo satélite COBE, foi ex-
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tremamente importante para instituir a ideia de uma inflacdo césmica como geradora
da expansao do universo e também por gerar restrigoes para os parametros iniciais do

universo. E, entao, partindo deste cenario que se constroi este trabalho.

No primeiro capitulo faremos uma discussao sobre o Modelo Cosmolégico Padrao,
partindo do principio cosmologico, da métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
e das equacoes de campo de Einstein para a deducgao das equacoes de Friedmann. Consi-
deraremos, ainda, a relagao entre o fator de escala e o redshift, definiremos os parametros

cosmolégicos e como os mesmo evoluem no tempo.

Em seguida, no segundo capitulo definiremos a distancia entre objetos celestes
e caracterizaremo-as em distancia comovel longitudinal, distancia comdvel transversal,

distancia de diametro angular e distancia luminosa.

O terceiro capitulo constitui no estudo dos diferentes cenédrios para a composicao

e a curvatura do universo e também no padrao evolucionario destes universos.

Por fim, no quarto capitulo introduziremos a radiacao césmica de fundo e como
ocorreu sua observacgao inicial, também estudaremos suas anisotropias e como ¢é feita sua

descricao matematica a partir do espectro angular de poténcia.
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1 O modelo cosmolégico padrao

1.1 O principio cosmolégico

O principio cosmolégico é uma das suposicoes fundamentais da cosmologia mo-
derna sendo definido pela nocao de que o universo, dado uma escala suficientemente
grande, apresenta as mesmas caracteristicas em qualquer lugar. A concepc¢ao de que nao
existe um lugar privilegiado no Universo tem origem no principio de Copérnico, nome
este dado em homenagem ao heliocentrismo de Copérnico que, numa época em que a
teoria em voga era o geocentrismo, usou de suas observacgoes para afirmar que a Terra
nao estaria no centro do sistema solar e nem que a mesma teria uma posicao privilegiada

no Universo.

E evidente que, para pequenas escalas, a ideia de que uma estrela é similar ao
meio interestelar é incorreta. Contudo, o principio de Copérnico pode ser aplicado em
largas escalas, uma vez que se calcula a média das variagdes locais. A validade dessa
definicado pode ser vista em diferentes observacionais, tal como a radiagdo césmica de
fundo ! (CMB).

Partindo do principio de Copérnico, a parte espacial do espaco-tempo passa a poder
ser considerada isotrépica e homogénea. A isotropia é uma propriedade matematica de
variedades 2, tal como o espaco-tempo pode ser definido, que estabelece que o espaco é
invariante por rotacao, ou seja, nao importa a direcao em que o observador olhe pois o
espago sera o mesmo. Além disso, a homogeneidade estabelece que todo ponto do espaco-

tempo é equivalente ao outro.

Ainda acerca da homogeneidade e isotropia, é necessario observar que existéncia
destas propriedades nao ¢ obrigatoriamente concomitante, de modo que nao ha nenhuma
relacdo pre-estabelecida entre as mesmas. De forma que uma variedade pode ser homo-
génea e nao isotropica e vice-versa. Entretanto, se o espaco é isotrépico em todo lugar,
entdo o mesmo é homogéneo. Consequentemente, se o espaco ¢ isotropico e homogéneo

ao redor de um ponto, ele serd isotréopico ao redor de todos os pontos.

Assim, o elemento de linha do espago-tempo sera dado por
ds® = —c*dt* + a*(t)d%?, (1.1)

onde ¢ é a velocidade da luz, a(t) é o fator de escala e d¥? equivale a um elemento de
linha espacial (CARROLL, 2019).

Do inglés, cosmic microwave background radiation.
2 Do inglés: Manifolds.
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1.2 A Métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Durante as décadas de 1920 e 1930, quatro cientistas —Alexander Friedmann (FRI-
EDMANN;, 1924), Georges Lemaitre, Howard Robertson e Arthur Geoffrey Walker — in-
dependentemente encontraram uma solucao exata para as equagoes de Einstein. Esses
autores supuseram que o universo ¢ homogéneo — é invariante em relacdo a transla-
¢oes no espago, isotrépico — nao existe uma dire¢do privilegiada, em expansao (ou em
contra¢ao) e é um espago conexo. Como resultado, eles obtiveram a chamada métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Assim, o elemento de linha de um
espago-tempo onde a parte espacial d > se encontra em coordenadas polares de circunfe-
réncia reduzida para o intervalo entre dois eventos (t1, 71, 01, ¢1) e (t2, 79, b2, ¢9) é dado
pela equagao (CARROLL, 2019)

ds® = —*dt* + a’(t) l + 72 (d6? + sin® 9d¢2)1 ; (1.2)

1 — kr?
na qual a(t) corresponde ao fator de escala adimensional e k esta relacionado & curvatura
e a forma do espago. Os possiveis valores de k sao k = 1,0 ou —1, tal que ter-se-a,
respectivamente, um espaco de curvatura positiva (modelado por uma regido de uma
esfera tridimensional), plano (espago euclidiano) ou de curvatura negativa (dado por uma

regiao pertencente a um espago hiperbdlico) (RYDEN, 2017).

A equacao (1.2) também pode ser escrita, usando a convengao de Einstein, como
ds* = g, dz"dz”, (1.3)

onde dz® = dt, dz* = dr, dz?® = df e dz® = d¢. Desta equagao, o tensor métrico (g,,) pode
ser definido. Em particular, para um universo homogéneo, isotrépico e em expansao (ou
em contragdo), este tensor também é conhecido como a métrica FLRW, cuja sua forma

matricial é dada por

—c? 0 0 0
0 25 0 0
. T , 1.4
T 0 0 a’r? 0 (14)
0 0 0 a’r?sin%6

uma vez que estamos considerando um espago-tempo do tipo (—,+, +,+). Além disso,
nota-se que a parte espacial da métrica varia temporalmente seguindo o fator de escala
a = a(t).

Nao obstante, o tensor métrico deve satisfazer a condig¢ao
" G5 =00 (1.5)
g g.“ﬂ 12

na qual 67 é o delta de Kronecker, que no caso u = v ¢ igual a 1 e para pu # v é nulo.

Como consequéncia, para que a igualdade (1.5) seja verdadeira, o elemento g"” deve ser
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um elemento da matriz métrica inversa. Logo, para a métrica estudada, a matriz inversa

sera

- 0 0 0
0 1—kr2 0 0
g = a? ) (1.6)
0 0 == 0
0 0 0 L

a2r2sin? 0

1.3 As equacoes de campo de Einstein

Seguindo os preceitos da Teoria da Relatividade Geral (TG), a métrica esta intrin-
secamente relacionada ao contetido energético e material do universo a partir das equagoes

de campo de Einstein,

&G

G’uy + Agl“’ = 7ij, (17)

onde A ¢é a constante cosmolégica, g, ¢ o tensor métrico, G é a constante da gravitagao

universal, 7}, é o tensor Energia-Momento e G, ¢ o tensor de Einstein definido por
1
Guy = RMV — igMVR, (18)

no qual R,, ¢ o tensor curvatura de Ricci e R ¢ o escalar de Ricci. Tal que, as equagoes

de campo de Einstein também podem ser escritas como

&G

1
R;w - iRguu + Agw/ = CTT,uzw (19)

E vélido notar que as equagoes de campo de Einstein sao equagoes tensoriais simétricas.

A importéncia desta equacao se encontra no fato de que a mesma permite relacio-
nar a curvatura, a geometria do espago-tempo, ao conteiido material presente no mesmo.
Assim, a parte a esquerda da equagao (1.9) se relaciona a curvatura do espago-tempo
como definido por sua métrica e a parte a direita é referente a toda informacao energética
e material contida no universo (WEINBERG, 2008).

Notemos que o tensor de Ricci é dependente da métrica pela relacao abaixo

Ry, = 0.0, — 9,10, + 5,10, — T4, (1.10)
em que
9"
Fgﬁ = 7 [8091/5 + aﬁgua - augozﬁ] (111)

¢ o simbolo de Christoffel de segundo tipo. Note que nas equagoes (1.10) e (1.11) usamos

a notagao de Einstein.
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Assim, calculando os simbolos de Christoffel de segundo tipo nao nulos para a

métrica FLRW, encontramos que

0 _ ai_ 1
Fll 2 (1-kr?)

0 _
F21—727“,

0 _ aa,2 ;2
['33 = 43r°sin® 0,

M =1
1—%2 =T (1 - /€T2) )
(1.12)
Il =—(1—kr?)rsin®6,
I3, = —sinfcosf

I3, =T3, = cot,
> _ 12 _ 13 _ 73 _1
=T =T =T% =7,

1 11 172 172 _ 173 _13 _2a
FOI_FIO_FOQ_FZO_FOS_FSO_E7

onde a representa a derivada em relagao ao tempo. Observemos também que os simbolos de
Christoffel de segundo tipo sdo simétricos acerca de seus indices inferiores, i.e, I'} 5= s,

Estes resultados permitem a obten¢ao dos termos do tensor de Ricci nao nulos

ROO = —3g, Rll =l (CLCZ -+ 2&2 + 2:‘4,62) s
a

c2(1—kr2)

(1.13)

2
R22 = % (aa + 2@2 + 2%02) s Rgg = TQSCI# (aa + 2@2 -+ 2/‘102) .
C

Por sua vez, o escalar de Ricci é definido como o trago do tensor curvatura de Ricci

pela contragao de indices, i.e.,

R=g¢"R,,, (1.14)
tal que o escalar de Ricci sera
J (da+ a* + ke?) (1.15)
 ca? ' '



1.8. As equagies de campo de Einstein 25

1.3.1 Tensor Energia-Momento

Para o tensor energia-momento, que descreve o contetido material do universo,
utiliza-se um modelo de forma que todo o contetido do universo seja descrito tal qual um
fluido perfeito, definido para cada ponto por uma pressao P e uma densidade p. Note que
se um fluido isotrépico num certo referencial gera uma métrica que também é simétrica
em outro referencial, estes referenciais se coincidirao, tal que o fluido estara em repouso
nas coordenadas coméveis (CARROLL, 2019). Deste modo, o vetor quadri-velocidade, em

seu referencial préprio, sera
u* = (1,0,0,0), (1.16)

onde definimos a quadri-velocidade como sendo a derivada da posi¢cao z* de um elemento

de volume do fluido em func¢ao do tempo préprio n

B dz*

= — 1.17
w = (1.17)
A quadri-velocidade, também, deve satisfazer a relagao

'’ g, = —c’. (1.18)

Assim, o tensor Energia-Momento para um fluido perfeito é

P
Tl“/ = (p + 02) Uy Uy + Pgulfv (119>
que satisfaz a equacao do movimento (WALD, 2010)

VAT, = 0. (1.20)

Por sua vez, no referencial da métrica FLRW (1.2), a forma matricial do tensor

Energia-Momento é

cp 0 0 0
0 (+Z5;)P 0 0
Ty = (=) (1.21)
0 0 (a*r®) P 0
0 0 0 (a*r?sin? ) P
ou entao, para um indice levantando, temos
Ty = diag (—*pgoo, Pai) - (1.22)

onde o indice ¢ varia de 1 a 3.

Observemos que dada esta defini¢do, o trago é dado por

T =T!=g,T" = —c’p+3P. (1.23)
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E interessante, antes de aplicar estes valores nas equagoes de campo de Einstein,

que consideremos a componente 0 da equacao de movimento (1.20):
V¥, =0
= 0,0 + T, T — T3 T (1.24)
a P
——ap =3 (p+ ).
a c
uma vez que num universo homogéneo e isotrépico, p e P devem ser fungoes apenas da
coordenada temporal ¢.

Portanto, este resultado equivale a conservacao de massa-energia

dp 3a P
- ) =o. 1.2
dt + a <p+ 02) 0 (1.25)

1.4 As equacoes de Friedmann

Utilizando os resultados obtidos na secao 1.3 nas equagoes de campo de Einstein

(1.7), encontramos para pur = 00 a equagao

L\ 2 2
3 (a) +35 A =8xGp (1.26)
a a
e para as componentes espaciais, i.e., uv = 11 = 22 = 33, temos
. . 2 2 8 G2
2% 4 (a) + 5 ae=-""p (1.27)
a a a c

Por fim, reorganizando as equagbes (1.26) e (1.27), encontramos as equagoes de
Friedmann em suas formas mais usuais
<a>2 k> A 881G

R i e (1.28)

a

.. 2
a_ 4G (p 3P> LA (1.29)

a 3 2 3’
que governam a expansao do universo. Vale notar que a equagao (1.28) é, usualmente,
denominada como a primeira equagao de Friedmann, ou também, por alguns autores como
a equagao fundamental de Friedmann (WEINBERG, 2008). Ademais, a equagao (1.29)
é chamada de sequnda equacao de Friedmann, ou também, de equagao da aceleragao de
Friedmann. E relevante observarmos que a equagao (1.29), ndo pode ser considerada uma
equacao independente, dado que uma outra maneira de obté-la é a partir da manipulacao

da primeira equagao de Friedmann e da equagdo da conservacao massa-energia.

Em razdo das equagoes (1.28) e (1.29) consideradas acima, podemos definir o

parametro (ou a funcao) de Hubble como sendo

Ht) = Z (1.30)
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o qual indica a taxa de expansao do universo em funcao do tempo. Tal que a constante de
Hubble é o resultado do pardmetro Hubble (1.30) no tempo presente t, i.e., ela equivale

a H(to) = H(].

Assim, com a definigao do pardmetro de Hubble, as equagoes (1.28) e (1.29) podem
ser reescritas como
_ 8rG ke Ac?

4 he A (1.31)

H2
3 PT 2 T3

47rG< 3P> Ac?
- \P

H+H = 3 =)+ = (1.32)

Vale notar que no sistema internacional (SI), a constante de Hubble tem unidade
de s7!, mas uma outra unidade muito usada é a km s~ Mpc~!. Entretanto, Hy também

pode ser descrito por um fator adimensional h

Hy = 100h kms™' Mpc™*. (1.33)

Uma outra informagao importante acerca desta quantidade é o fato da mesma néao
ter um valor exato. Este parametro é encontrado a partir de métodos indiretos — em es-
pecial, podemos falar do uso das cefeidas para o calculo do redshift de galaxias distantes
e também do uso do espectro de poténcia da radiagdo césmica de fundo (CMB), con-
tudo, existe uma discrepancia entre os resultados encontrados para os diferentes métodos
experimentais, tal que este se caracteriza como um dos principais problemas da cosmolo-
gia e astrofisica atual, sendo denominado de tensdo de Hy 3. Este problema ocorre pois,
com a evolucao da aparelhagem experimental, a barra de erro da constante de Hubble
foi bastante reduzida, porém, ao mesmo tempo, observamos que os valores esperados nao
convergem num unico valor, mas sim para dois valores distintos cujas incertezas nao se
sobrepoem, o que aponta algum erro ou incongruéncia na Cosmologia Moderna, podendo
este ser nos experimentos ou entdo, um erro na prépria teoria cosmologica.

Porém, considerando o valor obtido pela Planck Collaboration (AGHANIM et al.,

2018), consideraremos que a constante de Hubble é igual a 67.4 0.5 km s~ Mpc*.

1.5 O redshift e o fator de escala

Os primeiros resultados experimentais que vieram a indicar que o universo se en-
contrava em expansao foram observados por Hubble (HUBBLE, 1929), quando constatou-
se que galaxias distantes estao se afastando da Terra com uma velocidade proporcional a
distancia das mesmas até nés (observadores). Esse resultado passou a ser denominado lei

de Hubble-Lemaitre sendo dado por

v = Hod, (134)

3 Do inglés, Hy tension.
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onde v sera a velocidade de recessao, Hy é a constante de Hubble definida anteriormente e

d é a distancia prépria * entre o observador e a galdxia no universo que esté se expandindo

(HOGG, 1999).

Esta velocidade é definida pelo redshift (desvio para o vermelho em portugués),
que ¢ um deslocamento dos comprimentos de onda em direcao a regiao do vermelho no

espectro eletromagnético. Assim, delimitamos que

A
=2_1 1.
2 N b (1.35)
ou entao
AN
N — 1.36
z )\e Y ( )

tal que A, e Ay sao, respectivamente, o comprimento de onda emitido e o comprimento
observado e A\ = \g — A, equivale a diferenca entre estes comprimentos de onda. Dada
essa definicdo, pode-se notar que nao ha uma diferenca intrinseca entre o redshift e a
velocidade do redshift (v..q = z¢), uma vez que existe uma clara linearidade entre estas

quantidades. Contudo, partindo da relagao entre estas grandezas encontramos que
v
z2=——1=—— 1= [F=-. (1.37)
c

O que é relevante pois mostra a possibilidade de retornar a uma definicao classica
para um caso fora dos limites relativisticos (i.e. v < ¢), para a velocidade de redshift,
como o visto pelo efeito Doppler classico (SARTORI, 1996).

E importante notar que o redshift é caracterizado pelo aumento no comprimento de
onda observado em relagao ao emitido por um certo corpo celeste. Isto acontece por causa
de um afastamento entre a fonte emissora e o observador, de modo a ocorrer um desvio
em direcao ao vermelho no espectro eletromagnético. Analogamente, existe um blueshift
que pode ser definido de forma semelhante, porém este efeito ocorre pela aproximacao
do observador e da fonte da emissdao. Assim, o inverso do efeito do redshift acontecera,
tal que o feixe de luz tera seu comprimento de onda observado sendo menor do que o
emitido, gerando um desvio para a regiao do azul. Se o afastamento e a aproximacgao
entre dois corpos celestes ocorresse devido somente a velocidade peculiar desses corpos,
nao esperariamos, a principio, observar uma grande diferenca entre o nimero de objetos
se afastando e o nimero de objetos se aproximando, por exemplo. No entanto, observamos
um numero muito maior de objetos se afastando. Quando levamos em conta a velocidade
peculiar dos objetos, vemos que o redshift, ou seja, o afastamento “sistematico” entre os

objetos deve-se a expansao do universo em si e, portanto, é um efeito cosmologico.

4 A distancia prépria pode ser definida como a posicio de um objeto num tempo cosmolégico especifico

que pode mudar com o passar do tempo dado a expansao do universo.
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A observacao do redshift cosmologico trouxe consigo consequéncias que podem ser
derivadas das equagoes da relatividade geral para um universo homogéneo e isotropico,

tal como a métrica FLRW vista anteriormente.

Consideremos, a partir da equagao (1.2), a luz emitida por um objeto que se
propaga na direcao radial de forma que df = d¢ = 0. Com isso, podemos derivar este

efeito dado que uma onda de luz segue ds? = 0, assim

a’dr?

0= —c*dt? :
¢ +1—m’2

(1.38)

Uma frente de onda emitida em ¢, em r = 0 (escolhendo a fonte emissora na
origem) se propaga uma distdncia R sendo observada em ty. Entao integrando os dois

lados nestes intervalos encontramos que:

to dt R dr
— = _— 1.39
o T = (1.39)

Geralmente, o comprimento de onda nao é equivalente em dois tempos e posicoes
diferentes visto as diferentes caracteristicas causadas pela métrica. Assim, o comprimento
de onda quando a onda foi emitida pode ser caracterizado por A.. E o pulso de luz

conseguinte ocorrera num tempo

Ae
t=t,+ =<, (1.40)
C

Logo, o observador vera o proximo feixe de luz caracterizado por \g, num tempo

A
=ty + ?“ (1.41)

Notemos que as posicoes da emissao e da observacao permanecem as mesmas,

entao:

to+Xo/c
c/o ol dt (1.42)
t

_/R dr
ctrse a Jo 1= kr?

Comparando as equagoes (1.39) e (1.42), vemos que os termos a direita sao iguais,

e estas equagoes sao equivalentes, tal que:

to+Xo/c dt to (It
c/o " —:c/o—. (1.43)
t t

E+)\€/c a e a
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Manipulando o lado direito desta equacgao, obtemos que:

. (/mdt to+do/e
t

e @ tetre/c QA
to dt tetAe/c dt to+Xo/c dt
S e
tetAe/c O te a tetde/c QA
tetAe/c dt to dt to+Xo/c dt
L
te a tet+Ae/c O tetre/c QA
tetAe/c dt tetAe/c dt to+Xo/c (t (144)
B te ; to a te-i—)\e/c a
tetAe/c dt tetAe/c dt to+Xo/c dt
te a /to a tetAe/c Q
te"l‘)\e/c dt t0+)\0/c dt
e a to a’
Em outros termos ol ool
ot+Ao/c (It etAe/c dt
/ @ “, (1.45)
to a te a

Para pequenos intervalos de tempo, como um periodo de oscilagdo da onda, o
fator de escala a(t) é aproximadamente constante. Contudo, teremos que no momento de
emissao da luz t., a = a., enquanto que para o observador a = ag. Assim, a solucao de

(1.45) sera:
to—i‘/\g/C tj_te+Ae/C te

—. 1.46
aop ao Qe Ge ( )
Podemos reescrever comao.: /\
0 Qo
— = —. 1.47
N a (1.47)

E utilizando a expressao para o redshift como definido na equagao (1.35), entao

a
142=— (1.48)
Qe
Desta expressao, observamos que se a(t) aumenta, ocorrerd um redshift equivalente
ao aumento do comprimento de onda dado por um fator de z + 1. E para o caso em que

a(t) diminui, o efeito serd um blueshift com z negativo (WEINBERG, 2008).

Portanto, o redshift é inversamente proporcional ao fator de escala de uma certa

época.

1.6 Os parametros cosmoldgicos

Até o momento, a equagao de Friedmann (1.31), utiliza p como a soma das den-
sidades de todos os fluidos perfeitos que compdem o conteido energético e material do

universo, i.e., p = > ; p;, no qual cada indice estd relacionado a uma das quantidades
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presentes no universo (e.g., neutrinos, barions, fétons, matéria escura, etc). Desta forma,

a equagao (1.31), pode ser reescrita como

87G c? A02
H? —Zpl - (1.49)

E vantajoso que todas as densidades de energia se encontrem definidas de maneira

andloga. Para isso, definimos os parametros de densidade €2, tal que

Oy = pp’*tt, (1.51)

onde i representa os diferentes componentes do universo — e. g., matéria escura fria (c),
bérions (b), fétons (), neutrinos (v), energia escura (A) (enquanto relacionada a constante
cosmolégica) —, t indica que o parametro de densidade é fungao de um tempo qualquer ¢,

k ¢ funcao da curvatura do espago e a ¢ o fator de escala.

Além disso, per; € definida como a densidade necessaria para que o universo seja
plano, sendo obtida a partir da equagao (1.31), quando consideramos um universo plano

(k = 0) e sem constante cosmoldgica (A = 0), ou seja

8rG
H2="") (1.52)
3
a qual, rearranjando, retorna
_ 3 (1.53)
Pert = 81 '
que ¢é a densidade critica do universo, num tempo arbitrario.
Assim, para qualquer tempo arbitrario ¢ a relacao
Z Qi +Q =1 (1.54)

deve ser satisfeita (WEINBERG, 2008).

Considerando os principais elementos energéticos e materiais, ou seja, a matéria
nao-relativistica m (€, = Q + €.), radiagdo dos fétons v e a energia escura (quando

Constante Cosmoldgica) A, entdo os pardmetros de densidade serao:

Q . @ . 87TG
m,t p(mt - 3H2 pmv
pyi 8TG
Q'y,t = ,O;t = ﬁp’w (155)
A
Oy, = PALt _ 8rG

YT e 3H2PAN T 3HE
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No tempo presente tg, temos que o sub-indice t pode ser omitido e H — Hy,
seguindo a notagao em (DODELSON; SCHMIDT, 2020). Assim, os parametros acima

podem ser reescritos como

Pm  STG
Qp=—= ms
e 3HZ"
P 8rG
Q=== Py
IOC 3 0 (1 56)
Q.= Pr_ 8§nG A '
AT e T 3H2PN T 3HY
2
—KC
Qypp =
ot (a H0)2
E a equagao (1.54), pode ser reescrita como
Dot =D L4+ =0+ Qaa + W+ Q= 1. (1.57)

Visto as equagoes (1.55) e (1.56), é proveitoso encontrar uma equagao que relacione

pi e ip.

Até agora, usamos que os elementos constituintes do universo comportam-se como

fluidos perfeitos que nao interagem entre si. Se isto é verdade, entao estes elementos devem

dp 3a P
e Z)=0
dt+ a <p+c2) ’

satisfazer a equagao (1.25)

que foi vista na se¢ao 1.3.

Assumindo que isso é verdade para os elementos considerados, entao os mesmos

podem ser descritos por uma equagao de estado tal que
P = wpc?, (1.58)

onde w é caracterizado por um niimero adimensional (USMANT et al., 2008) independente
do tempo, que para valores de w negativo, permite a caracterizacdo da inflagdo cdésmica

e da expansao acelerada do universo. Substituindo essa equagao em (1.25) encontramos

p_ o &
o= 3w (1.59)

O resultado desta equagao ¢é encontrado ao integra-la, de modo que obtemos

pox g 30w, (1.60)

Agora, considerando uma constante de proporcionalidade p;( onde ¢ indica o ele-
mento, entao
pi(a) = pio(t)a 30+, (1.61)
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Ora, fica claro da equacdo (1.61) que existe uma dependéncia da densidade de
energia com o fator de escala. E sejam w,, = 0, w, = 1/3 e wy = —1 que equivalem
a constante w para a matéria, a radiagdo e a energia escura (Constante Cosmoldgica),

respectivamente, entao

pm(a) = poa™,  pr(a) = poa™,  pala) = pa. (1.62)
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2 Distancias cosmoldgicas

Uma vez que é conhecida a relacao entre as densidades dos componentes e o fator
de escala (1.61), é conveniente reescrever essas quantidades em funcao dos pardmetros de
densidade adimensionais para um tempo arbitrario ¢ que, como vimos, possui uma relagao

de um para um com o fato de escala a(t), ou seja,
Pz(@) = Qi,apcr,a- (21)

E escrevendo a densidade critica em termos do tempo presente (a = ag, ou z = 0),

entao Perag = Per,0 = Per € Qi,ag = Qi,() = Qi7

pi(a) = Qipera=30Fw0), (2.2)

Finalmente, a densidade de um dado componente em funcao do redshift (z) é

pi(2) = Qiper (1 4 2)*0T00) (2.3)

Usando esse resultado na equagao de Friedmann como descrita em (1.49), tém-se
H?(2) = Hy (1 +2)" + Qu(1 4+ 2)°* + Q1+ 2)* + Q) , (2.4)

que podemos reescrever como

H(z) = HyE(z2), (2.5)

em que

E(2) = /(1 + 2) 4+ Q1+ 2)2 + (1 + 2)2 + 2y (2.6)

é a fungao de Hubble normalizada (PEEBLES; PEEBLES, 1993). Observe que a notagao
a ser usada nas segdes a seguir, utiliza a terminologia em (HOGG, 1999) e (LIMA, 2021).

2.1 Distancia comével longitudinal

Define-se a distancia comével longitudinal ! como a distancia percorrida por um
féton numa geodésica nula no espaco-tempo, i.e., ds*> = 0. Seja uma trajetéria radial, tal
qual 0 e ¢ sao fixos, entao a distancia percorrida por fotons emitidos por uma galéxia,

por exemplo, até um observador sera calculada a partir da métrica

ds®* =0 = —c2dt* + a*(t)dx?, (2.7)

L Do inglés line-of-sight comoving distance.
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onde
dr

V1—kr?

A distancia comovel entre dois objetos em diferentes redshifts z1 e z9, onde z; < zo,

dx = (2.8)

equivale a integral de (2.7), ou seja

D¢ = /dx = C/: ac(li)' (2.9)

Escrevendo dt em fungao do fator de escala e, em seguida, do redshift, encontra-se

a(z1) da
D¢ (21722)20/ ST N
a(z2) @ H(CL) (2 10)
_ ¢ [= dz '
Definindo a distancia de Hubble como
c
Dy=— 2.11
H HO ) ( )
entao a distancia comovel longitudinal é dada por
2 dz
Dc =D —_— 2.12

2.2 Distancia comével transversal

A distancia comével transversal 2 entre dois eventos no mesmo redshift separados

por um angulo 660 é
ﬁ sin(v/kx) se k>0
r = fn[X] = X se K = 0, (213)
\/%7 sinh(\/—ﬁx) se k<0

uma vez que (1.2) pode ser reescrita, em termos de x, como

ds* = —c*dt* + a*(t) (d® + fa[x)? (d6” + sin® 0dg?) ) . (2.14)

Entao, a distdncia comével transversal em um redshift z é

% sinh (\/QH DC/DH) para Q. >0
Dy =< D¢ para €, =0 (2.15)

%sin (1/| Q. |DC/DH) para €, >0

No caso 2y, = 0, i.e., para um universo sem energia escura, a solugdo analitica

para a equacao acima é

2[2 - Qu(1—2) = (2 - Qu) VI + Quz]

Dy =D
M a 02,(1+ 2)

(2.16)

2 Do inglés, transverse comoving distance.
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2.3 Distancia de diametro angular

A distancia de didmetro angular *¢ definida como a razao

l

onde [ é o didmetro proprio do objeto e # é o tamanho angular do objeto. A relagdo entre

o didmetro proprio e o didmetro angular é igual a parte angular de (2.14)

_ felx(2)]0
==, (2.18)

em que z é o redshift do objeto que esta sendo medido por um observador em z = 0.

Também podemos calcular a distancia diametro angular entre dois objetos que
encontram-se em z; e zp, respectivamente, em que zo > z1. Neste caso a relagdo (2.24)

pode ser escrita como

| = a(z2) fx [X(22) — x(21)] 0, (2.19)

ou seja,
Jr [DC(Zh 22)]

Da(z1, 22) = T
9

(2.20)

Entretanto, em conformidade com a equagao (2.13), f.[x] assume uma forma dis-
tinta para diferentes valores de k, logo, pode-se analisar esta funcao para cada um dos

Casos:

(i) Para k > 0

s (VA (32 - x0)
[Sln(\/_xQ) cos(vikx1) — sin(virxa) cos(Vixa )|
lsin(VAxa) /1 — sin?(Vx))

Vix) Y1 = sin’(Viys)]
= fulx \/1—8111 (VEx1) — felxl \/1—sin2 VEX2)
_fn \/1_’<5f2 fﬂle

fK[DC(ZhZQ)] = ffe[XQ - Xl]

%\ -

[
Sl

/N

— sin

(2.21)
(ii) Se k =0
flDe (21, 22)] = fiulxz — x1)

2.22
= fi [xa] = fuxa] - ( )

3 Em inglés, angular diameter distance.



38 Capitulo 2. Distancias cosmoldgicas

(iii) Para x < 0, tém-se

sinh (V=r (x2 = x1))

= [sinh (v/=rx2) cosh(v/=rx1 ) — sinh(v=rx1) cosh(v=rx2 )]
—[sinh (v=rx2)y/1 +sinh?(v =)

—sinh(v=rx1)y/1 + sinh®(v=r 2]

= fK[XQ]\/l + sinh?(vV—=rx1) — f,{[xﬂ\/l + sinh?(v/—rx2)
= fw[X?]\/ 1—rf2al - fn[Xl]\/ 1 — & f2[x2]

que ¢ igual a equacao (2.21).

1

fﬁ[DC(Zla 22)] =

-]

g

iy

(2.23)

Desta forma, a distancia de diametro angular entre dois objetos em diferentes

redshifts, tal que zo > z1, é

Da(z1,2) = 1 DM(Z2)\ll+QH <Dz\l4)(21)>2

(]. ‘l‘ ZQ) H
(2.24)
D 2
—Dy (21) J 1+Q, ( - (22)>
Dy
No caso em que z; = 0, esta expressao se reduz a
Dy
Dy = : 2.25
R R ( )
E se, ), = 0, a distancia diametro angular sera
(1+21)
Da(z1,20) = Da(z9) — Da(z 2.26
A(21,22) = Da(z2) = oy Date) (2:26)

que resulta D4 (21, 22) # Da(22) — Da(z1), mesmo para um espago euclidiano (k = 0).

2.4 Distancia luminosidade

Uma outra maneira de se encontrar as distancias astronomicas é a partir da lumi-

nosidade. Desta forma, a distancia luminosidade * pode ser definida como

[ L
Dy =4/—— 2.2
L 47 S (227)

em funcao do fluxo S de uma fonte com uma luminosidade L conhecida.

4 Em inglés, luminosity distance.
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Assim a distancia luminosidade Dy num espago euclidiano (k = 0) em fungao da

distancia comovel transversal é
ou entao, em funcao da distancia de didmetro angular

Dy = (14 2)*Dy. (2.29)

Ora, o resultado acima mostra que a razao entre a distancia didmetro angular e
a distancia luminosidade é um fator (1 + z)72. Assim, a distancia de luminosidade entre

dois objetos em diferentes redshifts, partindo da equacao (2.24), é

Dy (Zl)>2

Dy (z1,22) =(14 2) DM(ZQ)\I 14 Q, <DH

(2.30)

—Dy, (z1)¢1+§25 (W)Q

onde zy > 2.

Esta grandeza também pode ser escrita em funcao da magnitude absoluta M e a

magnitude aparente m de um objeto astronémico dada por
Dy, = 10m=M+5)/5 (2.31)

onde Dy, é medido em parsecs.

Feita a distincao das distancias cosmolégicas, podemos entao observar o comporta-
mento delas dado o mesmo conjunto de parametros cosmoldgicos num universo Euclidiano
(k = 0). Desta forma, na figura 1 apresentamos a distdncia comével (linha preta), a distan-
cia didmetro-angular (linha tracejada, vermelha) e a distancia luminosidade (linha verde).
Observamos, entao, que para baixos redshifts, todas as distancias cosmolégicas apresen-
tadas nessa sessao tendem a distancia comoével y. J& para redshifts maiores, a distancia
de didmetro angular diminui quando comparada a x e a distancia luminosidade aumenta

linearmente.

Vale notar que todas essas distancias serao maiores em um universo que contem
energia escura em oposicao de um sem. Isto ocorre pois a presenca da energia escura gera
uma expansao acelerada (DODELSON; SCHMIDT, 2020).
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Figura 1 — Distancia comdvel y (linha preta), distdncia de didmetro angular d4 (linha
vermelha) e distdncia luminosidade dy, (linha verde), respectivamente, em fun-
¢ao do redshift. Os parametros cosmoldgicos usados para este grafico sdo:
Qpr = 0.6894 e 2, = 0.3106, em concordancia com os dados obtidos pe-
los dados da Planck Collaboration para um universo Euclidiano. Retirado de
(DODELSON; SCHMIDT, 2020).
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3 Solucdes para diferentes modelos de uni-

VErso

Neste capitulo, apresentaremos as solugoes para o fator de escala a(t) e a distancia
comovel para diferentes modelos cosmoldgicos, ou seja, considerando diferentes cendrios
para a composicao e curvatura do universo. Além disso, faremos uma analise do compor-

tamento obtido para estes modelos de universo.

Seguiremos, em sua maioria, as notagoes contidas em (RYDEN, 2017). De maneira
que, usando a equagao (1.61), podemos reescrever a equagao (1.31) como
81G Kc?
.2 —1-3w
a® = — ;00 - —, 3.1
onde Ry equivale ao raio da curvatura, tal que a quantidade x/Ry estard relacionada a

curvatura do espaco.

Para universos com miiltiplas componentes, como o modelo ACDM, nao existe
uma solucao analitica para a equagao (3.1), entretanto, outros universos mais simples,
e.g, universos compostos por um componente tnico, nos ajudam a compreender melhor a

fisica por tras do universo em expansao.

3.1 O universo vazio

Um universo razoavelmente simples de se estudar é um universo vazio, i.e., sem a
presenca de nenhum componente de matéria-energia. Desse modo, a equagao de Friedmann

(3.1) se torna
2

02 = ——c 3.2

= (32)

Este tipo de universo tem duas solugoes diferentes, de maneira que podemos
separa-las tal que, a primeira delas é obtida para x = 0 e a segunda para x = —1,
uma vez que que universos vazios com k = 1 nao sao permitidos por retornarem um valor

imaginario para o fator de escala a.

Assim, para k = 0, teremos
a=0. (3.3)
Neste caso, o universo segue a métrica e a geometria do espaco de Minkowski, no qual

todas as transformagoes da relatividade especial sao validas.

Para o caso em que k = —1, temos:

P
a :Ri(z), (34)
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ou seja, um universo com curvatura negativa deve estar expandindo ou contraindo com o

fator
= :I:— 3.5
@ = Ry (3.5)

Considerando um universo expandindo, i.e., @ > 0, teremos:

Integrando a equacao acima, obtemos:

/da—/ —dt, (3.7)

t. 3.8
L al) = 38)
Definindo A
0
tg = — 3.9
0 c ) ( )
entdo o fator de escala sera .
a(t) = —. (3.10)
to

Neste caso, o fator de escala num universo expandindo cresce linearmente. Assim,
temos:
1 Ry

t . 3.11
0= HO C ( )

Para calcular a distancia prépria, fazemos a(ty) = 1 na equagao (1.48) e conside-

ramos o valor de a obtido acima para um féton detectado em ¢y e emitido em t,, tal que,

1 to
1 = = = 3.12
LT S (3:12)
Assim, rearranjando esta equacao temos
o= Hy” (3.13)
T l4z 14z '

A distancia prépria do observador até o fonte emissora, em coordenadas esféricas,
¢é dada por
T
Deolto) = alto) / dr =, (3.14)
0

e, para uma luz detectada em t; e emitida em t.:

/to at / dr =r. (3.15)

Portanto, a distancia comoével sera dada por:

to dt to todt t
De(ty) = c/ ’ = c/ ' OT = toclnt—o (3.16)
te e

te a(t)
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Reescrevendo este resultado em termos do redshift, encontramos

De(ty) = —In(1 + 2) (3.17)
H,
e, no momento de emissao, a distancia comovel era
¢ In(1+2)
De(ty) = ———=. 3.18
o(t) = 111 (319

3.2 Universos com apenas um componente

Um outro modo de simplificar a equagao (3.1), é definindo que a curvatura seja
nula, ou seja, K = 0 e impondo que o universo serda composto por apenas um componente,
i.e., um unico w para cada situagdo. Entao, considerando um universo plano e contendo

apenas um componente, temos que a equagao de Friedmann sera

g2 = STCP0 () (3.19)
3
Supomos agora que o fator de escala se relaciona com o tempo a partir de uma lei

de poténcia de forma
a ot (3.20)

dessa maneira, o termo a esquerda sera proporcional a
a? oc 12972 (3.21)
e o lado a direita é proporcional a

a oc ¢~ (13w, (3.22)

tal que encontramos a seguinte relagao

B 2
343w’

q (3.23)

valida para w # —1. Desta construcao, encontramos que o fator de escala para um universo

Euclidiano e composto por um tnico elemento tem forma de

> (3.24)

alt) = (

Como a densidade também ¢é relacionada ao fator de escala pela equacao da con-

servacao da energia, como visto no capitulo 1, entao teremos
p(a) = poa >0+, (3.25)

e em funcao do tempo teremos

o) = (L) (3.26)
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Calculamos agora a derivada no tempo para este fator de escala

a2 = %ia—(lﬁ%w) (3.27)
9(1+ w)? '
e comparando este resultado com a equagao (3.19), encontramos
4 7 8rG
S N L) (3.28)
9 (14 w)? 3

Rearranjando esta expressao, obtemos que a idade deste universo ¢, é relacionada

a densidade presente no mesmo por

1 1 1/2
to = . 3.29
0 1+w (67TGPO> ( )

O que, como consequéncia, retorna uma constante de Hubble para este universo como

sendo ' 5
a
Hy = () S 3.30
0 a/ t=tq 3(1 + w) 0 ( )
Além disso, em termos do tempo de Hubble !, ¢, pode ser reescrita como

2 1

tg=———. 3.31

* 7 3(1+w) Hy (3:31)

A vista disso, podemos interpretar esta equacdo tal que para um universo espaci-
almente plano, quando w > —1/3, o universo serd mais jovem que o tempo de Hubble e

se w < —1/3 teremos um universo mais velho que o tempo de Hubble.

Agora, para encontrarmos a distdncia comével para um universo com estas ca-
racteristicas, precisamos determinar o tempo de emissao t. para um feixe de luz que foi
observado em ty. Sendo assim, considerando a relacao entre o redshift e o fator de escala,

obtemos que

1 = =|— 3.32
2=~ : (3.32)
tal que o tempo de emissao serd
t 2 1 1
t o= 0 - (3.33)

T (14 2)30Hw)/2 T 3(1 4 w) (14 2)30+0)/2 Hy'

Sendo conhecido o tempo de emissao, o calculo da distancia comoével serd dado por

to dt 3(1 + w) £ (1+3w)/ (3+3uw)
e e 2 ()
cllo)=cj at) ~ 1+ 3w [ o

para w # —1/3. Ainda podemos reescrever este resultado em fungao de Hy, de modo que

(3.34)

a distancia comodvel sera

c 2

[1— (14 2)70+32), (3.35)

L' Do inglés: Hubble time.
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Além disso, outra grandeza que pode ser definida é a distancia de horizonte. Esta
quantidade descreve a distancia comoével entre um feixe de luz de uma fonte emitido
quando ¢t = 0 e somente observado no tempo atual, i.e., t = ty. Portanto, a distancia de
horizonte pode ser definida como a casca esférica que delimita a regiao do espaco a partir
da qual ndo conseguimos observar nenhuma fonte, pois a luz emitida ainda nao teve tempo
o suficiente para nos alcangar. Deste modo, levando em consideracao a métrica FLRW,

temos que a distancia de horizonte ¢é

to dt

dhor (tO) = C/O a(t) (336)

Assim, para todo valor de w > —1/3 temos uma distancia de horizonte finita. E,
numericamente, D¢ (tp), no limite z — oo equivale a
3(14+w) ¢ 2
14+3w  Hyl+3w

dhor (to) = Cto (337)

Consequentemente, observadores em universos planos dominados por matéria e
radiagdo conseguem observar apenas uma parte finita do volume do universo e esta parte

do universo é chamada de universo observavel.

3.2.1 Apenas matéria

Com os resultados obtidos na se¢ao prévia, podemos analisar o comportamento de
um universo plano composto unicamente por matéria tipo poeira, i.e., w = 0, também é

conhecido como universo de Einstein—de Sitter.

Para este universo, sua idade sera dada por

2
to = —— 3.38
0 3H0 ) ( )
e sua distancia de horizonte sera
2c
Ahor (to) = 3¢ty = —. 3.39
hor (fo) Clo H, ( )

O fator de escala deste universo sera equivalente a

am(t) = (t)z/g (3.40)

to
e a distancia comovel associada ao mesmo ¢ igual a
to g\ 2/3 t\ /3 2¢ 1
Do (to) =c [ () dt = 3ct 1—() L F——— 3.41
c (to) Cte ; Clo t H, 1tz ( )

Comparando este resultado com a distancia comével no momento da emissao,

vemos que ela era menor por um fator de 1/(1 + z), ou seja,

De (t.) = Ho(fi 5 [1 - 11+ Z] . (3.42)
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Vale notar que por muitos anos este modelo de universo foi muito estudado, visto
sua simplicidade (WEINBERG, 2008), e os indicativos de que o universo seria atualmente

dominado por matéria.

3.2.2 Apenas radiacao

Outro universo descrito por este modelo é aquele constituido apenas por radiacao,
i.e., w = 1/3. Este modelo de universo recebe atencao especial, pois, durante a fase inicial
do nosso universo, a radiacao era o componente dominante, tal que, este modelo consegue

caracteriza-lo bem.

Assim, para este modelo de universo, sua idade sera

1

g = ——.
7 2H,

(3.43)

Para este modelo, em especifico, a distancia de horizonte dele equivalera a distancia

de Hubble

c
dpor (tg) = 2ctyg = —. 3.44
hor (o) Clo H, ( )
E seu fator de escala é
t 1/2
a(t) = () . (3.45)
to
Naturalmente, a distancia comoével num tempo ¢, equivale a
to /10 /2 te\ /2 c oz
De (to) = / () dt = 2ct 1—() - c z 3.46
c(o) Cte ; Clo t Hyl+ 2 ( )
e no tempo de emissao £, a distancia comével é dada por
c z
Do (t) = ———. 3.47
C ( ) HO (1 + 2)2 ( )

3.2.3 Apenas A

Um universo euclidiano constituido apenas pela energia escura, a partir da Cons-

tante Cosmolégica A é descrito por

8rG
2= 7PA 2 (3.48)
3
ou, em outras palavras, temos
para H, dado por
St 1/2
Hy = ( ”3‘“) . (3.50)

Portanto, a solu¢do para a equagao (3.49) para um universo em expansao, tem a
forma de
a(t) = efolt=to), (3.51)
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O que significa que um universo espacialmente plano e com somente A se expande
exponencialmente. No caso em que A é gerado a partir da energia de vacuo, teremos a
constante cosmologica se mantendo constante, pois, existe uma criagao e aniquilagao de

pares virtuais de particulas e anti-particulas (RYDEN, 2017).

Também conhecido como universo de de Sitter, este modelo tem sua distancia

comovel para o observador dada por

to C c
Do (tg) =c [ eMltomday = = [eolomto) — 1] — 2 3.52
cllo)=cj e H, & } H~ (3:52)

e em termos do momento da emissao temos uma distancia comoével equivalente a

. C z

D¢ (t.) (3.53)
Outra caracteristica importante deste modelo é o fato de que este tem D¢ (1)
linearmente proporcional a z e que este universo também tem uma distancia de horizonte

infinita.

3.3  Universos com multiplos componentes

Até o momento, os universos que descrevemos sao versoes simplificadas nas quais
consideramos universos com apenas um componente e com curvatura k = 0. Entretanto,
para estudarmos modelos mais complexos, precisamos considerar a equagao de Friedmann

para mais de uma componente.
Retornando a equacao de Friedmann (1.31), podemos reescrevé-la como

1P = T2 - (3.54)

tal como fizemos na se¢ao inicial deste capitulo. Note que p é a contribui¢do da densidade
de todos os componentes do universo. Além disso, podemos relacionar k, Ry, Hy e € (0

pardmetro de densidade para o tempo presente) usando a equagao

k  H?

De maneira que podemos reescrever a equacao de Friedmann sem explicitar o

termo de curvatura como

8¢ H?
= TR0l — s (=), (3.56)

H@t? _p(t)  1-9
H02 B pc,O a(t)2 ’

(3.57)
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onde p.o ¢ dada pela equagao (1.53) para t = t, i.e.,

3¢ H}
87G

pc,O =

Como nosso universo contém matéria (tanto bariénica quanto escura), radiagio
e a energia escura, podemos formular a equagao (3.57) em termos do fator de escala,
seguindo os valores obtidos no capitulo 1 para a evolucao da densidade para os diferentes

valores de w. Assim, considerando um universo com matéria (w = 0), radiacdo (w = 1/3)

e constante cosmoldgica (w = —1) temos
H2 Q,« 0 Qm 0 11— Q0
— = — ’ Q 3.58
H? at a3 ot a? (3.58)

onde utilizamos que Qy = po/pco. O modelo em concordancia com os dados cosmolégicos
obtidos atualmente considera 2o = 1, tal que o mesmo é um espaco plano. Contudo, ainda

¢é prudente que o termo de curvatura seja mantido, no caso do mesmo ser nao nulo.

Lembrando que H = a/a, multiplicando (3.58) por a? e tomando a raiz quadrada,

obtemos
O Q0 1/2
Hi'ta = [ ;2’0 + Z + Qpoa® + (1 - Q)| . (3.59)

Ao integrarmos esta equagao, encontramos que o tempo coésmico como fungao do

fator de escala é

a d
/ . s = Ht. (3.60)
0 [QT70/U,2 + ng/a + QA,OGQ + (]_ — QQ)]

A integral em (3.60), para a maior parte dos casos, nao tem solu¢do analitica.
Todavia, em alguns casos, podemos aproximar esta integral e obter um resultado ana-
litico para ela, e.g., quando consideramos o limite para a < a,,, sendo a,,, o fator de
escala no momento da igualdade radiacao-matéria e onde o universo pode ser aproximado
por um universo contendo apenas radiacdo e com curvatura nula. Entretanto, quando
consideramos épocas como a ~ a,,,, essa descricao passa a ser obsoleta, por produzir re-
sultados ruins. Dessa forma, torna-se interessante que estudemos universos contendo dois

elementos juntamente com uma curvatura nula.

3.3.1 Matéria + curvatura

Semelhante ao que foi feito na secao 3.2.1, consideraremos um universo contendo

apenas matéria nao-relativistica.

Anteriormente vimos que um universo formado apenas por matéria expande infini-
tamente. Este destino do universo é conhecido como Big Chill, uma vez que a temperatura

do universo diminui monotonicamente com o passar do tempo (RYDEN, 2017).
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Agora, quando consideramos este universo contendo matéria nao-relativistica, ve-
mos que seu destino esta conectado ao parametro de densidade €2, o = €y. Dessa forma,

a equacao de Friedmann para este universo é

H(t)> Qo N 1—Q

H? a3 a?

. (3.61)

Ora, para descobrirmos o destino deste universo, precisamos descobrir se existe a
possibilidade deste universo parar de se expandir. Para isso, podemos partir da equacao
(3.61), dado que para que o universo pare de expandir, é necessario que em algum momento
tenhamos Ht = 0. Como o primeiro termo a direita é sempre maior que zero, isto requer

que o segundo termo seja negativo. Assim, no momento de expansao méaxima, i.e., H(t) =

0, temos
Qo 1—Q
0= p + s (3.62)

e isolando a,,4., encontramos que o maior fator de escala possivel é

_ b (3.63)

(max o 1
ma. Q() ]
onde Qy = 2y, que é o parametro de densidade medido no tempo atual.

Portanto, quando 25 > 1 e kK = 1, 0 universo colapsa sobre si mesmo quando a = 0
num tempo t = t.unen finito, o que é conhecido como Big Crunch. Para 2y < 1e k = —1,

o universo se expandird eternamente no Big Chill.

Num universo curvo com estas caracteristicas, podemos encontrar o fator de escala

a partir da equagao de Friedmann quando escrevemos a mesma como

2
a QO
—=—4+(1-9Q 3.64
Hg a + ( 0) Y ( )
tal que a idade do universo t é obtida ao fazermos a integral da expressao acima, assim

a da
Hyt = .
0 /o [Qoa—" + (1 — Q)]

(3.65)

Para €2y # 1, esta equagao pode ser resolvida parametricamente, usando o tempo
conforme p
t

n= [ —. (3.66)

a

Entao, a solucao para €2y < 1 sera

2
n= o/ arsinh u, (3.67)

onde €, =1 — Qy,
u = sinh %, (3.68)



50 Capitulo 3. Solugées para diferentes modelos de universo

a = Ho\/S4n, (3.69)

onde « varia no intervalo [0, 00). Dessa forma, encontramos que o fator de escala é igual

a

1 Q
— - ha—1 .
ala) ST (cosha — 1), (3.70)
e a idade dada por
1 Q
t(a) 0 (sinha — a)). (3.71)

= 2H0 (1 - 90)3/2

Finalmente, para €2y > 1, temos

n= HO\/Z—_Qk arcsin u, (3.72)
onde
u= sinz (3.73)
e
0 = Ho\/ —en, (3.74)

para 0 < 6 < 27. Assim, o fator de escala para este caso sera

1 Q

o) =50, -1

(1 — cosf), (3.75)

e o tempo cdsmico

1 0
2H, (g — 1)%*

t(0) (0 —sinB). (3.76)
Com essa parametrizacao, entdo, o Big Bang ocorre em 6 = 0 e o Big Crunch
acontece quando # = 27. Deste modo, encontramos que o intervalo de tempo entre estes

eventos sera

™ Qg

o T (3.77)

terunch =

3.3.2 Matéria + A

Conjecturemos, agora, um universo euclidiano, x = 0, formado por matéria e uma
constante cosmologica. Seja €1, o o parametro de densidade para um tempo ¢ = ¢y, entao,

seguindo o pressuposto de um universo plano temos que
Qpro=1—Cnpo. (3.78)

e a equacao de Friedmann para este universo se torna

H?> Qo
i + (1= Qo) - (3.79)
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O primeiro termo a direita esta relacionado a matéria e sempre sera positivo. Ja
o segundo termo estd relacionado a contribuicao da constante cosmoldgica e tem duas
possibilidades para seus valores: se 2,0 < 1, entdo 25 > 0 e é positivo; se 2,0 > 1,
logo 25 0 < 0 e é negativo. Deste modo, um universo com {2, o > 0, se no tempo t = %, este
universo esta expandindo, o mesmo expandira infinitivamente, tendo como destino final
uma morte fria visto que a constante cosmoldgica se comporta como uma forga repulsiva.
J& no caso em que Q4 < 0, a constante cosmoldgica causard uma forca atrativa e este

universo cessara de expandir quando

D 1/3
Omax = <Qm,0_1> : (3.80)

Dado que este resultado é obtido pelo mesmo processo feito na se¢do anterior na obtencao

do fator de escala maximo para um universo com matéria e curvatura.

Agora, manipulando a equagao (3.79) encontramos

a'’?da

]_ a
/o /0 [1+ (1= Qo) /Uno)ad]/?

e integrando esta equacao, encontramos que o tempo cosmico serd igual a

a )3/21 . (3.82)

1
—————— arcsin [(
A / Qm’O —_— ]_ amax

Este universo colapsara quando a = 0, ou seja,

Hot = (3.81)

Hyt =

Wl N

21 1

Lerunch = SH, \/m-

Analisando o resultado acima, podemos concluir que, para um dado valor de Hy,

(3.83)

quando maior €2, o menor serd o tempo de existéncia do universo.

Num universo onde 259 > 0 e €, < 1, o momento em que estes dois fatores

contribuem igualmente para a evolucao do universo ocorre em

Qm 0 e Q’m 0 e
(ST o ) 84
fima <QA,0> 1= Qo (3.84)

Assim, a segunda solucao permitida para este universo, para o caso 249 > 0e Q,,0 <1

2 1 a \? a \? 3.85
“sia " (amA) - *(am) - (3:85)

Esta solucao é realista, pois, no limite a < a,,p o resultado acima reduz a

é

Hot

3 2/3
a(t) =~ <2 Qm,OHOt> ; (3.86)



52 Capitulo 3. Solugées para diferentes modelos de universo

resultando a o t%/3, que é o previsto para um universo dominado por matéria nao-

relativistica.

Ademais, no limite a > a,,5 a equagao (3.85) se reduz a

a(t) = amp exp (\/1 — Qmngt) , (3.87)

que é razoavel visto que num universo plano dominado por A tem um fator de escala

préoximo de a oc efY.

Tendo posse da forma para o tempo coésmico e sabendo Hy e 2,9, conseguimos
entao calcular a idade deste universo a partir de

2 V1I=Qno+1
to = i (3.89)

In

 3Ho /1 — Qg V/Qmo

Dessa forma, tendo em conta o nosso universo e usando 2,0 = 0.31 5o = 0.69 e

Hy=674+0.5 kms !t Mpc!, a idade do nosso universo ¢, aproximadamente,

to &~ 13.9 £ 0.1 Giga-anos. (3.89)

E importante observar que esta estimativa foi feita sem considerar o periodo em
que o universo era dominado pela radiacao, uma vez, como sera visto na secao a seguir,

esta contribuigao é quase desprezivel.

De modo equivalente, o tempo de equivaléncia da constante cosmoldgica e da

matéria ocorre em
tma =~ 10.3 £ 0.8 Giga-anos. (3.90)

Por conseguinte, se nosso universo segue o modelo ACDM, a constante cosmoldgica é a

componente dominante no universo por cerca de 3.6 bilhdes de anos.

3.3.3 Radiacdo + matéria

O fator de escala para o momento da igualdade radiagao-matéria a,.,, equivalente

oy = 20 2.9 % 1074, (3.91)
Pr,0

ou seja, foi neste momento em que a evolugdao do universo era dominado por essas duas
componentes, sendo que antes dessa fase ele era dominado pela radiacao e apds, temos a
dominacao da matéria nao-relativistica. Quando consideramos um universo com a < .,
um modelo como o descrito na 3.2.2 o descreve muito bem. Entretanto, para descrevermos
corretamente o momento da igualdade radiacao-matéria, precisamos considerar estes dois

componentes, de modo que teremos a equagao de Friedmann tomando a forma de

H? Q0 Qo
—_— = — 4 . 3.92
H? at a3 ( )
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Rearranjando esta expressao, temos

ada a 1712
Hydt = 2% [1 } . (3.93)
Ly -

A integracao desta equagao resulta em

4a? a a \ 1?2
Hyt = 11 —(1—-— 1 . 3.94
’ 31/ o l ( 2arm> ( * ar’m) ] (3.94

Esta expressao se prova verdadeira, pois no limite a < a,,,, ela nos retorna um

fator de escala coerente com o obtido na secao 3.2.2

1/2
ar (20 QoHot) [0 < dym]. (3.95)

E no limite a > a,,, e sem influéncia da curvatura, esta equacao produz um fator
de escala semelhante aquele visto para uma época em que a matéria ¢ a componente

dominante do universo, dado por
3 2/3
o (2 QmoHot) (@ > dyn] (3.96)

Além disso, para calcular o tempo da igualdade radiagdo-matéria a partir da equa-

¢ao (3.94) faz-se a = a,y, € desse modo, encontramos

¢ _4<1_1> G (3.97)
rm 3H0 \/§ ﬁQnO .

e considerando os valores aceitos para o modelo padrao da cosmologia, 2,9 = 9.0 x 107°,
Qmo=031e Hy=674 kms™* Mpc™!

trm =~ 50000 anos. (3.98)

Isto significa que a era na qual o universo era dominado pela radiacao durou
cerca de 50000 anos. Por fim, em comparacao com a idade do universo, esta época foi
consideravelmente pequena, tal que podemos desconsidera-la para o calculo da idade do

universo feita na se¢ao anterior.

3.4 O modelo ACDM

O modelo padrao da cosmologia considera a métrica do espaco-tempo como a soma
da métrica de fundo (FLRW) mais uma perturbacao. O teorema de Ehlers—Geren—Sachs
(EHLERS; GEREN; SACHS, 1968) diz que, em um dado universo, todos os observadores

em queda livre observam as mesmas propriedades na radiagdo césmica de fundo® (CMB)

2 do ingléscosmic microwave background
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em quaisquer diregoes. Ou seja, se as medidas da CMB forem isotrépicas, entdo este
universo trata-se de um espaco-tempo FLRW. Os dados observacionais de CMB, como
os obtidos pelo WMAP 3 (TEGMARK et al., 2004) e pelo satélite Planck (AGHANIM
et al., 2018), indicam que o universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas, o que

permite estabelecer a métrica FLRW como a métrica de fundo do nosso universo

Os resultados das equacoes de Einstein pela métrica FLWR tém diferentes para-
metrizacoes para o modelo cosmolégico. Uma dessas parametrizacoes é o chamado modelo

ACDM, também chamado de modelo padrao do Big Bang.

Além disso, o ACDM ¢é o modelo mais simples que pode explicar algumas proprie-
dades do universo como, e.g., a estrutura e existéncia da CMB, a distribuicao de galaxias
em grande escala, a expansao acelerada do universo partindo das observacoes de galéxias,

das supernovas do tipo IA, entre outros.

Este modelo é congruente com um universo euclideano dominado por matéria
escura fria nao-barionica (CDM) e uma constante cosmolégica A, com, sua perturbagao

inicial ocorrendo por causa da inflagdo no universo primordial.

A imposicao de que a matéria escura seja “fria” surge da necessidade que as par-
ticulas da matéria escura possam se agrupar com eficiéncia num universo jovem *. Caso
a matéria fosse “quente”, a velocidade dessas particulas seria alta e como consequéncia,
nao haveria a formacao de estrutura na taxa necessaria. Este requisito é responsavel pela
exclusao dos neutrinos conhecidos como candidatos a matéria escura. Os estudos atuais
indicam que os neutrinos correspondem a somente ~ 2% da matéria escura. Outrossim,
diferentes observagoes estruturais do universo mostram a indispensabilidade da matéria
escura, pois, as inomogeneidades esperadas em modelos cosmoldgicos sem matéria escura

sdo muito pequenas (para mais sobre a homogeneidade num universo composto apenas
por matéria barionica, ver capitulo 8 (DODELSON; SCHMIDT, 2020)).

Evidéncias observacionais de diversas fontes apontaram a existéncia de uma cons-
tante cosmolégica A. Os resultados mais conhecidos, que corroboram com esta necessidade,
foram obtidos a partir do estudo de supernovas distantes iniciados por (RIESS et al., 1998)
e (PERLMUTTER et al., 1999). Estes estudos indicaram uma quantidade diferente da
matéria ordinaria e da radiacdo previamente conhecidas, esta grandeza foi denominada
de energia escura (do inglés, dark energy). Diferentemente da matéria escura, a energia
escura nao se aglomera fortemente. A relacao entre a energia escura e A pode ser encon-
trada ao se considerar a possibilidade de haver uma nova forma de energia que permanece

constante em relacdo ao tempo, isto ¢, agindo como uma constante cosmolégica °.

Wilkinson Microwave Anisotropy Probe.

Este universo descrito é caracterizado por um redshift de aproximadamente z = 1100, isto ocorre pois
apos o desacoplamento da CMB os fétons passam a ndo interagir com a matéria e tanto a matéria
escura e a baridnica passam a se agrupar por causa do efeito da forca gravitacional.

5 A ideia de uma constante cosmolégica foi inicialmente proposta por Einstein, contudo a mesma foi
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A introducao de uma constante cosmologica pode parecer estranha, dado que um
universo em expansao deveria sofrer uma diminuicao da densidade de particulas, tal que,
parece impossivel se obter uma particula fundamental que possa ser a causadora da energia
escura. Contudo, a nocao de que o espaco carrega sua energia, de modo que a densidade
de particulas permanece constante sobre a expansao do universo, é consistente com o
principio de incerteza de Heisenberg e com a atual compreensao da mecanica quantica —
uma vez que essa permite a criagao e aniquilagao de particulas e anti-particulas virtuais

durante pequenos intervalos de tempo, logo contribuindo com a energia do vacuo.

Ja a inclusao da inflacdo no modelo ACDM ocorre pois, este é o mecanismo mais
plausivel para a geracao das perturbacoes iniciais necessarias para que a evolugao estru-
tural transcorra de forma a termos uma distribuicdo de matéria homogénea e isotrépica
em grandes escalas. Isto impoe a existéncia de uma breve época no universo primordial,
na qual o fator de escalar a(t) cresceu exponencialmente. Assim, a época de inflagdo tem
algumas caracteristicas semelhantes ao universo atual, sendo estas: o fato de que a forma
dominante da energia se manteve aproximadamente constante durante a expansao e o fato
de que a substancia geradora desta expansao acelerada permanece desconhecida. Entre-
tanto, existe clara diferenca na escala da densidade de energia que causou o processo de

inflacao, sendo maior por, no minimo, 60 ordens de magnitude do valor de energia escura
observado atualmente (DODELSON; SCHMIDT, 2020).

Este modelo cosmolégico pode, ainda, ser expandido acrescentando diferentes su-
posicdes, como matéria escura em decomposigdao (DDM) ¢ (ENQVIST et al., 2015) e
(HARIDASU; VIEL, 2020), dindmica newtoniana modificada (do inglés, modified newto-
nian dynamics (MOND)) (SANDERS; MCGAUGH, 2002) ou até invaridncia de escala
do espago vazio T (MAEDER, 2017).

Nao obstante, os parametros descritos nesta se¢ao estao relacionados ao modelo
ACDM para um universo composto por energia escura (~ 68.6%), matéria escura (=~
26.5%) e matéria baridnica (~ 4.9%) (GROUP et al., 2020) ®. Em termos de suas in-
certezas associadas, temos que os valores obtidos pela Colaboracao Planck sao: €, =

0.049 £ 0.001, €2, = 0.264 £ 0.006, €2, = 0.315 £ 0.007 e 2, = 0.685 £ 0.007.

abandonada.

Traducao livre do inglés decaying dark matter.

Traducgao livre do inglés scale invariance of empty space.

Estas porcentagens estdo na tabela 2.1 ’Astrophysical Constants and Parameters’.
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4 A Radiacao Cdésmica de Fundo

A Radiagao Césmica de Fundo (CMB) é uma radiagao eletromagnética remanes-
cente dos estagios iniciais do Universo. Podendo ser definida como um campo de radiacao

isotropico e quase-uniforme que emite um espectro de corpo negro

4 3 /.2
I, = mhv”/e . (4.1)
exp [2nhv /kgT]| — 1

A figura 2 mostra as medidas realizadas pelo satélite COBE (Cosmic Background Ez-
plorer) (WHITE, 1999) e a curva dada pela equagao (4.1) para uma temperatura de
T =2.725+0.001 K. Ou seja, essa é a temperatura atual (medida por nds, observadores)
da CMB.

Cosmic microwave background spectrum (from COBE)
400 | | | | |

T T T
COBE data +—+—
Black body spectrum ——
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Figura 2 — Espectro de corpo negro da CMB em funcao da frequéncia obtida pelo ins-
trumento FIRAS (em inglés, Far InfraRed Absolute Sprectrophotometer) do
satélite COBE (do inglés, Cosmic Background Explorer)(WHITE, 1999)

Esse campo primordial de radiacao é uma previsao da teoria do Big Bang, i.e.,
ocorreria caso a temperatura do Universo fosse suficientemente alta tal que ele fosse to-

talmente ionizado e o campo de radiacao primordial pudesse ser termalizado efetivamente
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a partir dos processos de espalhamento Thompson e de Bremsstrahlung. Ademais, a con-
jectura da existéncia da CMB foi feita durante a década de 40 por Ralph Alpher, Robert
Herman e George Gamow com uma estimativa da ordem de T'=5 K (ALPHER; HER-
MAN;, 1948).

Permeando todo o espago, a CMB é uma importante fonte de informagoes sobre
o Universo primordial, uma vez que esta ¢ a radiacao mais antiga do Universo, datando
a era de recombinacao. Esta época ocorreu a, aproximadamente, 370 000 anos apds o Big
Bang, ou em relacao ao redshift, quando z, ~ 1100. Este periodo é caracterizado como
o momento no tempo em que o componente barionico do Universo para de ser ionizado
e se torna neutro, ou seja, se refere ao momento no qual elétrons e prétons carregados
se acoplam, formando atomos neutros de hidrogénio. Em outras palavras, isso equivale
ao periodo em que a densidade de fons é igual ao nimero de dtomos neutros (RYDEN,
2017).

A primeira observagao da radiacao césmica de fundo foi feita em 1964 por Arno
Penzias e Robert Wilson, enquanto trabalhavam como radioastronomos nos Laboratorios
Bell usando antenas refletoras em formato de chifre. Quando direcionadas ao céu, um
excesso de ruido era observado vindo de todas as dire¢oes e mesmo tentando diminuir
este ruido, ele permanecia constante. Esta variacao era isotropica e constante no tempo,
o que impossibilitava relaciona-lo a uma fonte isolada de radio, ou a alguma emissao
atmosférica, ou do Sistema Solar. Além disso, a intensidade deste ruido era ordens de
grandeza maior que o erro estatistico, o que estabeleceu este sinal como sendo diferente
de um erro de medigao qualquer (PARTRIDGE; PARTRIDGE, 1995). Paralelamente ao
trabalho feito nos Laboratoérios Bell, na Universidade de Princeton, Robert Dicke e seu
grupo estavam construindo um radidometro para a medicao da CMB e ao receber uma
ligacao de Penzias e Wilson, sobre o estranho sinal que nao se conseguia contabilizar, eles

entraram em consenso que esta temperatura da antena era resultado da CMB.

Esta interpretacao da radiagdo coésmica de fundo gerou uma grande controvérsia
durante a década de 1960, pois serviu como um teste crucial para a hipotese do Big Bang,

em oposigao a hipétese do Steady State — outra teoria em voga na época.

4.1 As anisotropias da CMB

A radiagao cosmica de fundo é uma das sondas mais importantes da cosmologia
atual. Sendo considerado o espectro de corpo negro mais perfeito medido na natureza. Sua
importancia se da por se caracterizar como um espelho para um Universo jovem e, por-
tanto, carrega informagoes fundamentais consolidando-se, portanto, como uma excelente

sonda para estabelecer restrigoes para modelos do Universo primordial.

Contudo, uma de suas caracteristicas mais importantes sao suas flutuagoes de
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temperatura, também conhecidas como anisotropias. Essas varia¢oes de temperatura sao

locais porém, como veremos na se¢ao a seguir, estamos mais interessados em suas médias.

A primeira medi¢ao das anisotropias veio com os dados do satélite COBE no inicio
da década de 90. As variacoes na intensidade da CMB eram da ordem de 10~°K, porém
o impacto desta descoberta foi tdo grande quanto o visto em sua descoberta inicial. Estas
flutuagoes iniciais concordam com a hipdtese que as estruturas do Universo surgiram de
regioes de sobredensidades de matéria causadas por instabilidades gravitacionais (SAM-

TLEBEN; STAGGS; WINSTEIN, 2007).

Nesta se¢ao, temos o intuito de analisar alguns dos efeitos que causam as aniso-

tropias na CMB e como essas flutuagoes ocorrem.

4.1.1 Anisotropias de grande escala

Para classificar as anisotropias em relagao as variacoes angulares, temos de consi-
derar o angulo entre diferentes pontos no céu que tinham suas temperaturas e tamanho
angular das regides casualmente conectadas durante o desacoplamento, i.e., o tamanho
das regioes que, até a era do desacoplamento, tinham uma conexao causal (SILVA, 2005).

Assim, podemos definir este angulo por:

1/2
1100) ~1° (4.2)

QH ~ 109(1)/2 ( >
d

onde 0y é o parametro de densidade no tempo atual, z; é o redshift no momento do

desacoplamento (para a dedugdo desta expressao veja o Apéndice A em (SILVA, 2005)).

Definido isto, podemos agora caracterizar as anisotropias de grande escala como
sendo as flutuagoes na temperatura obtidas em escalas angulares maiores que 0y, tal que

estas variagoes nao tém uma relagao causal entre si.

4.1.2 Anisotropias de pequena escala

De maneira semelhante, as anisotropias de pequena escala estao relacionadas ao
angulo 6y, entretanto, neste caso consideramos as variagoes menores que 0. Logo, essas
flutuagoes ocorrem em regioes que tiveram contato causal até o momento do desacopla-

mento da matéria nao-barionica e da radiagao.

4.1.3 Anisotropia do dipolo

A primeira anisotropia descoberta foi a anisotropia do dipolo. Sendo a anisotropia
mais simples, este efeito é causado pela movimentacao de nossa galaxia em relagdo ao
referencial comével do universo dada por um fator de 3 ~ 3 x 1073, que gera uma aniso-
tropia na ordem de mK que é maior do que quaisquer outros efeitos, que tém ordem de
Wi
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Como resultado do movimento de nossa galaxia, observamos que a temperatura
aparente ¢ maior quando observamos os fétons vindos da dire¢do do movimento de nossa
galaxia causando um blueshift e a temperatura é menor quando notamos os fétons se
movimento na mesma diregdo que nossa galdxia, o que gera um redshift (WEINBERG,
2008).

Dos dados do COBE, encontramos que um dos lados do mapa celeste tem uma

temperatura maior que o outro, como visto na figura 3.

CMB dipole

—3354 m—— s 3354 uK_CME

Figura 3 — Dipolo da radiacao césmica de fundo como obtido a partir dos dados do COBE.
Retirado de (THE. .., ).

4.1.4 Efeito Sachs-Wolfe

Um dos efeitos que causam flutuagdes na CMB ¢é o efeito Sachs-Wolfe. Conside-
remos um féton da CMB que se encontra em um minimo potencial no tempo do tltimo
espalhamento, que podemos considerar como um poco de potencial. Ora, quando o mesmo
for sair do poco, ele perde energia e sofre um redshift. Enquanto isso, um féton que se en-
contra num ponto de maxima quando o Universo ficou transparente ganha energia quando
ele cai da barreira de potencial e assim sofre um blueshift. Assim, as flutuagoes geradas

por esse efeito sao geradas por variacoes no potencial gravitacional no tempo da tltima
superficie de espalhamento (RYDEN, 2017).

Este efeito tem especial importancia nas anisotropias de grande escala e ocorre a
partir da reiagéo entre a densidade do meio e dos potenciais gravitacionais. A previsao
deste efeito foi feito ainda na década de 60 por Rainer K. Sachs e Arthur M. Wolfe (SA-
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CHS; WOLFE, 1967), como uma previsao das anisotropias da CMB, sendo caracterizado

como uma anisotropia primaria.

4.1.5 Efeito Sachs-Wolfe integrado

Analogamente, temos o efeito Sachs-Wolfe integrado (ISW) que é equivalente ao
redshift gravitacional que ocorre no efeito Sachs-Wolfe, porém este ocorre desde a super-
ficie do ultimo espalhamento até o momento de observagao, nao fazendo parte da CMB
primordial. Além disso, esse efeito tem duas contribuigoes, a primeira, logo apds a tltima
superficie, enquanto ainda existia radiacao suficiente no Universo e uma segunda, que
surge no Universo mais recente, quando a energia escura passa a dominar a expansao do
Universo (RYDEN, 2017).

Ou seja, o efeito ISW ¢é definido por um redshift ou um blueshift gravitacional
causado por flutuagdes dependentes no tempo no potencial gravitacional entre o tempo
do ultimo desacoplamento e o tempo presente (WEINBERG, 2008).

4.1.6 Efeito Sunyaev-Zel'dovich

Temos também o efeito Sunyaev-Zeldovich (SZ). Este efeito ocorre da interacao
dos fétons da CMB com elétrons presentes no espago intergalatico, por meio de um me-
canismo de espalhamento Compton invertido, onde elétrons de alta energia presentes em
aglomerados de galaxias interagem com fétons de baixa energia da CMB que, como con-
sequéncia, ganham energia durante a colisdo com estes elétrons (OSTRIKER; VISHNIAC,
1986).

Este efeito ainda pode ser separado em uma componente térmica e uma cinematica.
O efeito SZ térmico é gerado pelos elétrons livres do gas aquecido no interior de aglome-
rados. Enquanto isso, o efeito SZ cinemético é resultado de complementar as anisotropias

da CMB causados pela velocidade peculiar do gas onde o espalhamento Compton ocorre.

4.1.7 Lentes gravitacionais

A presenca de grandes fontes de campos gravitacionais no caminho dos fétons da
CMB também sao responsaveis pela mudanca de trajetéria dos fotons em sua direcao
transversal ao movimento, de modo que como resultado ocorre uma distor¢cao da imagem
da tltima superficie de espalhamento (SILVA, 2005).

Vale notarmos que este efeito é resultado direto da distorcao do espago-tempo em

regioes com grandes corpos celestes.

E necessario notar que os efeitos descritos nesta se¢ao sao apenas alguns dos efeitos

que produzem as anisotropias da radiacao césmica de fundo. Assim, para uma discussao



62 Capitulo 4. A Radiagio Césmica de Fundo

mais aprofundada veja (SILVA, 2005), (WEINBERG, 2008), (DODELSON; SCHMIDT,
2020) e (SAMTLEBEN; STAGGS; WINSTEIN, 2007).

4.2 O espectro de poténcia da CMB

Do ponto de vista cosmolégico, ¢ vantajoso utilizarmos o espectro de poténcia
(para uma descrigdo detalhada da estrutura matemética dos espectros de poténcia veja
o apéndice A) como método de anélise, pois, 0 mesmo permite o estudo evolucionario
de diferentes estruturas cosmoldgicas (TOOLS..., ). Como exemplo, podemos citar o
espectro de poténcia da matéria e o espectro de poténcia da radiagdao césmica de fundo.

Neste trabalho, daremos énfase para a CMB.

Além disso, quando consideramos que, diferentemente das perturbacoes dos bari-
ons e da matéria escura fria, as perturbagoes na radiacao sao essencialmente preservadas
(DODELSON; SCHMIDT, 2020), fica claro os beneficios de estudarmos o espectro de

poténcia da radiacao césmica de fundo.

Dos dados da CMB, observamos a frequéncia do espectro f(v), a temperatura
T(z,p,n) e seus modos de polarizagdo. Para a temperatura, queremos avaliar as aniso-

tropias da temperatura), tal que o campo de radiagdo da CMB pode ser descrito por

T(&,p,n) =Tl +6(2,p,n)], (4.3)

onde & é o vetor posicao, p é o vetor dependente da direcdo do féton incidente, 1 é o

tempo conforme descrito no capitulo anterior
tdt’
= /0 a(t’)

e O(&, p,n) pode ser definido como a quantidade adimensional

T(@,p,n) —(T)
o . (4.4)

o@,p,n) =

Embora esse campo ¢é definido em funcao de qualquer ponto no espago-tempo,
as observagoes estao restritas ao tempo presente 1y e a locagao presente &y. Logo, tudo
que se observa esta relacionado com mudangas nas dire¢oes p, que também podem ser
compreendidos como diferentes posi¢cdes no céu. Assim, o vetor p pode ser definido em

funcao das coordenadas polares 6, ¢.

Como as perturbacoes na temperatura sao projetadas em uma superficie esférica

2D, podemos usar os harmoénicos esféricos para descrever O(&, p, 1), ou seja,

00 l

O D) =3 > (@, m)Yim(D) (4.5)

=1 m=-1
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onde

20410 —m)! _—
Y., = P i 4.
Im J ar (1 m)! 7" (cos 0)e'™”, (4.6)

em que FP;" sao os polinémios de Legendre e ¢ é chamado de multipolo e representa uma
escala angular o = 7/¢ no céu.

Os harmonicos esféricos sao normalizados por

[ A (B) Y7 (B) = Db (4.7)

onde 0, é delta de Kronecker e d2 é diferencial do angulo sélido.
Consequentemente, os coeficientes a;,, serao dados por

inlien) = [ e [0, @Ok b1, (1.9

onde se escreve o lado direito em termos da transformada de Fourier ©(k) ao invés de

©(Z), uma vez que é para esta quantidade a solucao é obtida.
Desta maneira, o espectro de poténcia das flutuacoes na temperatura C,, sera
definido em funcao da variancia deste coeficiente, satisfazendo a

<alm> = 07 € <alma?’m/> - 5ll’5mm’0(£)a (49)

onde essas médias sao tomadas por todo conjunto. Como todos os coeficientes sao obtidos
do mesmo conjunto, existe, intrinsecamente, um limite de modos m independentes que
podem ser medidos, sendo que equivale a (2¢ 4 1) para cada multipolo. Assim, o espectro
de poténcia pode ser escrito como
o=t f: (aiml?). (4.10)
2041

m=—/{

E como resultado, encontramos que o erro associado as estimativas de C;, dado por

AC() | 2
cw)y  V2a+1 (4.11)

ou seja, isto resulta que a qualidade da estimativa da média estd ligada a quantidade

de pontos de um conjunto. Isto é usualmente chamado de variancia cosmica e é mais

pronunciada para ¢ baixos (UNDERSTANDING..., ).

Da figura 4 pode-se observar um mapa da temperatura na CMB, usado para a

obtencao dos parametros cosmolégicos presentes no capitulo 3.

Além disso, a CMB ainda permite diferentes power spectrums relacionados a cor-
relagdo da temperatura (7'T), do modo de polarizacao (EE), da temperatura e o modo

de polarizacao (T'E) e da correlagao entre a temperatura e o potencial gravitacional (7'¢).
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—300 K 300

Figura 4 — Mapa das anisotropias na temperatura da CMB obtido a partir do método
SMICA (em inglés, Spectal Matching Independent Component Analysis) com
os dados do satélite Planck. Retirado de (PLANCK..., ) .

Ademais, a figura 4.2 mostra um espectro de poténcia da TT obtido pelo Planck

descrito em func¢ao do momento de multipolo £ e de uK?.

Vale também citar, que os pardmetros presentes na secao 3 foram obtidos de um

espectro T'T combinado com os dados de polariza¢ao (T'E, EE + low E) + lenteamento.

Por fim, outro efeito que podemos também citar que afeta os espectros de poténcia
da CMB, sao os impactos diretos dos neutrinos massivos nos observaveis cosmolégicos da
CMB e da estrutura de larga escala. Primeiro, temos o fato de que as massas dos neutrinos
nas regioes de sub-eV até eV interferem na expansao, uma vez que se analisa a histéria
evolutiva préxima a época da igualdade matéria-radiacdo — um exemplo disso pode ser
observado na figura 4.2 onde a diferenca no espectro para diferentes massas de neutrinos
pode ser vista. A segunda questdo se trata dos efeitos do fluxo livre de neutrinos que

afetam o crescimento de estruturas em tempos posteriores (WONG, 2011).
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Figura 5 — Espectro de poténcia da temperatura da radiacdo coésmica de fundo micro-
ondas. No painel inferior observamos as divergéncias entre os dados observados
e o melhor ajuste feito para os dados do Planck de 2015. Retirado de (ADE et
al., 2016).

M,=3x0.3eV, same z4, |oax

M,=3x0.6eV, same z, |z

Figura 6 — Espectro de poténcia da temperatura considerando diferentes massas para os
neutrinos, onde se observa um deslocamento causada pelas diferentes massas

de neutrinos. Retirado de (LESGOURGUES; PASTOR, 2014).
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Consideracoes finais e Conclusao

O estudo dos temas abordados neste trabalho, e.g, o modelo cosmolégico padrao, os
parametros e as distancias cosmoldgicas sao fundamentais para a compreensao da evolucao
do universo, sendo a base para a descricao da cosmologia moderna. Além disso, o estudo
dos diferentes modelos de universos e seus destinos permitiu uma compreensao maior
da contribuigao e comportamento dos diferentes componentes materiais/energéticos. Por-
tanto, este trabalho permitiu o estudo mais aprofundado de alguns tépicos da cosmologia,
servindo como revisao bibliografica de alguns assuntos do campo da cosmologia, que se en-
contra em crescimento constante devido a grande quantidade de diferentes experimentos

de coleta de dados, assim como o desenvolvimento dos modelos tedricos.
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Apéndice

Fundamentos matematicos para espectros de poténcia

Quando se tem sinais continuos por um longo periodo de tempo, é necessario se
definir a densidade de espectro de poténcia, também conhecido somente por espectro de
poténcia, de modo a retratar como um sinal ou série temporal se distribui numa dada
frequéncia (DAVENPORT; ROOT et al., 1958).

Assim, passa a ser interessante a definicao de uma funcao de correlagao estatistica
que serd definida como a probabilidade de relacionar uma certa funcao f(z) com uma

outra fun¢io f(y) dado um vetor espacial r em oposi¢do a uma outra distribuicao aleatéria
(POWER..., ).

Esta andlise estatistica pode ser feita, e.g, quando se estuda a variancia de uma
dada fungao temporal z(t) , onde a poténcia média P deste sinal x(¢) num certo intervalo

temporal é descrita por

P = li f/ ) 2 dt. 412
m 2 [ a() (1.12)

T—o00

Uma outra quantidade estatistica chamada de densidade de energia espectral po-
deria ser usada para analisar este sinal. Esta quantidade é derivada da energia, que é
definida como a integral da poténcia um periodo de tempo. Contudo, caso o sinal z(t) ca-
racterize um processo estaciondario — i.e., um sinal que se mantém o mesmo por um tempo
infinito, pela definigdo da poténcia (4.12) seria possivel existir processos com poténcia
finita e energia infinita. Ou seja, existe um problema inerente a definicao da densidade de
energia espectral quando se analisa um processo estacionario. Desta forma, para processos

estacionarios é necessario se utilizar o espectro de poténcia.

Para analisar um sinal z(t), define-se uma transformada de Fourier truncada

1 /T ,
2 —iwt
= — x(t)e "“"dt, 4.13
VT Jo ) ( )
dado que certos sinais analisados nao tém uma transformada de Fourier definida. De forma
que a transformada de Fourier truncada é diferente de uma transformada normal por ser

definida apenas em um intervalo temporal finito.

Note que a equacgao (4.13), é chamada de amplitude da densidade espectral. Assim,
a densidade de poténcia espectral (MILLERS; CHILDERS, 2012) é definida como

Sex(w) = lim E|[| z(t) ] (4.14)

T—o0
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onde E equivale ao valor esperado desta variavel, que é definido explicitamente como,

E[ z(t) 2] = E H | (et | ' x(t’)e"“’t/dt’]

(4.15)
1 /T (T , /
- / / E[*(1)a(t)].¢“ ) dtdt’
T Jo Jo
Ao se fazer uma mudanca de varidvel na tltima igualdade, tal que At = t—t', entao
os limites de integracao se aproximam de infinito. Como consequéncia, a densidade de
poténcia espectral resultante S, (w) e a fungao de autocorrelagao deste sinal serdo pares de
transformadas de Fourier como resultado do teorema de Wiener-Khinchin (CHATFIELD,

2003). Assim, a funcao de autocorrelacao é uma grandeza estatistica definida por
Ryp(7) = (x(t)x(t + 7)) = Ex(t)x(t + 7)], (4.16)
de maneira mais generalizada, tém-se que
Ry (1) = (x(t)x(t — 7)%) = (x(t)"z(t + 7)). (4.17)

onde z(t) é uma fungao complexa. E quando R, é absolutamente integravel, a densidade
de espectro de poténcia pode ser definido como se vé na equagao (4.18) (GRIMMETT;
GRIMMETT; STIRZAKER, 2001).

Spe(w) = /OO Ruo(T)e™™Tdr = Ryp(w) (4.18)

—00



