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Resumo

Este trabalho se divide em duas etapas, a primeira consiste na aplica¢ao do calculo confor-
mavel nos circuitos elétricos RC e RLC, cujas respostas usuais sao equagoes diferencias de
primeira e de segunda ordens. Inicialmente, o calculo conformavel é introduzido, suas pro-
priedades de derivacao e integracao conformével sdo demonstradas e toda a base tedrica
necessaria para aplicar este tipo de calculo fracionario é construida. Apos esta etapa intro-
dutoria, com as propriedades do calculo conforméavel bem cimentadas, é possivel aplica-lo
em analises de situagoes reais e de sistemas fisicos, tais como os circuitos citados. Na
fase seguinte do trabalho constitui-se da modelagem matematica destes circuitos de duas
formas distintas. A primeira a partir do cdlculo de ordem inteira e a segunda do calculo
conformavel, afim de compara-las fazendo seu paralelo durante as demonstragoes. Ao com-
pletar ambas as modelagens e deduzir as equacoes das tensoes em cada componente e da
corrente dos circuitos é viabilizado a andlise grafica das respostas obtidas para observar
suas caracteristicas e as diferencas entre os resultados encontrados em cada modelagem.
A segunda etapa consiste na aplicacao do calculo conformavel no eletromagnetismo, cons-
truindo a teoria necessaria, deduzindo conformavelmente o Teorema da Divergéncia de
Gauss, o Teorema de Stokes e o de Teorema de Green, para entao obter as Equagoes de

Maxwell Conformaveis e partir delas deduzir a Equacao Geral Conforméavel da Onda.

Palavras-chaves: Célculo conformavel. Calculo fracionario. Ordem inteira. Derivada. In-
tegral. Circuitos elétricos. Teorema da Divergéncia de Gauss. Teorema de Green. Teorema

de Stokes. Equagoes de Maxwell. Equacao Geral da Onda.






Abstract

This work is divided into two stages, the first consists consists in the application of con-
formable calculus into electrical circuits RC and RLC, whose usual answers are first
and second order differential equations. Initially, conformable calculus is introduced, its
derivation and conformable integration properties are demonstrated and all the theoreti-
cal basis necessary to apply this type of fractional calculus is built. After this introductory
step, with the properties of conformable calculus well established, it is possible to apply
it in analyzes of real situations and physical systems, such as the aforementioned circuits.
The following stage of the work consists in the mathematical modeling of these circuits
in two different ways. The first from the integer order calculus and the second from the
conformable calculus, in order to compare them, drawing their parallel during the proofs.
When completing both models and deducing the equations of voltages in each compo-
nent and the current of the circuits, it is possible to graphically analyze the responses
obtained to observe their characteristics and the differences between the results found
in each model. The second stage consists of applying the conformable calculus in elec-
tromagnetism, building the necessary theory, conformably deducing Gauss’s Divergence
Theorem, Stokes’s Theorem and Green’s Theorem, for then to obtain the Conformable

Maxwell’s Equations and from them to deduce the General Equation Wave Conformable.

Key-words: Conformable calculus. Fractional calculus. Integer order. Derivative. Inte-
gral. Electric circuits. Gauss’s Divergence Theorem. Green’s Theorem. Stokes’s Theorem.

Maxwell’s Equations. General Wave Equation.
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Introducao

A ideia do calculo de ordem fracionaria surgiu em 1965 em uma troca de cartas
entre importantes personagens da histéria das ciéncias no geral, ’'Hopital e Leibniz, onde
como citado por Carvalho (CARVALHO; OTTONI, 2018), enquanto Leibniz o propos
uma generalizacao da derivada inteira, I’'Hopital o questionou sobre o que ocorreria no caso
especial caso a ordem fosse igual a meio. Décadas se passaram e muito ja foi estudado e
desenvolvido sobre o assunto, formulagoes matematicas foram desenvolvidas, em especial
as de Riemann-Liouville e as de Caputo que sao duas das principais, e as aplicagoes,
como o oscilador harmonico fracionario por exemplo, crescem cada vez mais no campo
da engenharia e da fisica. Neste trabalho sera abordado um tipo diferente de célculo

fracionario, que sera descrito mais adiante.

O célculo conformével foi apresentado por Khalil (KHALIL et al., 2014) no ano de
2014 com objetivo de definir um novo tipo de derivada fracionaria, uma derivada de ordem
a onde 0 < a < 1, de modo que ao tender esta derivada a unidade retoma-se o valor da
derivada de primeira ordem. Como sua ordem varia entre zero e um ela por defini¢do é um
tipo de derivada fraciondaria, no entanto, existe certa polaridade neste argumento e alguns
autores nao a consideram como tal, devido as caracteristicas particulares que este tipo de
derivada possui que os demais tipos de derivadas fracionarias nao. Uma aplicacdo bem
recente sobre este tema foi apresentada por (CARDOSO et al., 2022), onde é abordado
uma nova visao da Mecéanica Classica a partir do célculo conformavel e suas defini¢oes o

aplicando na construcao da equagao da onda conformavel.

O calculo diferencial tem sido usado por séculos, com as mais diversas aplicagoes
desde a mecanica newtoniana até a relatividade de Einstein, suas aplicagoes no campo
das ciéncias e indiscutivel e isto, pode levantar o questionamento do porqué se utilizar um
novo tipo de cédlculo quando o calculo de ordem inteira ja tem servido a humanidade ha
tanto tempo e proporcionando tantas contribui¢coes. Comparar o calculo de ordem inteira
com o calculo conformavel se assimila a comparar uma frondosa arvore com centenas de
anos de idade e que ja se desenvolveu e ja deu uma quantidade infindavel de frutos com
um pequeno broto que ha pouco germinou, em que nao se sabe quais alturas ira alcancar
e nem que tipo de frutos poderd dar. E neste ponto em que se encontra o ponto chave
deste questionamento, as possibilidades. O cédlculo conformével é uma tela praticamente
em branco, pronta para ser pintada como se desejar, pronta para ser usada e testada nos

mais diversos campos da fisica e da engenharia, aplicada a problemas tedricos e praticos.

E se determinadas equacoes diferenciais de um sistema massa-mola forem melhor

modeladas a partir de do célculos conforméavel? E se o centro de gravidade de determinado
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objeto for obtido de forma mais simples pelo célculo conformavel? E se ao analisar um sis-
tema de amortecimento for possivel obter um amortecimento mais rapido ou mais eficiente
do que o encontrado a partir do calculo de ordem inteira? Sao esses "e se'que demons-
tram a importancia dessa ferramenta, a simples possibilidade de encontrar respostas mais
eficientes, ou mais simples, ja fazem valer a pena sua aplicacao. Esses questionamentos
serviram de base para alimentar a semente que se tornou a motivacao deste trabalho. Ao
notar a quantidade de aplicacdes que esta ferramenta proporciona, foi pensado em aplica-
la num tema relevante na engenharia eletronica. A partir disso, foi levantado a questao,
qual sera a diferenga ao se calcular um circuito elétrico a partir da 6tica conformavel? Seria
possivel encontrar solucoes ainda mais eficientes ou que trouxessem aplicacoes diferentes

das usuais?

Ao encontrar a motivacao e o tema a ser trabalhado, restou apenas definir o como
ele seria abordado. Desta forma, foi decidido que assim como no inicio de um curso de
engenharia o célculo de ordem inteira é construido do bésico, seria importante e necessario
fazer o mesmo com o calculo conforméavel. O primeiro capitulo é um capitulo introdutério
ao calculo conformavel, onde sera construida as defini¢oes das derivadas e integrais con-
formaveis, e onde serao demonstradas as suas propriedades e caracteristicas principais e
mais relevantes para o restante do trabalho. O segundo, apresenta o calculo conformavel
para trés dimensoes, o calculo vetorial conforméavel, bem como as propriedades dos ope-
radores conformaveis, além disso, serao também definidos os teoremas da Divergéncia de

Gauss, de Stokes e de Green conformaveis.

Com o célculo conforméavel e suas propriedades bem construidos, sera iniciado a
fase de aplicacao da ferramenta no ambito da engenharia em si. No terceiro capitulo, inicia-
se essa etapa de aplicacao e para fazer isso, foi decidido fazer as modelagens matematicas
de duas formas, a primeira utilizando o calculo de ordem inteira e suas relagoes ja bem
conhecidas para servir de base e de comparacao para a segunda modelagem que é a
aplicacao do calculo conformavel. Dito isso, a divisao do terceiro capitulo seguira esta
abordagem, onde primeiramente sera modelado o circuito RC' de primeira ordem com
ambos os calculos, e depois o circuito RLC' de segunda ordem da mesma forma; Por fim,
no final do terceiro capitulo, sera discutido os resultados obtidos e também apresentado
os graficos das equagoOes encontradas e os mesmos serao analisados e comparados com
os resultados obtidos a partir do calculo de ordem inteira. No quarto capitulo, o célculo
conformavel serd aplicado a um tema de grande importancia para o ambito da engenharia
e da fisica, as equagoes da Maxwell e a equacao geral da onda. A partir da base de
calculo construida no segundo capitulo sera possivel definir as quatro Equagoes de Maxwell

Conformaveis e a partir delas obter a Equacao Geral da Onda.
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1 Introducao ao calculo conformavel

O calculo conformével é uma ferramenta matematica recente e com poucos estudos
desenvolvidos de suas aplicagoes. Apresentada por Khalil (KHALIL et al., 2014) com
a intencao de obter um tipo de derivada fracionaria cujas propriedades se parecessem
mais com as da derivada de ordem inteira, o que de fato ele obteve e estudada mais a
fundo por Abdeljawad (ABDELJAWAD, 2015) que descreveu de forma mais pontual suas
propriedades.

Como citado por Cardoso (CARDOSO et al., 2022), hd uma disparidade quanto
sua classificagdo dentro do ramo do céalculo, para alguns autores, ele se enquadra como
uma vertente do calculo de ordem fracionaria, para outros, no entanto, essa questao ainda
se apresenta como discutivel, pois nao os mesmos consideram a sua derivada como uma

derivada fraciondria auténtica.

Isso ocorre porque a derivada conformavel nao apresenta algumas das particulari-
dades que caracterizam as derivadas fracionédrias como as de Riemann-Liouville e Caputo,
tais como o efeito de memoria, além disso, a derivada conformavel satisfaz algumas pro-
priedades que as derivadas fracionarias nao, como sera demonstrado posteriormente neste
trabalho. Além disso, uma importante propriedade das derivadas conformaveis é que ao
tender o indice conformavel a unidade os valores da derivada de ordem inteira sao resga-

tados.

Por ser uma ferramenta muito jovem, existem poucos estudos sobre a mesma e suas
aplicagOes, ha inimeros campos na matematica, na fisica e na engenharia em que ainda
nao foram analisados e modelados por meio de uma abordagem conforméavel. Por isso, o
objetivo desse trabalho é aplicar essa ferramenta em alguns temas da engenharia, modela-
los matematicamente a partir do calculo conformével e analisar os resultados obtidos ao
compara-los com os resultados que se obtém ao utilizar o calculo diferencial de ordem

inteira.

Neste capitulo, sera construido o calculo conforméavel, partindo da derivada, primei-
ramente ela e suas particularidades serao definidos, e com isso, serd necessario apresentar
suas propriedades e demonstra-las, para que sejam comprovadas as diferencas entre esse

tipo de derivada e a derivada de ordem fracionaria.

Com a derivada definida, é possivel aplicd-la aos mais diversos tipos de funcoes,
afim de observar as diferencas entre os resultados encontrados e o que seria obtido em
uma derivada comum. Apds exemplificar as derivadas conformaveis sera construido o
calculo integral conforméavel, suas defini¢oes, caracteristicas e particularidades. Por fim,

sera apresentado também as séries de Taylor conforméveis e a sua construcao.
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1.1 Derivadas Conformaveis

Nesta segao serd construida a derivada conformével. Para uma funcao f(¢) tal que

f:]0,00) = 00, sua derivada conformével de ordem « de f é, por definigdo, dada por:

De(f(t)) = tim L = T

h—0 h

= f(t)tt e, (1.1)

Para que esta derivada seja realmente caracterizada como conformavel, o deve
tender a unidade, ou seja, a € (0, 1). Portanto, as derivadas conformaveis nada mais sdo
do que um produto da derivada de ordem inteira pelo termo ¢!~ mas vale lembrar que

nem toda funcao diferenciavel também é a-diferenciavel.

Com a derivada conformével ja bem definida, para prosseguir na analise é neces-
sario demonstrar as propriedades que a regem, por isso, agora serd demonstrado as cinco

principais.

Seja v € (0,1), f(t) e g(t) fungdes a-diferencidveis para t > 0, é possivel observar

as seguintes propriedades a seguir.

Propriedade 1: Continuidade de f(t)Vt > 0.

Demonstracio. Tomando a constante C de forma que: C' € R tal que C' > 0

A derivada conforméavel no ponto C é dada pela relagao abaixo:

Dy (f(C)) = limHC%gtl_a) = f/(C)t'7*, visto que por definigdo f(t) é a-

diferenciavel. O

Propriedade 2: Linearidade de f(t).

D (af(t) +bg(t)) = aDi(f () + bDF (9(1)).

Demonstrag¢io. Sejam a e b constantes reais, dados por a,b € R tal que a,b # 0, pela

definicao, temos:

DEaf (D) +bg(t)) = fim LEEAD OO — ol (1) —boll)

Isolando os termos que multiplicam as constantes e separando os limites,

af(t+ ht'=) —af(t) + lim bg(t + ht'=) — bg(t)

= h B0 h
l—a) _ l—a) _
h—0 h h—0 h

= aDF(f(#)) +bDi (g(t)).
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O
Propriedade 3: Derivada conforméavel de uma constante.
Dy (k) = 0.
Demonstragao. Seja k € R, por defini¢ao sua derivada conforméavel é dada por:
oy _ o 4 (K) = f(R)
Dy (k) —}L%T—O.
O

Propriedade 4.1: Derivada conformavel do produto.

Di(f(t)g(t)) = DF(f(£)g(t) + Di(9(t)) f(t)-

Demonstragio. Pela definigao a derivada conformavel de f(t)g(t) é dada por:

o o fE R gt + Rt ) — f(t)g(t)
D (f(t)g(1)) = lim z :

Manipulando a equagdo ao somar e subtrair o termo g(t+ht' =) f(¢), ndo se altera o

valor do limite, mas possibilita um agrupamento de termos relevante para a demonstracao.

iy JE PTG+ REY) — g8+ R F(E) + g+ hE) f(E) — f(E)g(?)
h—0 h

bl

Agrupando os termos em dois produtos e separando os limites, temos:

glt + ') (f(t + ht'™) — f(t) + f(E)(g(t + ht'™*) — g(t))

= lim
h—0

o SRR R < @) | J@ g+ ) — g(0)
h—0 h h—0 h

)

Observando o limite da esquerda, nota-se que quando h — 0, g(t + ht'=*) — g(t),

e devido a esse fato, é possivel retirar g(¢) do limite assim como com f(¢).

ft+ht'=) = f(1) gt +nt ) —g(t)
h—0 h + (1) ilzlgtl) h

= Dy (f(1)g(t) + D (g(1))f(#)-
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]

Propriedade 4.2: Derivada conformavel do quociente.

(Y DR(F(t)g(t) — Dy (g(t) £(1)
[%@@>‘ (1) |

Demonstracao. Pela definicao, a derivada conformavel do quociente é dada por:

t h—0 h

S+hI =) F(t)
Dy (f(t>) = i L) 90
g9(t)

De forma analoga com que foi provada a derivada conformavel do produto, é
’ . ’ oy. t
possivel provar a do quociente. Desta vez, no entanto, sera utilizado o termo i uo)

t+htl—a)
para somar e subtrair.

1 lf(t + ht'™?) ft) ft) f(t)l

noo b [ g(t+ ht'=o) — g(t + ht'=o) © g(t+ ht'=o)  g¢(t)
1

) 1 o 1 1
- F%hbu+MPq““+“ >‘f“”—ﬂ”<ﬁﬂ‘gu+MFqﬂ
L ) = f@) L f() glt+ ) — (t)

= ) h T gl T e g(1)
LR < @) S0 gl ) — gl
g(t) h—0 h g2 (t) h—0 h
L, f@) o
= g(t)Dt (f(t)) gg(t)Dt (9(2))
_ DE(F@®)g(t) — Di(g(t)) f (1)
g2(t) '

Propriedade 5: Derivada conformavel da cadeia.

D (f(9(t)) = Dy (f(9(t))) - DY (g(t)) - 9>~ (2).

Demonstracdo. Assim como para a derivada inteira, hd mais de uma forma de escrever a

definicao da derivada conformavel. Tais como:

Dy(f(1)) = Jim D =

_ gy JEEALET) () A
= A Al Al At
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A partir dessas variagoes da defini¢ao da derivada conformavel, obtém-se a seguinte

relagao.

flt+ ALt — f(t) = Af - f172(t)
Jlt+ A7) = f(t) + Af - [17(1) (1.2)

Pela definigao, DY(f(g(t))) é dado por:

Df(f(g(t))) _ Aliglo f(g(t + At - i_ta)) - f(g(t)) (13)

A partir da Eq. (1.2), infere-se que:

glt + A7) = g(t) + Ag - ' (1) (1.4)

Substituindo a Eq. (1.4) na Eq. (1.3), temos:

DE(f(g(t) = Jim LUEEALLT) = flo(t)

At—0 At
o F(0) + Ag g (0) — Flo(0)
o At—0 At

Assim como somar o elemento neutro da adi¢do nao altera uma equacao, o mesmo
ocorre ao multiplicar o elemento neutro da multiplicacao. Usando deste fato, é possivel
utilizar um segundo tipo de manipulacao algébrica que permite o agrupamento dos termos

;. ~ , . g Ag-gl—(t
necessarios para completar a demonstragao. Desta vez serda multiplicado o termo #ﬂgt;.

flg(t) +Ag-g" (1) — fg(t) Ag - g' ()

= lim

At—0 At Ag : gl—a (t)
_ iy @)+ Ag gt () — fl9() Ag-gto(t) 1
At—0 Ag At g (1) .

Retirando o termo ﬁ do limite e utilizando novamente da relagao da Eq. (1.4),

temos:

(1) lim flg(t) + Ag-g' () — f(g(t)) gt + Ag - t'7*) — g(2)
A0 Ag At ’

Isolando o Ag na Eq. (1.4), obtém-se:
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Ag=(g(t+Ag-t17%) — g(t)g" ' (t)- (1.5)
A partir da Eq. (1.5), é fdcil notar que quando At — 0, Ag — (g(t)—g(t))g®(t) =

0. Devido a isso, podemos é possivel separar a relacdo obtida em dois limites diferentes

mudando o incremento do limite da esquerda para Ag.

DE(f(g(t) = goi(t) - 1im LB HA9 97 M) = [g) 9+ A7) — g(1)

Ag—0 Ag At—0 At
= Dy (f(g(1)) - D (g(t)) - g1 (t).

]

Com as propriedades da derivada conforméavel demonstradas e a partir da defini¢ao
da derivada conformével mostrada na Eq. (1.1), é possivel obter as derivadas conforméaveis
das fungoes conhecidas, sendo elas a-diferenciaveis. A seguir serao demonstradas algumas

delas bem como generalizacoes para as derivadas de ordem n de a.

Dos exemplos que serao mostrados, primeiramente, sera demonstrado as derivadas
conforméveis para as funcoes algébricas. A primeira de todas é a funcdo t*, onde k é uma
constante qualquer, depois sera demonstrado as derivadas de fungoes onde as poténcias
também apresentam o termo « no expoente, seja ele sozinho ou em conjunto com um

numero inteiro.

DY(t%) = kthTHTe = kb
(M) = k(k—a)ttom e = k(k — a)th 2
B = k(k —a)(k — 2a)tF" 27117 = k(k — a)(k — 2a)tF—3

(D™ (t*) = k(k—a) - (k— (n— 1a)tF— (1.6)

n
= [[k - (i — D)a)tF.
i=1
Foi observado nas derivadas de ordem « a 3o que o termo ”"1” do expoente sempre
¢é cancelado restando somente o termo k decrementado de multiplos de a de valor em

modulo igual a ordem da derivada.

A partir desses resultados obtidos é possivel encontrar o comportamento dessa
derivada para uma ordem n qualquer e isso em si ja a diferencia da derivada de ordem

inteira, visto que para ela, s6 é possivel derivar k£ vezes até que a mesma se torne igual
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a 0, diferentemente do que foi mostrado na derivada conformével, onde é possivel derivar

indefinidamente.

De forma similar, sera observado o comportamento das derivadas de ordem « para

outros termos a seguir. Tomando entao f(t) = t'7%, sua derivada é dada por:

Dyt ) = (1—a)t' =1 -a)t'™
(D7) = (1 —a)(1—2a)t' 2 > = (1 — a)(1 — 2a)t' 3>

(DO = (1—a)(l—2a)--- (1 — na)tt—m+e
n .
= [ — i)t~
i=1
Para essa funcao, é observado que o termo ”1” dessa vez se mantém constante ao
invés de ser cancelado como na fungao anterior, além disso, o nimero que acompanha «
da funcao algébrica se mostrou sempre com uma unidade acima, em modulo, da ordem
da derivada conformaével e esta funcao também se mostrou indefinidamente diferenciavel

conformavelmente. Testando agora para a fungao f(t) =t~ 1.

Dyt = (a— = —(1—a)t™!
(DM = Q—a)t ' =(1—-a)t '™
(DY) = —1—a)(l+a)t 2= —(1—a)(l+a)t 7%
(DMH*t* ™) = (1—a)(1+a)(l+2a)t 272 = (1 —a)(1+ a)(1 +2a)t

(DY) (*h) = (=D)"(1 =)+ a)(1+2a)--- (1 + (n = 2)a)t~ =0
n
= [0+ (i — 2)a)t =07,

i=1
Como esperado, essa fungao apresenta uma resposta bem parecida com a da fungao
anterior, s6 que desta vez o termo ”1” se mantém constante e negativo, a fungdao também
pode ser derivada indefinidamente, mas dessa vez o termo que acompanha « se mostra
em uma ordem abaixo da ordem da derivada, ao invés de uma ordem acima. Por fim, sera

demonstrado a derivada de (éto‘).

1
Dy (t“) = Spelp-e
(07 «

Foi encontrado entao, o que serd chamado de fungao algébrica conformavel, cuja
derivada é igual a unidade, e consequentemente, nao pode ser derivada indefinidamente.

Agora, serd demonstrado as derivadas de algumas das func¢oes trigonométricas.
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(sen(kt)) = kt'"*cos(kt)
(kt)) = —kt' “sen(kt)

« 1 1
Dy (sen ( )) =t =t eos (to‘> = cos (ta> (1.7)
Q Q Q
« 1 1
Dy (cos ( t“)) = —t7* =t sen (to‘> = —sen (ta> : (1.8)
Q@ Q@ Q
As duas primeiras equacoes representam as derivadas conforméaveis do seno e do
cosseno comuns, cujo argumento possui uma constante k qualquer. Ja nas Eq. (1.7) e Eq.

(1.8) observamos as versoes conformaveis do seno e do cosseno, e assim como elas, todas

as demais fungoes trigonométricas também possuem a sua versao conformavel.

Sera demonstrado a seguir as derivadas conformaveis de fungoes exponenciais.

ta(ekt) — kekttlfa

?{( ) — <€t _ tet)tlfa — tlfaet _ thaet

Do(eat’) = Zpalentopl-a — o3t (1.9)
(0%

A primeira essa equagao desse conjunto representa a derivada conformavel de uma
exponencial comum com expoente, com k sendo uma constante qualquer, na segunda
equacao, nota-se a derivada da regra do produto entre uma funcao algébrica ¢ com um a
fungao exponencial, ambas comuns. Por fim, na Eq. (1.9) é possivel observar a exponencial

conformavel, que sera bastante utilizada em tépicos posteriores desse trabalho.

Como tultimo exemplo para andlise, serd demonstrado as derivadas do logaritmo

neperiano.

k
D (In(kt)) = tl—"‘E =t =¢ (1.10)
1 1
De (ln (tO‘)) = plma— Qpa-l _ya (1.11)
o (Ao

Nas Eq. (1.10) e Eq. (1.11) observa-se um interessante resultado, o logaritmo ne-
periano da fungao algébrica comum e da conformavel apresentaram praticamente mesma
derivada, mudando somente a constante que as acompanham, além disso, pela primeira
vez o termo é nao foi cancelado como nas outras derivadas. Essa similaridade se deve as

propriedades logaritmicas onde:

In(kt) = In(k)+In(t)
In (;ta) = In (;) + aln(t).
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E como as derivadas tanto de In(k) quanto In (é) sao iguais a zero, no final a

deriva dos dois é a mesma, diferenciando-se apenas pelo fator do produto com «.
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1.2 Integrais Conformaveis

Com a derivada conformavel bem definida, agora nesta se¢ao sera construida a
definicao de uma componente fundamental do calculo conforméavel que é a integral. Pela

definicao, as integrais conformaveis de ordem « sao dadas por:

e = [(€-arede= [ rede (112)

Uma das mais importantes propriedades da integral é a sua relacao com a derivada

)

sendo por muitos chamada de "anti-derivada". Assim como para as derivadas e integrais

de ordem inteira sao de certa forma inverso, ou seja quando aplicados a integral de uma

derivada de uma funcao, ou vice versa, a funcdo se mantém invariavel, também ocorre
Y ) )

o mesmo para as derivadas e integrais conformdveis para a = 0 e o € (0, 1), como serd

demonstrado a seguir.

O que se deseja provar é que:

1*DF(f) = f(t) = fla).

Substituindo a defini¢ao de integral conformével mostrada na Eq. (1.12), temos:

FOSH) = [ € Dy e

Pela definigao da derivada conforméavel, como visto na Eq. (1.1), podemos substi-

tuir os termos da integral de forma que a mesma possa ser escrita da seguinte forma:

[@ @ reds = [ 1€ =11l = £) - F(0). (1.13)

O que finaliza estd demonstracao, provando no calculo conforméavel é mantida a
mesma relagao entre a derivada e a integral. Para exemplificar, serd demonstrado a integral
de kt e depois sera feita a conferéncia com a derivada do resultado obtido para verificar

se a derivada retorna o valor da integral, ou seja, se ela retorna para kt.

) = [©heds =k [ (@)
gite t tlta

1+« 0_ 1+a
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Onde de fato,

tOé

= kt.
1+«

t1+oz .
0% — —Q 1
D; <k1+&> kt™(1 + )

Como o calculo conforméavel aceita a regra do produto na derivada conformaével,
¢ de se esperar que ele obedeca a regra de integracao por partes, visto que este tipo de

integral ¢ definido como uma integral de um uma derivada do produto.

Sejam f(t) e g(t) a-diferencidveis, temos que a integral conformavel da derivada

do produto entre essas fungoes é dada por:

FDE090) = [ € DR(F€)g(e))de
B /ot@“[g(f)D?(f () + F(E)DF (g(€))]de, (1.14)

Além disso, pelo que foi provado na Eq. (1.13),

[@rpi©sene = el (115

Logo, substituindo a Eq. (1.15) na Eq. (1.14) e separando seus termos em duas

integrais se chega na regra de integracao por partes conformavel.

F©9(€)s = [ @ g@DE(F©de + [ (€1 D (9(€))de
[ @ 1€ Dr (0 = [F@9(©lh — [ 9D ()i

0

Este resultado é uma importante diferenciacdo entre o calculo conformavel e o
calculo fracionario em suas varias versoes, pois como o calculo fracionario nao obedece
a regra de derivagao do produto, consequentemente, ele nao possui a propriedade de

integracao por partes.

Como nao ha nenhuma particularidades nos demais tipos de integracao, como
substituicao, fragoes parciais e assim por diante, ndo serd demonstrado neste trabalho
esses tipos de integracao de forma conformavel, visto que as mesmas nao serao necessarias
nas aplicacdes praticas que virdo a seguir. E ressaltado porém, que qualquer propriedade

do calculo diferencial necessarias nas aplicagoes serao demonstradas.
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1.3 Séries de Taylor Conformaveis

Sera apresentada nessa secao as defini¢oes e deducoes necessarias para se obter as

séries de Taylor conformaveis, bem como exemplos para explicita-las.

Para encontrar a versao conformavel da série de Taylor, primeiramente, é neces-
sério considerar uma fungao f(t¢) infinitamente a-diferencidvel em um ponto qualquer .

Tomando entao uma série de poténcias dada por:

) = co+e(t—to)* + et —to)* + cs(t — t0)>* + -+ + ot — t0)™

(e 9]

= > et —to)"™. (1.16)

n=0

Para determinar o valor de f(t) é necessario encontrar os valores das constantes a

determinar, partido de f(¢y), temos:

flte) = colt —t0)™ = co,
Ao calcular a derivada conforméavel de f(t), temos:
DY(f(t) = aci(t—to)* 't — o) ™™ + 2o (t — to)** M (t —to) ™

4o nacy, (t— o)™t — to)
= ac + 200t — to)® + 3acs(t — t9)** + - - - 4 nac, (t — o) Y,

Calculando entao Df(f(ty)) para conseguir encontrar ¢;, obtemos que:
D (f(to)) = acy

& =~ DF(f (1)

Seguindo o mesmo procedimento para encontrar co, ou seja, derivando conforma-

velmente f(t) pela segunda vez, temos:

(DO2(f(t) = 2a%cs+3-2a%cs(t —t) 4 - +n(n — 1)a’e, (t — to) ™22,

Logo, a partir de (D{)?(f(t)), obtemos que ¢3 = 555 (Df)?(f (to))-
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Fazendo novamente o mesmo processo para explicitar ainda mais esse padrao,

temos:

(DX3(f(t)) = 3-2-1a’cg+4-3-2a°cy(t —ty)"
4+ n(n—1)(n —2)ade,(t —to) ™3,

Pela derivada acima, calculando-a para o ponto %, encontra-se que c3 € dado por:

1

s = 5 5(D8)(ft) =

(D7) (f(t))
3-2-1a3 '

3la?

Deduz-se, entdo, que calculando a n-ésima derivada conformavel de f(t) e analisando-

a pontualmente em ty, obtemos que ¢, é dado por:

DU
" nlan '

Por fim, agora que todos os coeficientes foram determinados podemos reescrever

f(t).

f(t) _ i (D?)n(f(tO)) (t . to)na. (117)

| A1
n—=0 nio

A Eq. (1.17) obtida acima é a definigao da série de Taylor conformével. Para ¢, = 0,

¢é encontrado a série de McLauren conforméavel que é descrita como:

) = DO, L1

| A1
n=0 n«x

Para exemplificar, sera calculado a série de McLauren da exponencial conformavel.

Seja f(t) = e’ temos:

pitr i(Df)n(eaoa)

n=0
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Em topicos posteriores deste trabalho, serd necessario utilizar a relacao de Eu-
ler conformavel, e por conta disso ela sera deduzida neste tépico. Como ja foi obtida a

definicdo da série de McLauren conforméavel, esta deducao se torna possivel.

Primeiramente, calculando a série de McLauren conformavel para f(t) = sen (ito‘).

(i) = § Ol ),

Q@ o nla”
+o 2a
= sen(0) + MCOS(O) + w(—sen(O))
t3o¢ t4a
+3!a3(—cos(0)) + 4'a4sen(0) +---

Como sen(0) = 0 e cos(0) = 1, ao substituir essas relagoes trigonométricas na

série do seno, ela se apresenta da seguinte forma:

1 N to t3a t5a t?a
sen (at > o 3la3 + 5l 7la’ e (1.19)
1>nt(2n+1)
= 1.20
Z:: 2n + 1)la2nt (1.20)
Realizando o mesmo procedimento para f(t) = cos (éto‘), temos:
1 o (DM)™ (cos éOa
COS(ta> — Z( t) ( ( ))tna
Q@ o nla™
to 2«
= cos(0) + m(—sen(@)) T (—cos(0))
3o 1o
+3'&3 sen(0) + mcos(()) +--
t2a t4a tGa
= 1= 2l * 4lat 6lab e (1.21)
S (—1)ngtre (1.22)

N
“— (2n)la2"
Para completar a relacao de Euler, o tinico termo que falta é a exponencial com-

plexa, fazendo entdo f(t) = e'a’",

iét"‘ (DG)TL( ‘o Oa) tna
o nlan
ite ?;tha ’i3t3a

e T2 T3l T
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Pela relacdo dos niimeros complexos, as poténcias de ¢ formam um ciclo, apresen-
tado por i? = —1, i3 = —i, i* = 1, i = i e assim por diante. Substituindo essas relacoes

complexas na série conformavel da exponencial complexa, temos:

» ite t2a Z't?)a t4a itSa tﬁa
elat"‘ — 1+7_ _ + + _ _i_,
a 2o 3lad  4la*  Blad  6lab

Separando os termos reais dos complexos, encontra-se a seguinte relagao:

e t2a t4a t6a to t3a t5a
et Y (E L

C 2102 T 4lat 6lab a  3la3 ' 5lad
1 1
cos <ta) +isen (t“) . (1.24)
a Q@

Percebe-se que o somatério dos termos reais de (1.23) é idéntico a série conformével

do cosseno mostrada em (1.21), enquanto o somatoério dos termos complexos é por sua vez
idéntico a do seno mostrada em (1.19). Logo, foi obtido a relagdo de Euler conformavel para

. o , ; il
uma exponencial complexa positiva, e da mesma forma é possivel mostrar que e ‘=!" =
cos (lta) —15€en (H“).

(0% (0%
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?2 Calculo Conformavel em tres dimensoes

Neste capitulo, sera construida a base de célculo necessaria deduzir as equagoes
de Maxwell conformaveis e a equacao geral conformavel da onda. Sera definido o cédlculo
diferencial para duas ou mais variaveis, as propriedades dos produtos escalares e vetoriais
com o operador de nabla conformavel, desta forma, serd definido o divergente, gradiente

e rotacional conforméveis.

Além disso, também sera construida as deducoes e defini¢goes dos teoremas da
divergéncia de Gauss, de Green e de Stokes conformaveis.Estes teoremas sdo fundamentais
para a construcao das equagoes de Maxwell, pois como sera demonstrado ao decorrer deste
capitulo, serd necessario passar de integrais de superficie para de volume, ou para integral

de linha e vice versa, o que é caracteristica fundamental destes teoremas.

2.1 Derivada Conformavel de funcoes multivariaveis

O primeiro passo para realizar a construcao dessa base de calculo, serd a defini¢ao
das derivadas parciais conformaveis, visto que todo o calculo utilizado nos teoremas e
equagoes a partir deste ponto sdao fundamentados em equagoes dependentes de mais de

uma variavel.

Seja z(t) e y(t) fungoes diferencidveis em ¢ e z(t), uma fungao dependente dessas
duas varidveis e também diferencidvel em ¢, ou seja, z(t) = z(z(t),y(t)). E possivel aplicar
a definicao da derivada conformavel vista no primeiro capitulo, primeira sessao, na Eq.
(1.1) em z(t).

Dy (2(t) = D (f(2(t), y(t))) = = (f'(x(t), y()))-

E assim como é observado no célculo de ordem inteira, a derivada de f(z(t),y(t))

nada mais é do que a soma de suas derivadas parciais. Logo,

e (005 070y
N Ox ot QOyot)’

Fazendo a distributiva de ¢'=¢, temos:
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aiaitl—a a.f ay
Ox Ot Oy ot

= Toptet) + S Do), 2.1)

Na Eq. (2.1) é observado a definigdo de uma derivada conformével de funcoes
dependentes de duas variaveis, e da mesma forma com que foi demonstrado esta defini¢ao
com duas variaveis, é possivel expandir o raciocinio para trés ou mais. Para exemplificar,

serd calculado a derivada conformavel de z(x(t),y(t)) = 2z%(t) + sen(y(t)).

Aplicando a derivada conformével nesta fungao, temos:

D (alatt) ey = P ON oy o ST LMD e

Derivando a equagao acima com relacao a suas respectivas derivadas, temos:

= (4z(t) +0)Df (x(1)) + (0 + cos(y(t)) D (y(1))
= ()2’ ()t + cos(y(t))y' (t)t' .
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2.2 Calculo Vetorial Conformavel

O célculo vetorial é uma area da matematica que estuda a geometria e a analise de
vetores em espagcos euclidianos. E uma ferramenta fundamental para descrever e analisar

fendmenos matematicos e fisicos que envolvem relagdes vetoriais e variagoes no espaco.

Suas operagoes tais como o gradiente, o divergente e o rotacional sdo essenciais
para a construgao de diversos teoremas e relagoes importantissimas para a matemaética,
a fisica e a engenharia, como por exemplo o Teorema da Divergéncia de Gauss, Teorema
de Stokes e o Teorema de Green que serao utilizados neste trabalho em questdo. Estas

operacoes do calculo vetorial serao definidas de forma conformavel nesta sessao.

2.2.1 Gradiente Conformavel

A partir da derivada conformavel parcial mostrada na Eq. (2.1), pode-se definir o
gradiente conforméavel. Seja f(z,y, z) uma fungao pertencente a R, temos que o gradiente

conformével fica definido como:

Ve f(,y,2) = D(f(z,y,2))i+ DS (f(,y,2)j + D2(f(z,y, 2)) k. (2.2)

2.2.2 Divergente Conformavel

Da mesma forma, também ¢é possivel definir o divergente conformével para um
tor F també tencente a R?, t dut lar ent d
vetor F'(x,y, z), também pertencente a R°, temos que o produto escalar entre o operador

de nabla e o vetor F é dado por:

vaﬁ(x7y7z):Dg(Fm))+Dg(Fy)+D?(FZ) (23)

2.2.3 Rotacional Conformavel

Sabe-se que o rotacional de um vetor F é definido por um produto vetorial dado

por:

. . o 0 9
rol(F) = VxF= (8@8) « (F., Fy, F)
Pk
_|la a2 &
dr Oy Oz
F, F, F,

_ (OF, OF, - oF, OF, - OF, OF, i
— \ Oy 0z 0z or )’ Ox oy )
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De forma similar, podemos definir o rotacional conforméavel como:

rot*(F) = V*x F = (D;},D;,Dj) x (F,,F,, F.)

A~

7k
= |pe D Do
F, F, F.

(Dy(F.) = D2(F,)) i + (D2(F,) — DS(F.)) )+ (DS(F,) — Dy (Fy)) k.
(2.4)
2.2.4 Propriedades do operador de nabla conformavel

Neste topico, serdo demonstradas algumas propriedades do operador conformavel

de nabla que serao necesséarias para a demonstracao dos teoremas nos capitulos a seguir.

Propriedade 1: Divergente conformével da soma.

V& (af +bg) =aV® - (f) + bV (g).

Demonstracdo. Aplicando a definicao do divergente conformaével, temos:

V@ (af +bg) = (D3, Dy, D7) (afs + bgs,afy + bgy, af. + bg.).

Aplicando a distributiva, temos:

= (Di(afe +bgs), Dy (afy + bgy), DS (af: + by.))
= (aD7(fa) + 6D (9s), aDy (fy) + 0Dy (gy), aDZ (f2) + D7 (g:))-

Separando os termos com o mesmo indice do diferencial, temos:

= a(D3(f2), Dy(fy), DI(f2)) + (D5 (9a), Dy (9y), D7 (g:))
= aV*-(f)+bV*-(g). (2.5)

Propriedade 2: Gradiente conformével da soma.

Ve (aF +bG) = aV® - (F) +bV* - (G).
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Demonstracao. De forma analoga a demonstragao da propriedade anterior, temos:

Ve (aF +bG) = (D2,D2,D%) - (aFy, +bG,,aF, +bGy, aF, +bG.)
= (Dg(aF, +0G,), Dy(aF, +b,), Df(aF. 4+ bG.))
= (aD2(F,) +bD2(G,),aD2(F,) + bD2(G,), aD2(F.) + bD2(G.))
= a(Dg(Fy), Dy(Fy), DZ(F.)) + b(D3(Gz), Dy(y), DZ(G.))
= aVe (F)+bV® - (G). (2.6)

]

Propriedade 3: Rotacional conforméavel da soma.

Ve X (aF +bG) = aV® x (F) + bV x (G).

Demonstracao. Aplicando a definicao de rotacional conforméavel deduzida anteriormente
na Eq. (2.4), temos:

Ve x (aF +bG) = (D2, D%, D) x (aF, + bGy, aF, + bG,, aF, + bG.)

A A

2 7 i
= D2 Do De

z

aF, +bG, aF,+bG, oF,+bG.,.

Assim como na Eq. (2.4), o rotacional da soma, ao calcular esta matriz, pode ser

dado por:

= (Dg(aF. +bG.) — D2(aF, +bG,)) i
+ (D (aF, + bG,) — DS (aF, +bG,)) ]
+(Dg(aF, +bG,) — DS (aF, +bGy)) k.

Reorganizando a equacao acima, temos:

= a[(Dg(F.) — D2(F,)) i+ (D2(F,) — D2(F.)) j + (D2(F,) — Dg(F.)
+b [(Dy(G.) = D2(G,)) i + (D2(Gy) — D3(G2)) j+ (DS(G,) — Dy

= aV® x (F)+ bV x (G). (2.7)

Q=
8
~—
N———
Rl
[k
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Propriedade 4: Gradiente conformavel do rotacional conformavel.
Ve . (VY x F) =0.

Demonstracio. A partir das defini¢oes de gradiente e rotacional conformaveis das Eqgs.

(2.3) e (2.4) respectivamente, temos:

— V. (VY x F)
= (Dg, Dy, D2) - [(Dy(F.) = D2(F,)) i+ (D2(F,) — D3(F)) j+ (D3 (F,) — Dy(F.))

Aplicando o produto escalar, a equacao acima fica descrita como:

= DyDy(F.) — DyDZ(F,) + Dy DS (F,) — Dy Dy (F.) + D Dy (F,) — DI Dy (F)

Reorganizando a equacao acima, temos:

= (DyD, — DyDY)F. + (D; Dy — DYDY)F, + (Dy DY — DIDy)F, =0 (2.8)
O
Propriedade 5: Rotacional conforméavel do rotacional conformavel.
Ve X (V¥ x F) = V. (V. F)— (V)2 (F).

Demonstracao. Para demonstrar essa propriedade sera utilizada novamente a defini¢ao

do rotacional conformével da Eq. (2.4). De forma que:

~

Pk
Ve x (V¥ x F) =V x | D> Dy D¢
F, F, F,

=V x [(Dg(F.) = D(F,)) i+ (D2 (F,) = DS(F.)) j+ (D3 (F,) = Dy(Fy)) k| .

Aplicando novamente a definicao do rotacional em sua forma matricial,temos:

k

}
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A~

= Dg ga D2
Dy(F.) = D2(F,) D2(Fy) — Di(F.) D (Fy) — Dy(Fy)

= Dy(Dg(F)) = Dy(Fy))i+ D3 (D (F.) = D2 (F,))] + Dy (D3(Fy) — D3 (F.))k
—Dy (D (F.) — D2(F,))k — D2 (D2 (Fy) — D(F.))i — Dg(Dg(F,) — Dy (F,))).

Agrupando os termos de mesma componente, temos:

= [(DgDg(F,)) + DIDY(F.)) = ((Dg)*(F.) + (D2)*(Fy)] i
+ (D2 D3 (F.) + DeDy(F,)) — ((D2)*(Fy) + (D2)*(F,)]
+ [(DIDE(F,) + Dy DE(F,)) — (D) (E.) + (Dg)*(F.)| k.

Utilizando as manipulagoes (Dg)*(F,)—(Dg)*(Fy), (Dg)*(F,)—(Dg)?*(Fy), (Dg)*(F.)—

(D)2(F.) respectivamente para as direcdes 7, 7, k, temos:

= [(DD?(F,) + DyD2(F,) + D2DS(F.)| i = [(D2)*(Fy) + (D§)*(Fy) + (D2)*(Fy)] i
+ [(DS)2(F,) + DEDY(F.) + DEDg(Fy)] j — [(D)(F,) + (D2)(F,) + (D2 (F,)] 5
+ (D2 (F.) + D2D2(Fy) + DyD2(Fy)| k= [(D2)2(F.) + (D$)*(F.) + (Dg)*(F.)] k

Reorganizando a equacao acima e colocando em evidéncia na parte positiva de
cada direcao a derivada conforméavel de sua componente, e colocando alguns termos em

evidéncia na parte negativa, temos:

= D [D3(F.) + Dy(F,) + D2(F.)] i+ D§ [D§(F,) + DX(F.) + Dg(F,)] j

+D [D2(F.) + D(F,) + Dy D(F,)| k

— (D (Fii + Fyj + Fok) + (DG (Fed + Fyj + Fok) + (D) (Fod + Fyj + Foko)|
= |iDS +3D5 + kD] |D2(F,) + Dy (F,) + D(FL)|

— [(D2)? + (DY) + (D2)?] [Fui + Fyj+ Fok| . (2.9)

A partir da Eq. (2.9), pode-se notar que:

iDg + D5 + kDS = Ve (2.10)

(D3 (Fy) + Dy(F,) + DXF.)| = [iDS +3D§ + kD] - |[Fi+ F,j+ F.k| = V- F
(2.11)
(D2 + (D) +(D2)’] = (V%) (2.12)
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A partir das relagoes das Eqs. (2.10), (2.11) e (2.12), podemos reescrever a Eq.
(2.9) como:

Ve X (VY x F) =V*- (V. F) — (V)% (F). (2.13)
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2.3 Deducao do Teorema da Divergéncia de Gauss pelo

calculo de ordem inteira

Com as propriedades do cédlculo conforméavel para multiplas varidveis, os opera-
dores de nabla e suas propriedades ja bem construidos, chega-se a segunda parte deste
capitulo, a parte das dedugoes das versdes conformaveis de trés teoremas fundamentais
para o eletromagnetismo, o Teorema da Divergéncia de Gauss, o Teorema de Green e o

Teorema de Stokes Conforméaveis.

O primeiro teorema a ser demonstrado serda o Teorema da Divergéncia de Gauss,
que apresenta a importante caracteristica da equivaléncia entre a integral de superficie
de um vetor F' e uma integral de volume do divergente desse mesmo vetor. Para este
teorema, sera realizada a dedugdo do teorema a partir de ambos os calculos, tanto o de
ordem inteira quanto o conformavel, afim de comparar as equagoes obtidas em ambos os
cenarios. Ja para os demais teoremas, se mostrou necessario somente a dedugao a partir

do célculo conformavel.

Seja o cubo infinitesimal F , formados pelas dimensoes dx, dy e dz e onde 7 é o

vetor normal perpendicular a cada face desta superficie de F.

Inicialmente sera calculado o fluxo em z. Assumindo como sentido positivo o fluxo

que sai e negativo o que entra. Temos que o fluxo que entra é dado por:

G, = —F, - dS. (2.14)

Onde para esta face ds = dydz. Ja o fluxo que sai de x é dado por:

O (F +%Fwdx> ds

X

OF,
= | F . 2.1
( z T+ pe da:) dydz (2.15)

Somando o fluxo que entra visto na Eq. (2.14) com o fluxo que sai, Eq. (2.15),

encontramos o fluxo total em z, dado por:

F.
by = (Fm + 86 xdx) dydz — Fpdydz.
x

Fazendo a distributiva, cancela-se um dos termos.
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F
= F,dydz + aaxdxdydz — F,dydz
x

F.
= 0 L dadydz.
ox

Nota-se também que o termo dxdydz nada mais é do que o diferencial de volume

dV'. Desta forma, o fluxo em x fica descrito como:

Gp = %};’” dv. (2.16)

De forma analoga, é possivel obter os fluxos totais em y e z.

¢y = %?dv (2.17)
¢, = %izdf/. (2.18)

Somando os fluxos das Egs. (2.16), (2.17) e (2.18), obtém-se o fluxo total neste

volume.

oF, - OF, - OF, -
¢F—<axdv—|—aydv+ ang).

Colocando os diferenciais de volume em evidéncia, temos:

OF, OF, OF.\ ~
_<8x ot 8Z)dV.

Onde o somatério dos fluxos em toda a superficie de F' nada mais é do que a

integral de superficie do fluxo do mesmo.

. . (0F, OF, OF.\ ~
//gF-ndS—(am ol aZ>dv. (2.19)

Separando termo da direita da igualdade em um produto escalar de suas respectivas

direcoes, temos que:

oF, O0F, OF.,\ -~ ag. 0. 0 . . N
=|—i+=—7)+—=—k| (F F F :
<8x + By + 8z>dv (8xz+8y +8zk> (Fpi+ Fy)+ F.k)dV
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Onde a partir da equacao encontrada acima, é possivel perceber que:

T

(Fi+ F,j+F.k) =

Logo, conclui-se que o somatério do fluxo em toda a superficie de F' ¢é igual ao
divergente do mesmo em todo o seu volume. Desta forma, na equacao abaixo é mostrada
a conclusao da dedugao do Teorema da Divergéncia de Gauss com o calculo de ordem

inteira.

//Sﬁ.ﬁdig: (%Zx +<981;y+661~;z> df/:///vﬁ.ﬁdf/, (2.20)
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2.4 Deducao do Teorema da Divergéncia de Gauss pelo

calculo conformavel

De forma similar a deducao do Teorema da Divergéncia de Gauss polo calculo
de ordem inteira, serd deduzida nesta sessao este mesmo teorema utilizando o calculo
conformével. Primeiramente, definimos os diferenciais conforméaveis de z, y e 2z, que sao

definidos como: dz® = z'~%dx, dy® = y*“dy e dz® = 2'dz.

Agora, com os diferenciais definidos, sera seguido os mesmos passos da demons-
tracao da sessdo anterior. Primeiramente entdo, calculamos entao o fluxo conformavel que

entra em x.

¢ = —F,-dS" = —F,dy*dz". (2.21)

Tin

Onde para z, ds" = dy®dz“. E o fluxo conformével saindo de x é dado por:

o = (F,+ DX(F,)dz*)dS"
= (F, + D2(F,)dx™) dy*dz°. (2.22)

Somando ambos os fluxos conformaveis calculados nas Eqgs. (2.21) e (2.22), temos:

¢S = (Fp + DS(F,)dx®) dy“dz" — F,dy“dz".
Fazendo a distributiva de dy®dz®, temos:
= Fudy®dz" + DY (F,)dz%dy*dz® — F,dy“dz*
= DY(F,)dx“dy*dz".

Onde nota-se que dx®*dy®dz® é equivalente ao diferencial conformével do volume,

av’ = dx®dy“dz®. Desta forma, o fluxo conformével total em z fica dado como:

-

¢° = D(F,)dV". (2.23)

De forma analoga, obtém-se os fluxos conformaveis em y e em z.
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¢ = D2(F,)dV". (2.24)
¢ = DO(F,)dV". (2.25)

Somando os fluxos das Egs. (2.23), (2.24) e (2.25) em cada direcao, temos:

6% = (DL(F,)dV" + Dg(F,)dV" + D2(F.)dV") .

Colocando o diferencial conformével de volume em evidéncia, temos:

«

= (D3(F,) + Dy (F,) + DI(F.)) dV". (2.26)

Separando a Eq. (2.26) em um produto escalar para cada direcao, temos:

= (D%i+ Dgj+ D2k) - (Fod + Fyj+ Fok)dV". (2.27)

Observa-se na equagao acima que o seu primeiro termo é na verdade o divergente

conforméavel enquanto o segundo é o proprio F'.

<l
_Q

(D3i+ Dgj+ D2k) =
(F+F,j+ F.k) =

T

Desta forma, nota-se que calcular o divergente conformével de F em todo o seu
volume, nada mais é do que calcular a integral de volume do mesmo. Dito isto, a Eq.

(2.27) fica descrita como:

- ///V ve . Fdv©. (2.28)

Para completar a demonstracao, falta demonstrar-se a igualdade com a integral

de superficie de F , para isso retomamos a Eq. (2.26) e utilizamos a seguinte substituicao:
D% = 9D 1,

- a oF, oF, oF, _._ - a
(D2F)+ D55 + D3R ¥ = (D) + Dy () + D () )
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Onde é possivel notar a presenca do divergente de ordem inteira, desta forma,

temos:

=V (De M (F)i+ Dy (F,)j+ D2 (F)k) V" (2.29)

A relagao da Eq. (2.29) foi obtida a partir do somatério do fluxo total na superficie
de ﬁ, e isso é o mesmo que calcular a integral de superficie desse fluxo, desta forma a

relagao pode ser escrita como:

_// (D2 (F)i+ Dy (F)j+ DEH (F)R) - dS.

Afim de enxugar as notacoes utiliza-se estas seguintes substituigoes:

T, = 1'1,1'2,1'3) (:E7yaz

A A

> —

(
= (o) = (03.F)

Fo = (FoFoFr) = (Fo, Fy F)
Dt = (DD D) = (et Dy De )

by =

Substituindo as relagoes acima na equacao encontrada, temos:

3
:// S Do lE, e, - 2dS”
Sici

Onde por fim chamamos H*™' - F = Y2 | D 'F, é,,, desta forma obtemos a

integral de superficie conformével desejada.

- // Aot Fopds” (2.30)
S

Pelas contas descritas nesta sessao, obtemos que:

(D2(F.) + Dy(F,) + D (E.)) dV" = //V Ve Fodv©
(D3(F,) + D(F,) + D(F.)) dV" = / [t S

Desta forma, fica-se demonstrado a deduc¢ao do Teorema da Divergéncia de Gauss

Conformavel.

// Ao Fop.dst = /// ve . Fdv©. (2.31)
S 1%
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2.5 Deducao do Teorema de Green pelo calculo confor-

mavel

Para os demais Teoremas demonstrados a seguir, as demonstracoes partirao da
defini¢do do teoremas em suas versoes com o calculo inteiro para chegar em suas versoes

conformaéveis.

Sejam f; e fo fungoes diferentes dependentes de z, y e C' uma curva fechada, temos

que o Teorema de Green, é definido por:

Il (af - af) 45 = [ (fuda -+ udy).

Em sua versao conformavel, podemos definir a primeira parte do Teorema de Green

conformével como:

J[ (D2t - Dy 1) s

De forma similar ao que foi realizado no Teorema da Divergéncia Conformaével,
ou seja, utilizando da propriedade de derivagao conformével que mostra que D2 (f) =

%(Dg_l( 1)), podemos reescrever a equagao acima da seguinte forma:

(B - Sy as

Nota-se entao que é possivel utilizar o teorema da divergéncia com o céalculo de

ordem inteira, visto que é possivel notar a precenca das derivadas parciais inteiras.

// <8f1 De-if) - 5f2(Da 1f2)> 4S° :/C(D;—ldeanng“lfldy“)-

Por fim, encontramos o Teorema de Green Conformavel, dado por:

J[ (D25 = Dy fa) ds® = [ (D57 fada™ + D2 udy®). (2:32)



52 Capitulo 2. Cadlculo Conformduvel em trés dimensdes

2.6 Deducao do Teorema de Stokes pelo calculo confor-

mavel

O Teorema de Stokes em sua versao usual definida a partir do calculo de ordem

inteira, e com C' é uma curva fechada, é dado por:

//(vXﬁ)-mfs:/ Fdr.
S C

A integral descrita abaixo é a versao conformavel da integral de superficie do
rotacional do vetor F presente no Teorema de Stokes. A demonstracao partira desta

integral.

// (V® x F) - ads".
S

A partir da Eq. (2.4) podemos reescrever o produto vetorial do rotacional confor-

mavel de F' como:

JL D5 = D2(£)) 2+ (D2(£) = D) 3+ (D3(h) = Dy (£) B] - ds™. (2.33)

A partir da Eq. (2.33), é possivel separar a integral de superficie acima em trés
integrais e com isso utilizar a relacdo encontrada do Teorema de Green Conforméavel,

presente na Eq. (2.32) para obter a relagao desejada.

!
2
S~

L5 = D2 i ads” = [ (D2 g+ Dy )
L2t = D2geadst = [

//S (De(fy) = Dy (f2) k- dds™ = /C (D5~ foda™ + DS fydy®)

r (D27 fodz + D foda®)

l
2
S~

Agrupando novamente as integrais de ambos os lados temos por fim o Teorema de

Stokes Conformavel.

gye

JL (D5 = D)) 0+ (D2 = DI 3+ (D) — Dy(£)) B] - nds
= /C[(D?‘lfydy“ + Dy~ fdz®) + (DS fodz® + DI frda®)
+(Dg ! fuda® + D27 fydy®)). (2.34)
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3 Aplicacao do Calculo Diferencial Confor-

mavel em Circuitos Elétricos

Agora que todos a construcao do céalculo conformével ja foi realizada, é possi-
vel partir para a aplicacao dessa ferramenta em modelos fisicos-mateméaticos quaisquer.
Neste capitulo, serd apresentada a modelagem matematica de circuitos elétricos, que sao
bastante pertinentes para a engenharia eletronica, e da mesma forma com que sera reali-
zado para estes circuitos também é possivel para diversos outros, ha diversos campos da

engenharia que ainda nao foram analisados pela 6tica do calculo conformavel.

Conforme Cardoso (CARDOSO et al., 2022), o uso desta ferramenta matematica
em teorias fisicas podem trazer implicagoes que valem a pena ser analisadas a fundo, pois
pelas anélises feitas por Abdeljawad (ABDELJAWAD, 2015) e Zhao (ZHAO, 2017) a mo-
delagem matematica de alguns fendmenos da natureza feita a partir do calculo conformavel
se mostrou inovadora e apresentou algumas vantagens, como, por exemplo, possibilitar a
analise tanto de sistemas dissipativos quanto de sistemas de massa variavel sem que seja

necessario introduzir novos termos na Lagrangiana do sistema livre.

Partindo deste pressuposto, foi questionado como seré que se comportam as tensoes
e as correntes de circuitos elétricos ao longo do tempo quando modeladas a partir da
Otica do calculo conformavel, em especial aqueles costumeiramente representados como
equacoes diferenciais como o circuito RC, circuito composto por ao menos um resistor e
um capacitor, e o circuito RLC, circuito composto por ao menos um resistor, um indutor

e um capacitor.

Nessas secoes que se seguem, sera realizada esta modelagem. A metodologia es-
colhida para fazer isso foi realizar uma andlise comparativa de forma paralela, ou seja,
primeiramente, sera realizado a modelagem dos circuitos usando o célculo de ordem inteira
para posteriormente realizar a modelagem a partir do calculo conformével. O motivo dessa
escolha foi que ela possibilita uma conferéncia passo a passo das diferencas encontradas

ao se utilizar o calculo conforméavel ao longo de toda a modelagem.
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3.1 Modelagem Matematica de um Circuito RC com o

Calculo Diferencial de Ordem Inteira

Assim como citado anteriormente, o ponto de partida serd a modelagem por meio
do calculo de ordem inteira. Para facilitar este estudo, foi optado analisar inicialmente o

circuito RC, como mostrado na Fig. (1).

Figura 1 — Circuito RC

VR

7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela lei de Kirchhoff das malhas, o somatoério das tensoes ¢é igual a 0 nesta malha.

e —u(t) —we(t) =0. (3.1)
Onde pela lei de Ohm, v,.(t) = i(¢)R, a tensao no capacitor é dada por v.(t) = %f)
dq

e além disso, a corrente é obtida pela derivada da carga em rela¢do ao tempo, i(t) = <.

Substituindo essas relagdes na Eq. (3.1), obtém-se:

Cdgg alt)
T C
dg q(t)
=altt oo

1

Multiplicando ambos os lados da equagdo por 4, obtemos a forma convencional

de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem.

dg  q(t) 1
dg  q(t) _ 1 _ 2
it T RC RS (3:2)
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Uma das formas de se resolver essa EDO é utilizar o fator integrante, que é dado

por:

,u(t) _ efp(t)dt7

Onde p(t) é o termo que acompanha q(t), que neste caso é p(t) = %.

:U’(t) = ef Rilcdt = e%_

Multiplicando o termo integrante encontrado pela Eq. (3.2), temos:

dq ig
7

6%7 + 6% (33)

_t_
—= eRC

::J‘i
~
SN—

Observando a Eq. (3.3), é possivel notar que trata-se de uma regra do produto,
t

e RC

pois ' (t) = %55 Logo,

p(t)d' () + 1/ (t)a(t) = M(t)%
) = wle),
R

_t

(enog(t)) = o

Integrando dos dois lados da equagao e passando C' para o lado esquerdo da igual-

dade e ere para o lado direito, temos:

Jeayar = - [eiar
ercq(t) = —RCO(efe + Cy)

R
at) _ _(eme O
c - 5<e;c+e,;c
t »
q((J) = ¢4 eCierC.

Tomando Cy = eC} e como v,.(t) = %, por fim, obtemos que v.(t) é dado por:

ve(t) = £+ CheTio (3.4)
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Calculando o PVI para as condigoes iniciais tipicas, ou seja, tomando v.(0) = 0, a

Eq. (3.4) fica da seguinte forma:

’UC<0) = €+02:0
CQ = —£&.

Por fim, encontramos a relacao de v.(t),

ve(t) = £ — geFiC

= g(1—em). (3.5)

Além disso, como v.(t) = %, podemos derivar a relacao encontrada para obter

equacao da corrente neste circuito.

ity = % - o2l
d(e(1 = e7))
i

= —sC(—RlCeRé)

- %e%. (3.6)

= C

Por fim, como vg = Ri(t), temos que a tensao no resistor é representada por:

vr(t) = eemc, (3.7)
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3.2 Modelagem Matematica de um Circuito RC com o Calculo

Diferencial Conformavel
De forma similar a que foi deduzida as equacoes do circuito RC' com o calculo de

ordem inteira, serd deduzido a tensdo e corrente conforméveis para o circuito da Fig. (1)

A equacao da corrente conforméavel é dada por

Usando novamente as leis de Kirchhoff, temos

e— v (t) —vi(t) =
t

o ()R—qac()—(),

Substituindo a corrente conformavel, Eq. (3.8), e fazendo as mesmas manipulagoes

dq 11—« qa(t)
—t =
dt h= C 0
€ o dq 11—« qa(t)
7= dtt + ok (3.9)

E observado na Eq. (3.9) uma equacao de primeira ordem conformével e para

resolvé-la serd calculado seu fator integrante conformdvel, que serd chamado de p.(t)
visto que nessa equagao, assim como na equacao encontrada com

Novamente p(t) = %,
a ordem inteira, também acompanha o termo de ordem 0

pe(t) = I _ [ e o) _ il (3.10)

Ao multiplicar o fator integrante da Eq. (3.10) na EDO de primeira ordem con-

formavel da Eq. (3.9), temos:

o € w dq e q*(t)
el _ g Mo , 3.11
S L e (311)

Analisando a equagao encontrada, percebe-se que o primeiro termo da Eq. (3.11)

pode ser escrito como:
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e d t
eaRC ﬁtl_a — eaRC D?(q(t)), (3.12)

Ja o segundo termo pode ser reescrito como:

e g (t) et
eaRC e e RcaaRCt q“(t)
= ¢"(t)D} (ef%C) (3.13)

Substituindo as relagoes encontradas, Eqs. (3.12) e (3.13) na Eq. (3.11) chega-se

em uma relagdo onde se observa a derivada conformavel do produto.

s = = eafie Dp(g*(1) + ¢*(1)DF (7 )
~ Dp <eJ§cqa(t)).

Aplicando a integral conformavel em ambos os lados da igualdade,

I (eatgc;) = 1Dy (eatquo‘(t))
€ a1 £ e
E/g eaRC d = eaRC (t)

%RC <eatRaC + C’3> = e%qo‘(t),

t™ .
Passando o C' para o termo da esquerda e o earc para o da direita, encontramos

finalmente a relacao para v<(t) conformével.

t(l
(t € aRC C
g ( ) = £ (ta + ti)
C €aRC € aRC

@

va(t) = e+ Cyearc.

Onde novamente foi tomado Cy = (3. Assumindo as mesmas condig¢oes inicias

como as tipicas usadas na modelagem de ordem inteira, tal que v%(0) = 0.

’Ua(O) = €+C4:O
04 = —¢&.
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Por fim, encontra-se a equacao para a tensao conforméavel no capacitor, dada por:

—t«

V¥ (t) = (1 — eato), (3.14)

Para encontrar a corrente, usa-se a relagdo mostrada na Eq. (3.8), derivando a Eq.
(3.14) para obté-la.

1) = DY) = Do

— Cd (5 (1 ;temiac)) tlfa

4 toz—l
et ()

. %e;}%‘é, (3.15)

Agora, com a corrente conformavel obtida é possivel obter a equagdo da tensao no

resistor, como v% = Ri®(t), que é dada por:

@
(6

vR(t) = cesrc. (3.16)

Analisando as equagoes encontradas para as tensoes e a corrente de ordem inteira

e utilizando o calculo conformavel, nota-se uma notavel similaridade. Primeiramente par-

tindo da exponencial, enquanto para o calculo de ordem inteira a exponencial presentes

nas Eqs. (3.5), (3.7) e (3.6) é erc para o célculo conformével a exponencial encontrada

nas Eqs. (3.14), (3.16) e (3.15), como é de se esperar, ¢ a versao conformével desta mesma
o

. —t
exponencial, dada por earc.

Comparando equacoes conformaveis com as de ordem inteira é possivel observar
que para a = 1, elas se tornam iguais, o que comprova que ao tender « a unidade os
resultados de ordem inteira sao recuperados. Vale lembrar que a similaridade observada
neste topico é somente com base no formato da equacao e que se espera que ao se analisar

graficamente as respostas obtidas sejam observadas diferencas significativas.
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3.3 Modelagem Matematica de um Circuito RLC com o

Calculo Diferencial de Ordem Inteira

Neste ponto, sera iniciado a analise para o segundo circuito, mostrado na Fig. (2).

Foi assumido que o somatorio das tensoes seja igual a zero, para analisar inicialmente s6
a resposta homogénea do circuito.

Figura 2 — Circuito RLC

vV
w o

|
£ %VL

N4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim como foi realizado no circuito anterior, usando a lei das malhas, temos:

UR<t) + Uc(t) + UL(t> =0. (317)

Os termos vg(t), vo(t) ja foram apresentados e sao dados pelas mesmas equagoes

usadas anteriormente. J& a tensdo no indutor é dada pela derivada da corrente vezes a
indutancia deste indutor.

di
VL, t) = L—.
() =L
Como foi observado nas se¢des anteriores, a corrente é uma derivada da carga em

relacdo ao tempo e, por isso, a tensao no indutor pode ser escrita de uma segunda forma.

i 1a®)

d*q

o (3.18)
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Aplicando essas defini¢oes das tensoes em cada componente do circuito na Eq.
(3.17), temos:

Multiplicando ambos os lados da equacao por %,

g Rda gt

at) _ 1
i " Ta e~ (3.19)

Na equacao acima é possivel observar que se trata de uma equacao diferencial
ordinaria de segunda ordem conhecida, cuja solucao é apresentada na forma de uma

exponencial. Abaixo esta descrita essa solucdo e suas respectivas derivadas.

Qh(t) — ert

dan—_ ot
dt

d2

S p2emt,
dt?

Substituindo as equagoes acima na Eq. (3.19), temos:

Colocando €™ em evidéncia, é observado um produto que é igual & 0, e como a

exponencial nao pode ser nula, constata-se que:

R 1
2 —_ _— =
7"—|—L7’+LC 0.

Chegamos a uma equacao de segundo grau cuja solugao é apresentada por:

a2 =

= + . (3.20)
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E comum neste tipo de equagao substituir alguns termos da Eq. (3.20), usualmente
sao utilizados os termos wy e a, onde wy é a representagao da frequéncia de ressonancia
e «a da frequéncia de Neper, no entanto, para diferenciar a frequéncia de Neper do « do
calculo conformavel, este termo serd representado por wy.

Tomando entdo wy = % e wy = \/%70 e substituindo essas relagoes na Eq. (3.20),

a solucao fica sendo apresentada como:

ra = —wyt\wk — Wi

Substituindo as raizes encontradas em ¢(t), temos que o mesmo é apresentado por:

Cle<*“N+m> <*“N*\/m)t. (3.21)

t
q(t) = + Cae
A partir deste ponto, nota-se que ha trés possiveis cendrios para se analisar a
solugao de ¢(t). O primeiro cendrio ocorre quando wy > wp, neste caso, observa-se que
ambas as exponenciais serao reais e esta solu¢ao representa o sistema superamortecido. O
segundo, wy = wy, representando o sistema de amortecimento critico e o terceiro ocorre

quando wy < wy em que se observa que ambas as exponenciais serao complexas, gerando

o sistema subamortecido.

Para o primeiro cenario, assumindo que wy > wp, a solucdo da EDO se mostra
idéntica a da Eq. (3.21). Para simplificar as contas, sera assumido w? = w3 — w3, desta

forma, é possivel reescrever esta equagao como:

q(t) = Crelentoll  Oyelmon=—wit, (3.22)

Derivando a Eq. (3.22), encontra-se a equacao da corrente com constantes a de-

terminar.

i(t) = (—wy +w)C eVl L (i — w)Coelmwn =)t (3.23)

Utilizando as condigoes iniciais tipicas para esse tipo de equacao diferencial dadas

por ¢(0) = qo e i(0) = 0, é possivel calcular o PVI e determinar o valor das constantes.

Substituindo essas relagoes nas Egs. (3.22) e (3.23), temos:
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q(0) = Crelmovtel0 4 Oyelmon=w)0 — ¢
= C1+ 0y =q
Cl = dqo— 027 (324>

Agora usando as condigoes iniciais na equagdo da corrente, temos:

i(0) = (—wy +w)Cretov+el 4 (_yn — w)Cheln=10 —

Substituindo a Eq. (3.24) na Eq. (3.25).

= (—wy+w)(g—C2) + (—wy —w)Cy =0,

Fazendo as distributivas e colocando em evidéncia os termos comuns, temos:

= —(qoWnN + qow + CQLUN — ng — OQCUN — ng =0
qo(w — wN) = ng

Cy = qo (1 —_ ?) . (3.26)

Substituindo o valor de Cy encontrado na Eq. (3.24), temos:

WN
Ci = q—q(l——)
w
WN
= qo—qo+q—
w
WN

— N 92
G0 (3.27)

Agora com as constantes obtidas, é possivel encontrar a equacgao final das tensoes
e da corrente para este cendrio. Substituindo entao as Egs. (3.26) e (3.27) na Eq. (3.22),

encontra-se:

q(t) — qO (we(—wN"FW)t + (1 _ CL)]\[) e(_WN_w)t> . (328)
w w

Como ve(t) = %, a equagao da tensao no capacitor fica apresentada como:
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1
vo(t) = e <°‘:ive<—w+w)t + (1 — “ZV) e<—°JN—w>t> : (3.29)

Desta vez, substituindo as Eqs. (3.26) e (3.27) na Eq. (3.23), e fazendo suas dis-

tributivas e colocando os termos em comum em evidéncia tem-se:

) v - w —WN—W
it) = (—wv+ w)qo%e( o 4 (—wn — w)go (1 - j) e-on—w)t
2 2
= q <<_WN + w]\/,) 6(—wN+w)t + <_WN + wl —w+ WN) 6(—w1\r—w)t>
W w
2 2 2
= Qo <<—CZV + wN> elmwntwit | <WNWW> 6(—ww—w)t> ' (3.30)

E como vg(t) = Ri(t), temos:

2 2 2
vr(t) = qR ((—C:ZV + wN> elmwntwlt 4 (wNw> e(_“N_w)t> . (3.31)

W

Por fim, é possivel encontrar a equagao da tensao no indutor, visto que vy (t) = L%,
logo, derivando a Eq. (3.30):

Wi w3 — w?
vr(t) = Lqo ((—:}V +wN> (—wn +w)e(—WN+w)t + <N (—wy — w)e(—wz\r—w)t ‘

Fazendo as distributivas, temos:

3 3

(3.32)

Jé& para o segundo cendrio, assumindo wy = w, a solugao da £ DO fica apresentada

COImNo:

qt) = Cre Nt 4 Cote N, (3.33)

Derivando a Eq. (3.33), temos:

i(t) = —wnCie N + COy(e N — wyte ™M), (3.34)
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Assumindo as mesmas condic¢oes iniciais do primeiro cenério, observa-se:

q(0) = Cie"'+Cy-0-e "0 =g
Cl = {o- (335)

Utilizando as condi¢oes iniciais e o valor de Cy encontrado na Eq. (3.33) e na

equacgao da corrente dada por Eq. (3.34), encontra-se:

i(0) = —wyqe N0+ Co(e™ N0 —wn - 0-e¥0) =0
= —qowny +C5=0
Cy = wnQo. (3.36)

Substituindo os valores das constantes encontradas nas Eqgs. (3.35) e (3.36) na Eq.

(3.33), encontra-se a equagao final de ¢(t) para o segundo cenério.
q(t) = qoe™™ +wngote N
= qoe V(1 + wyt). (3.37)

Com isso, é possivel obter a equacao de v(t), dado por:

1
ve(t) = qoae*“Nt(lerNt). (3.38)

Substituindo as constantes encontradas agora na equacao da corrente dada por

Eq. (3.34) observa-se que alguns termos sao cancelados.

i(t) = —wngoe N+ wnqot(e N — wyte ¥Vt
= —wngoe N+ wygoe N — wigote N
= —wiqote N (3.39)

Como vg(t) = Ri(t), é possivel encontrar agora a equacao da tensao no resistor.

vr(t) = —Rwiqote “N'. (3.40)

Por fim, derivando a Eq. (3.39) para encontrar a equagdo da tensdo no indutor,

temos:
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—U.)Nt th

vi(t) = —wigoe M + wigote”

= —whqe N1 4 wyt). (3.41)

Analisando agora o terceiro cenario e assumindo wy < w, para seguir na demons-
tracao, novamente sera realizada uma substituicao que se mostrard importante para a

construgao do argumento. Tomando desta vez w? = w2 — w4, temos:

2 2 _ 2
2 2 _
wy —wi = iw, (3.42)

Substituindo (3.42) na solu¢ao da EDO, temos:

Q(t) — Cle(wa+iw)t + 026(711)]\171'11))75
— ewat(Cleiwt 4 02671'1025).

A partir das relagoes de Euler, é possivel correlacionar exponenciais complexas
com as relacoes trigonométricas a partir das equagoes abaixo.
et = cos(wt) + isen(wt) (3.43)
e ™ = cos(wt) —isen(wt). (3.44)
Utilizando as relagoes de Euler das Eqs. (3.43) e (3.44), a equacao de ¢(t) pode
ser escrita como:
q(t) = e “NCi(cos(wt) + isen(wt)) + Cy(cos(wt) — isen(wt)]

= e “N[(C} + Cy)cos(wt) +i(Cy — Cy)sen(wt)].

Como (] e (5 sdo constantes, podemos junta-los da seguinte forma:

Cy; = C1+Cy
04 — i(Cl—CQ),

Por fim, ¢(t) pode é dado por:
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q(t) = e “N(Cscos(wt) + Cysen(wt)). (3.45)

J& para encontrar a corrente, derivamos a Eq. (3.45).

i(t) = (;;1 = —wye “N(Cscos(wt) + Cysen(wt)) + e N (—wCssen(wt) + wCjcos(wt)),

Colocando e “N* em evidéncia e fazendo a distributiva de —wy, temos:

= e “NC3(—wncos(wt) — wsen(wt)) + Cy(—wysen(wt) + weos(wt)))]. (3.46)

Novamente, sera utilizado as mesmas condig¢oes iniciais usadas nos outros dois

cenérios. Primeiramente, substituindo as condigdes iniciais para ¢(t), encontra-se:

q(0) = e “NY(Czcos(w0) + Cysen(w0)) = qo
Cs = qo.

Agora, substituindo as condigoes iniciais para i(t), temos:

i(0) = e “Ng(—wycos(wl) — wsen(w0)) + Cy(—wnsen(wd) + weos(w0)))] = 0
= qo(~wn) + Cys(w) =0

WN
Cy = qo—-.
w

Substituindo os valores das constantes encontrados na equagao de ¢(t) e i(t), temos:

q(t) = e_th(qocos(wt)+qo%vsen(wt)). (3.47)

Além disso, como v.(t) = %f), podemos encontrar também a equacao da tensao no

capacitor desse circuito.

ve(t) = ae_wm(qocos(wt)+q0%vsen(wt)). (3.48)

Substituindo as constantes encontradas na Eq. (3.46), encontra-se a equagao final

da corrente desse circuito.
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i(t) = e “N|qo(—wncos(wt) — wsen(wt)) + qow—N(—szen(wt) + wcos(wt)) |,
w

Fazendo a distributivas das constantes encontradas, percebe-se que o termo gowycos(wt)

¢é cancelado, e por fim encontra-se a equagao da corrente.

2
= e wnt [—quNcos(wt) — qowsen(wt) — qow—Nsen(wt) + quNcos(wt)l
w

2,2
= —e N (WV> sen(wt). (3.49)
w

Como vg(t) = Ri(t), também é possivel encontrar a tensao do resistor agora que

ja se possui a equagao da corrente. vg(t) entao fica apresentado como:

wz—l—wfv

vr(t) = —Rethq()( "

) sen(wt). (3.50)

A partir da derivada da corrente na Eq. (3.49) é possivel encontrar a equacao para

a tensao no indutor, de forma que:

2 2

di d(—e N (wJ;wN) sen(wt))
dt dt
2 4,2
= Lqo <w+wN> (wye “Nsen(wt) — we “Ncos(wt)). (3.51)
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3.4 Modelagem Matematica de um Circuito RLC com o

Calculo Diferencial Conformavel

Nesta segao serd calculado aquele mesmo circuito RLC' da Fig. (2) sé que agora

utilizando a modelagem pelo célculo conformavel.

Utilizando novamente a lei das malhas, temos:

v (t) + va(t) + vi(t) = 0. (3.52)

Onde v%(t) = Ri%(t), i*(t) é a corrente conformavel e é dada por D(¢*(t)),
va(t) = Lc(t) e por fim v¥(t) = LD(i%(t)) = L(D)*(¢*(t)), assim como foi abordado na
secdo anterior s6 que desta vez pela abordagem conformével.

Aplicando as relagoes dadas das tensdes conformével na Eq. (3.52) e utilizando da

defini¢ao de derivada conformével mostrada na Eq. (1.1), encontra-se:

D7 (0) + T 4 Loy (1) =0
@ e qa(t) d2q 1—a\2 __
Rdtt + el +L—dt2 (™) =0.

Multiplicando ambos os lados da equacao por %, ¢ encontrado a equagao diferencial

conformavel ja formalizada para este circuito.

d?q

g Rdg
dt?

1—a\2 T4l
A i s

= 0. (3.53)

Assim como foi suposto na modelagem com o calculo de ordem inteira uma solucgao
do tipo exponencial, também serd suposto com o calculo conformavel, no entanto, no para
o de ordem inteira, usa-se a exponencial comum devido a propriedade de a sua derivada
ser igual a ela mesma. Partindo do mesmo principio, na modelagem conformavel, deve-se
supor uma solu¢ao do tipo exponencial conformavel. A solucao e suas respectivas derivadas

sao mostradas nas equagoes abaixo.

qh(t> = egta

o I o

D (qn(t)) = ex (rozto‘_1> % = rea
o

(D) (gn(t) = res™ (’“ata—l) plo 205t
(6%
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Substituindo gp,(t) e suas derivadas na Eq. (3.53), temos:

T R e 1 T 1
7”26"‘t + Zreat + ﬁeat = O
r R 1
Ltx, 2 o R
ea’ (r°+ Lr—l— LC) 0.

. . . /1 . . It
Assim como foi realizado na andlise com as derivadas usuais, coloca-se e=!" em
evidéncia e como ha um produto que ¢é igual a 0 e a exponencial conforméavel nao pode

ser nula, obtemos a mesma relagao da analise anterior.

R 1
2 —_ _— =
T—I—LT’—l—LC 0,

R [r 1
2= Tor =\ aee T Lo

_ R _ 1 ~ ’
Chamando novamente wy = 57, wy = Jic Desta forma a equagao conformavel

de ¢*(t) é dada por:

Q=

C1eé(_wN+\/m)ta + Cze <_MN_\/m>ta- (3'54)

q*(t) =

Assim como foi mostrado na modelagem a partir do calculo de ordem inteira, a

partir deste ponto é observado os mesmos trés cenarios vistos anteriormente.

Para o primeiro cenario, o do sistema superamortecido, assume-se que wy > wgpe

tomando w? = w3 — w?, e Eq. (3.54) pode ser reescrita como:

C(t) = CreaContelt™ | Cpeal-on—w)i (3.55)

Derivando a Eq. (3.55) para encontrar a equagao da corrente conformével, temos:

ia(t) _ <_WN + w)Cleé(waer)tagta—ltl—a + (_WN N w)czeé(fw]\,fw)t& gtafltlfa
[0 (6]
= (—wny+ w)Cleé(*“N“’)ta + (—wy — w)Cgeé(""N’“)ta. (3.56)

Tomando as mesmas condigOes iniciais usadas na modelagem com o calculo de
ordem inteira, ou seja, assumindo ¢*(0) = ¢o e i*(0) = 0, se torna possivel calcular o PVI

e consequentemente encontrar os valores das constantes.
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Substituindo as condigoes iniciais nas Eqs. (3.55) e (3.56), encontra-se:

qa(o) e Cleé(_wN'i_w)Oa + CQeé(_wN_w)Oa fd qo
= C1+Cy=qo
Cl = (o — CQ. (357)

Da mesma forma, para obter é possivel fazer na equacao da corrente.

Z(O) = (_WN —+ w)Cleé(*wN+W)O“ + (—WN B W)CQ@é(in+w)Oa —0

= (—(,UN + W)Cl + <_CUN - W>C2 = 0. <358)

As Egs. (3.57) e (3.58) se mostraram idénticas as Eqs. (3.24) e (3.25), respectiva-
mente. Portanto, infere-se que os valores das constantes também se mantém os mantém

OS IMeSsIos.

Logo, 4 :CIO%\] e Cy= CJO( - ﬂ)

w

Com os valores das constantes obtidas, é possivel encontrar a equagao de ¢*(t).

q“(t) = q (wNe,i(—wN-Fw)t“ + <1 _ wN) ei(—wN—W)t“) ) (3.59)
w w

A partir da equacao de ¢*(t) é possivel encontrar a tensdo com formavel no capa-

citor, visto que v&(t) = Lc(t).
]_ (A)N 1/ a WN 1/ _ a
ap) — gL (N Ewnten (1_ ) (o)t ) 3.60
vet) = dog ( e + e (3.60)

Substituindo as constantes na equagdo da corrente conformével da Eq. (3.56),

temos:

w o " .
) = (-wnv+ W)Qogeé(_ww)t + (—wn —w)qo (1 — j) ea(ToN—w)®

Fazendo as distributivas, obtém-se:

CUZQV 1 to (,{)]2\[ 1 o
= qo| [T 4wy ettt Ly + - —wtwy | ealzov)
w w
2 2 2
= <<—MN + wN) en (N Hl® | (“N_“’> eéwww)t“) . (3.61)
w w
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Além disso, v} (t) = Ri®(t), também é possivel obté-lo.

2 2 _ 2
vp(t) = @R ((—wN + wN> g (N FWIS (uww) ga(mon—w)t ) . (3.62)

w w

Como tensao no indutor é dada pela derivada conformével da corrente, é possivel

obté-la a partir da relagao abaixo.

vp(t) = LDp(i%(1))
di

= L—tt°.
dt

Logo, derivando a Eq. (3.61), temos:

(0%

2 2
Wy —w e
+Lqo <<Nw> (—wn — w)ei(—wlv—w)t ata—1t1—a> '

2
= Lqo <<—QZV + wN> (—wn + w)ei(—ww+w)t°‘ata—1t1—a>

Fazendo as distributivas, temos:

wi . o )
= Lq ((Ojv — Wy — W+ wyw e (CwonFlt® WN w4 Wt W e (-wn—w) |

(3.63)

No segundo cenario e assumi-se wy = w, analisando a solucdo usada para esse
cenario na modelagem com o cédlculo de ordem inteira, nota-se que a principal razao e
que o segundo termo vir multiplicada por "t” é que ao derivar o produto entre ele e a
exponencial é que aparece novamente a exponencial, possibilitando a existéncia deste tipo

de solucao.

@ 1 @
(t) = Cre Nt 4 Cy—t%e Nt (3.64)
a

Derivando a equacao de ¢*(t), Eq. (3.64), a corrente conformavel fica apresentada

COImMo:

o QU ol 1
ia(t) — _chvle—wNét Eta—ltl—a_i_ch (e—wNét atoc—ltl—oz _wNatoce—wNE ata—ltl—a>

_ 1ia _ 1o 1 _ 1.0
= —wyCre “Nat" 4 (O, (e N gy —t%e NGt )
«



3.4. Modelagem Matemdtica de um Circuito RLC com o Cadlculo Diferencial Conformdvel

Utilizando novamente as condicoes iniciais, observa-se:

(o7 1 o
¢*(0) = Cyemova? +Cza‘0a'e_wNé'0 = q

Fazendo o mesmo para a equagao da corrente conformavel e utilizando o valor de

(' encontrado, tem-se:

o 1
(0) = e“ndo (—quo 1O (1 — o oa>> ~0
(%
= —QqoWnN -+ 02 = O
02 = WnN{qo- (367)

Nota-se que, como se espera, as constantes se mantiveram idénticas as encontradas
no segundo cenario na modelagem com o calculo de ordem inteira. Com os valores das
constantes determinados, é possivel se obter as tensoes e correntes conforméaveis. Substi-
tuindo entdo as constantes das Eqs. (3.66) e (3.67) na Eq. (3.64), temos:

« 1 «
q“(t) = QOewaét +WNQO&ta€7wNit
o 1
= qoef‘”Nét (1 + tha> . (3.68)
«
Como v&(t) = q“CS“,
]. 1l a 1
At) = qp=e “Nat (1 t“) . 3.69
ve(t) QOC€ +wNa ( )

Substituindo as constantes determinadas na equacgao da corrente conforméavel Eq.

(3.65) novamente se observa o cancelamento de alguns termos ao se fazer a distributiva.

, el 1.
i*(t) = e Nyt (—quo + wN Qo (1 - wNat ))
_ —let"‘ o 2 l a
= ¢ Na wWNqGo + WNQo WNQDat

1 o
= —w?vqoatae_“”vét. (3.70)

Com o valor de i*(t) obtido é possivel se obter v%(t), visto que v%(t) = Ri“(t).
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]_ 1 a
vRp(t) = —Rw?vqoatae’“w&t. (3.71)

Para esse cendrio, s6 ficou faltando encontrar v$(t), que pode ser obtido ao se

derivar conformavelmente a Eq. (3.70), ou seja, v (t) = D{(i®(t)) = L%t~

o} o 1 ye!
ve(t) = —wiqlL (ato‘le“Nclvt —wNatae’“’Nét atal) e
1 a
Ll (e bt
o 1
= —w?\,qOLe*wNét (1—wNat°‘>. (3.72)

Por fim, analisando o terceiro cenério, assume-se wy < w e assim como foi realizado
na modelagem a partir do célculo de ordem inteira, serd realizado uma substituicao afim
de facilitar a demonstragao. Tomando w? = w2 — w3, temos:

ri2 = —wyLiw.
Substituindo as raizes encontradas em ¢*(t), temos:
1 ] LN —iw) e
qa(t) _ 0160‘( wNtiw)t + 0260‘( wN—iw)t
_YN i« j W _iwWia
= e o (Cre'a" 4 Che '),

Aplicando as relagoes de Euler demonstradas na secao (1.4) na Eq. (1.24), podemos

reescrever a equagao de ¢“(t) como:

@“(t) = et [C’l (cos (wto‘> + isen <wta>> + Cy (cos (wto‘) — iSen (wto‘>)]
o @ o o
w e w . w
= ¢ at [(01 + Cy)cos (t“) +i(Cy — Cy)sen <to‘>} )
o «
Colocando as fungoes trigonométricas em evidéncia, novamente se observa o mesmo

agrupamento de constantes. Realizando entdao o mesmo agrupamento de constantes, de

forma que C3 = C) + Cy e Cy = i(Cy — Cy), ¢*(t) fica apresentado por:

q“(t) = e at? {03003 (Zto‘) + Cysen (Zto‘ﬂ . (3.73)
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Para encontrar a corrente conformavel, derivamos a Eq. (3.73).

w

i*(t) = Dy (¢"(t)) = —WNe_TNta <C3COS (Zto‘> + Cysen (Zta>>

oAt <—wC’336n (wto‘> + wCjycos <wta)> .
« «

_¥Na
Colocando o termo e~ =

— et [Cg <—chos <wta) — wsen (wto‘)) +Cy (—szen (wto‘> + wcos (wto‘>>] .
o o @ a

Utilizando novamente as condigoes iniciais tipicas para calcular o PVI e determinar

em evidéncia e fazendo a distributiva de —wy, temos:

o valor das constantes, assim como foi realizado na andlise com o calculo de ordem inteira

temos, temos:

w

¢*(0) = e = 0[Cyc0s(0) + Cysen(0)] = qo
Cs = qo.

Com (3 encontrado, é possivel obter a constante que falta utilizando as condig¢oes

iniciais em i®(t).

i*(0) = e_wTNO[Cg(—chos(O) — wsen(0) + Cy(—wysen(0) + weos(0))] =0
= qo(—wn)+Cy(w) =0

WN
Cy = q—.
w

Substituindo os valores das constantes encontrados na equagao de ¢*(t) e i®(t),

temos:
YN 4o w w w
) = et (qocos (t") + qo—Nsen <to‘>) ) (3.74)
« w o)
Além disso, como v$(t) = qac(t), a equacao da tensao no capacitor desse circuito

fica dada por:

vi(t) = o (qocos <Zta> + qo%vsen (Zt“)) . (3.75)
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Com as constantes determinadas, é possivel encontrar equagao final da corrente

conformavel, dada por:

. _YN;a W W o WN W o SV
¢ (t) = € « qo | —wncos | —t7 | —wsen | —t +qo— | —wnsen | —t7 | +wcos | —t )
Q o w o o

Fazendo a distributivas das constantes, observa-se que os termos gowycos (gto‘) se

cancelam, obtendo-se a equacao final da corrente conformavel.

— 2N o Woa W o w]2\/ W o W oo
= e « —qowpncos | —t7 | — qowsen | —t° | — qp——sen | —t° | + qowncos | —t
«Q «Q w « «

2 4,2
= —e g (WV> sen (wt“> . (3.76)
w a

Com a corrente conformavel encontrada, é possivel obter a tensao conformavel no

capacitor, visto que ela é dada por v%(t) = Ri*(t).

2,2
vy(t) = —Re o tgq (CLH—WN> sen (Zt“) : (3.77)

Por fim, sera encontrada a equacao da tensao conforméavel do indutor utilizando a
Eq. (3.76).

W) = LDRE() = Lo
d (—e_wévtaqo (%) sen(it“))
L tl—a
dt

2 2
= Lqo (WV> (wNe_évtasen <wta) —we o cos (wto‘>) . (3.78)
w a «

Ao se observar as equagoes encontradas para as tensoes e a corrente usando tanto
o calculo de ordem inteira quanto o conforméavel, nota-se novamente certa similaridade.
Os formatos das equagoes se mantiveram idénticos, as tinicas diferencas notadas foram as
exponenciais que no de ordem inteira é apresentada como e “~! enquanto no conformével,
é apresentado a mesma exponencial em sua versao conformavel dada por e‘wTNta, e o
mesmo ocorre para as fungoes trigonométricas que vao de sen(wt) e cos(wt) no calculo
de ordem inteira para sen (gta> e cos (gto‘) no conformével. Tendendo novamente essas
equacgoes a unidade, No capitulo seguinte, serd apresentada a analise grafica de todas as

equacoes obtidas em ambas as modelagens.



3.5. Percepcoes acerca das andlises grdficas dos resultados obtidos 7

3.5 Percepcoes acerca das analises graficas dos resultados
obtidos

A partir das equagoes deduzidas ao londo dos capitulos nos quais foram realizadas
as modelagens matematicas dos circuitos RC' e RLC', se obteve a plotagem dos graficos em
relacao ao tempo para possibilitar a andlise entre as diferencas entre as respostas obtidas
a partir do calculos conformavel e as do cédlculo de ordem inteira. O software utilizado

para gerar os graficos foi software de codigo aberto Octave.

Como foi observado e demonstrado, quando « tende a unidade, as equacgoes das
tensoes e correntes obtidas conformavelmente se igualam as obtidas pelo célculo de ordem
inteira, ou seja, quando o = 1, as derivadas conformaveis sdo idénticas as de ordem inteira.
Nos graficos que serao mostrados abaixo, ha a presenca de quatro curvas por grafico, cada
uma com um valor para «, sendo um deles igual a unidade para representar a o grafico

obtido pela equacao gerada pelo célculo de ordem inteira.

Da mesma forma como foi realizado na modelagem matematica, primeiramente
sera analisado graficamente as respostas obtidas para o circuito RC. A partir da Eq.
(3.14) foi plotado o grafico da tensao do capacitor do circuito da Fig. (1). Para este
circuito foi assumido os valores de resisténcia e capacitancia bem como a tensao inicial €,
tomando entao R = 1002, C' = 0.01F e ¢ = 2V.

Com o valor das constantes definidos, foi plotado primeiramente o grafico da tensao
no capacitor do Circuito RC, como mostra a figura abaixo. Na legenda ¢é possivel visualizar

os quatro valores de «, cada um com sua curva em cores diferentes.

Figura 3 — Tensao no capacitor do Circuito RC
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Fig. (3) é possivel notar que quanto menor o valor de o mais rapido o capacitor
comecga a carregar, no entanto, apos pouco tempo, a situacao se inverte e nas equagoes

com os menores valores de a demoram muito mais tempo para terminar de carregar o
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capacitor, o mesmo pode se inferir do processo de descarga, ou seja, também ha uma

demora maior no processo de descarga dos capacitores.

Isso pode ser observado nos graficos da tensdo do resistor plotado a partir da
Eq. (3.15) e da corrente da Eq. (3.16) mostrados abaixo, onde é possivel notar a mesma
relacao. E notdvel a diferenca entre as curvas, na a = 0,25, a curva roxa, o decréscimo é
muito mais rapido, mas em compensacao o tempo que essa curva demora para tender a

zero como as outras é perceptivelmente maior.

Figura 4 — Corrente do Circuito RC
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a=025 |
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5 — Tensao no resistor do Circuito RC
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a=025 |

VR[]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando agora o circuito RLC' modelado com o calculo conformével, serd mos-
trado para cada variavel os gréaficos dos trés cenarios. Iniciando pelo cenario se super
amortecimento, onde wy > w, o grafico abaixo foi obtido a partir da equacao da tensao
no capacitor obtida na Eq. (3.60). Tomando os mesmos valores para R e C' e assumindo
L = 0.001H para os trés cenarios, wy = D0Hz e w = 20Hz para o cenario de super

amortecimento e wy = bHz e w = 10H z para os outros dois.
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Figura 6 — Tensao no capacitor do Circuito RLC' - wy > w

200 |

vB(H[V]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste grafico, é possivel notar o efeito do super amortecimento, onde o decaimento

¢ bem mais rapido e sem a presenca de nenhuma oscilagao, além disso, novamente, para

menores valores de « este fato ocorreu mais rapidamente.

Para o caso do amortecimento critico da Fig. (7), obtido a parir da Eq. (3.69)
¢é possivel observar que, como se espera, praticamente nao héa oscilagoes na resposta e o
sistema é rapidamente amortecido. Em especial, observa-se que na curva roxa, de a = 0, 25

o amortecimento se mostra praticamente instantdneo ao se comparar com as curvas dos

outros valores de a.

Figura 7 — Tensao no capacitor do Circuito RLC' - wy = w

20

VIV]

t
Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim para as tensoes no capacitor sé restou a analise do terceiro cenario, onde
wy < w e onde houve a presenca das exponencias complexas conforméveis. Plotado a
partir da Eq. (3.75). No grafico da Fig. (8), observa-se diversas oscilagoes, caracteristicas
desse tipo sistema de amortecimento, além disso, a taxa dessas oscilagbes se mostrou

inversamente proporcional ao tamanho de «, de modo que a curva roxa ficou praticamente
imperceptivel devido a sua alta frequéncia.
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Figura 8 — Tensao no capacitor do Circuito RLC' - wy < w

20

a=1

a=075

15 |I a=05

a=025

VBOM

t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para o primeiro cendrio, onde wy > w a resposta obtida a partir da Eq. (3.61)
é possivel observar ainda mais claramente a diferenca do resultado obtido a partir da
ordem inteira e o obtido pelo formato conformavel, visto que desta vez, ao realizar essa

comparagao a curva « = 1 nem parece super amortecida de tamanha diferenca entre as
velocidades observadas para cada ordem de a.

Figura 9 — Corrente do Circuito RLC - wy > w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

J& no cendrio de amortecimento critico, o da Eq. (3.71), a corrente se inicia em
zero, depois cai bruscamente, chegando a casa dos pA e depois de chegar ao seu valor
minimo ela passa a subir até retornar a tender a zero novamente. Se observa que quanto

menor o valor de o menor o comprimento dessa onda.
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Figura 10 — Corrente do Circuito RLC - wy = w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

No cendrio de subamortecimento, mostrado em da Fig. (11) e obtido a partir da
Eq. (3.76), também é possivel observar a oscilacdo caracteristica desse tipo de grafico,
onde cada curva é representada por uma senoidal que diminui a sua amplitude a cada
novo vale, além disso, como no restante das respostas a corrente conforméavel também

apresentou diferencas nas respostas para da valor de «, de forma que quanto menor ele

for, mais rapido a senoidal tendera ao infinito.

Figura 11 — Corrente do Circuito RLC - wy < w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A andlise das tensoes no resistor é mais simples de ser feita, pois como apresentado
anteriormente, v%(t) = Ri®(t), e devido a isto os gréaficos da tensdo no resistor devem
possuir as mesmas formas de onda observadas nos graficos da corrente com a escala um
pouco maior devido ao produto com R, o que de fato ocorre e pode ser observado nos

graficos gerados para cada cendrio nas Figs. (12), (13) e (14) a partir das Egs. (3.62),
(3.71) e (3.77), respectivamente.
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Figura 12 — Tensao no resistor do Circuito RLC - wy > w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 13 — Tensao no resistor do Circuito RLC - wy = w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14 — Tensao no resistor do Circuito RLC - wy < w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir das correntes conforméaveis encontradas em cada cenario, foram obtidas
as tensoes para o indutor derivando-as como visto nas Eqs. (3.63), (3.72) e (3.78) e com

elas foram encontrados os graficos necessarios para cada andlise.
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Novamente foi encontrado uma resposta onde cada curva tende ao infinito com

frequéncias inversamente proporcionais aos valores usados de a.

Figura 15 — Tensao no indutor do Circuito RLC' - wy > w

2000

ve()[mA]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para wy = w, o grafico do indutor se mostrou bem caracteristico deste tipo de
resposta, novamente para a = 0, 25 ficou praticamente imperceptivel. Os amortecimentos
ocorreram em tempos diferentes, onde quanto mais préximo o chaga da unidade, mais

lento é o amortecimento obtido, Comparado com a resposta obtida pelo calculo de ordem

inteira, a resposta do menor « é praticamente instantanea.

Figura 16 — Tensao no indutor do Circuito RLC' - wy = w
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, o grafico obtido para a tensao no indutor quando o sistema ¢é do tipo
subamortecido é mostrado na Fig. (17). Nele, é possivel observar que ambas as curvas se
iniciam na parte negativa do grafico, e em seu primeiro pico positivo sua amplitude ja

caiu pela metade. Além disso, assim como nos outros, o amortecimento é notavelmente

mais rapido quanto menor o valor de a.
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Figura 17 — Tensao no indutor do Circuito RLC' - wy < w

vE()[mV]
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando cada grafico em sua individualidade, a principal caracteristica que
se observa em comum em todos os graficos é que apesar dos formatos da onda serem
semelhantes ha uma perceptivel diferenca nos seus comprimentos de onda e na variacao
das velocidades de amortecimento, de forma que quanto menor a ordem de o mais rapido
foi obtido o amortecimento em ambos os cenarios. Este fato é algo que pode ser utilizado
como vantagem, visto que, assim como ha alguns fenémenos fisicos que respondem bem
a analise a partir da ética do calculo conformavel, como citado anteriormente, é provavel

que alguns circuitos sejam melhor modelados a partir do célculo conformavel do que do

calculo de ordem inteira.
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4 Equacoes de Maxwell Conformaveis

As equagoes de Maxwell foram descritas pelo fisico britdnico James Clerk Maxwell
no século XIX e dentre suas principais fungoes elas descrevem a relacao entre a corrente
elétrica e o campo magnético. Essas equagoes foram fundamentais para a compreensao do
eletromagnetismo e levaram a unificacao da eletricidade e do magnetismo como aspectos

da mesma forga.

Segundo Passos (PASSOS; OLIVEIRA; GOMES, 2019), as equagoes de Maxwell
permitem a existéncia de diversos de aparelhos e componentes que utilizam as regras
do eletromagnetismo para seu funcionamento, tais como antenas, linhas de transmissao,
capacitores, motores, dentre outros. De fato, estas equagoes tém uma ampla gama de
aplicagoes, sao usadas para compreender a propagacao de ondas eletromagnéticas, que
por sua vez é fundamental para qualquer tipo de comunicagdao sem fio, imageamento

médico como a ressonancia magnética, radares e até mesmo a propulsao de foguetes.

Neste capitulo, serao definidas as Equagoes de Maxwell Conforméaveis em suas
formas integrais a partir da base de calculo construida no capitulo anterior, e tendo
essas formas integrais como ponto de partida, sera utilizado os teoremas e os operadores

conforméveis definidos para deduzir as Equacoes de Maxwell em suas formas diferenciais.

4.1 Lei de Gauss Conformavel

A lei de Gauss é uma equacao que relaciona a distribuicao de cargas elétricas com
o campo elétrico. Ela ratifica que a integracao da divergéncia do campo elétrico em um
volume fechado ¢ igual a carga total presente dentro desse volume. Ou seja, descreve como

as cargas elétricas distribuidas em um sistema afetam o campo elétrico ao seu redor.

A primeira das equagoes de Maxwell que sera definida conformavelmente é a Lei

de Gauss Conformavel, onde sua forma integral esta descrita na equagao abaixo.
// Aol BLodst = Tt (4.1)
S €0

Onde E é o campo elétrico da superficie de S, H*~! é o termo definido no Teorema
da Divergéncia de Gauss Conformavel, ; é a permissividade elétrica, e %, é a carga pode

ser reescrita a partir da densidade elétrica conformével p;.

s =[] e dv”.
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Desta forma, podemos reescrever Eq. (4.1) como:

//ﬁa_l'E_'"d_Sa // pel —»a
S V €

Pela relacao do Teorema da Divergéncia de Gauss Conformavel definido na Eq.
(2.31) podemos substituir a integral de superficie acima por uma integral de voluma do

divergente deste mesmo campo E.

I ve-g-av® =[] Pe i
|4 V €

Percebe-se que em ambos os lados da equacao hé a presenca de uma integral de
volume, dito isto, é possivel aplicar a derivada conformével em ambos os lados obtendo-se

a versao diferencial da primeira equagao de Maxwell conformavel.

ve.F = P (4.2)

€0
Comparando a Eq. (4.1) com a equacao da Lei de Gauss usual, obtida pelo célculo
de ordem inteira, percebe-se que as tunicas diferencas notadas, é a carga e o diferencial
de espago que sao termos conformaveis na lei deduzida no trabalho e além disso, nota-se
também a presenca do termo H a=1descrito nas equacoes do Teorema da Divergéncia de

Gauss Conforméavel.

/ E.ds = @ (4.3)
S €0

Tirando a prova real assim como nos capitulos iniciais do trabalho em questao,
ou seja, para a = 1, percebe-se que a equagao conformavel retoma ao valor da de ordem

inteira, como era de se esperar.

O mesmo ocorre com ao comparamos as versoes diferenciais destas equagoes, com-
parando a equagao conforméavel da Eq. (4.2) com a Eq. (4.4) da equacao descrita abaixo,
percebe que a tunica diferenca é o operador nabla que passa de conformavel para inteiro

para o = 1.

v.-E = P (4.4)

€0
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4.2 Lei de Gauss Conformavel para o Magnetismo

A lei de Gauss para o magnetismo relaciona a distribuicao de correntes elétricas
com o campo magnético resultante, ela afirma que a divergéncia do campo magnético é
nula, ou seja, nao existem monopolos magnéticos. A sua versao integral conformavel fica

definida como:

//Sﬁa—l-é.d*s‘”‘ _ (4.5)

Onde B é a representacao do campo magnético. Pela Teoria da Divergéncia de

Gauss Conformavel, temos:

//ﬁa-l-é-cﬁ;a - // Ve B dVt = 0.
S 1%

Logo, para que a integral do divergente de B seja igual a zero, o proprio divergente

de B deve ser zero.

Ve-B = 0. (4.6)

Por fim, chegamos a versao diferencial da segunda equacao de Maxwell conforma-

vel, a Lei de Gauss Conformavel para o Magnetismo.

Analisando a equagao obtida acima, Eq. (4.6), com a propriedade do divergente
conformavel do rotacional conformével obtida em (2.8) percebe-se que como o divergente
conforméavel do campo magnético Bé igual a zero, podemos reescrevé-lo como um rota-
cional conforméavel de um vetor A. Desta forma, podemos definir B como um potencial

vetor conformével.

-,

VOB = V- (Vex A)=0. (4.7)

As versoes integrais e diferenciais desta equagao de Maxwell obtidas com o calculo

de ordem inteira estao descritas abaixo.

//Sé-dis* ~ 0 (4.8)
Ve . B
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Analisando ambas as versoes e comparando-as respectivamente com as Eqs. (4.5)
e (4.6), nota-se que assim como na equagao de Maxwell para a eletricidade, as diferengas
notadas entre as equagdes integrais é a presenca do termo vecH® ! e do diferencial dTS’,
enquanto nas versoes diferenciais, a tnica diferenca é a presenca do operador conformavel.
Além disso, notamos também que para o = 1, ambas as versoes conformaveis se igualam

as do céalculo de ordem inteira, como se espera.
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4.3 Lei de Ampere-Maxwell Conformavel

A lei de Ampere atualizada por Maxwell ao incluir a contribuigdo da variacao do
campo elétrico no tempo, associa a corrente elétrica ao campo magnético. Desta forma,
ela descreve que a corrente elétrica gera um campo magnético e que a variagao campo elé-
trico no tempo gera uma variagdo no campo magnético, demonstrando como as correntes

elétricas afetam os campos magnéticos.

A lei de Ampere-Maxwell em sua versao conformavel serd definida como:

LA B di” = (i + D (63). (4.10)

Onde C' é uma curva fechada, pp é a permissividade magnética, 7% é a corrente
elétrica conformavel e ¢% é o fluxo elétrico. Utilizando o Teorema de Stokes conforméavel
da Eq. (2.34), temos:

/Cga—l B.di— //S(va x B)-dS" = 11o(ig + co D} (6%))-

Além disso, podemos reescrever a corrente e fluxo elétrico conforméaveis como:

Onde J é a densidade superficial de corrente. Utilizando as relagdes acima na

equacao da Lei de Ampere-Maxwell, temos:

//SW“ « B)-d5" = pg (//Sﬁa—l.f.dtea+eopg (//SHEdSD

E possivel notar que podemos juntar os termos da direita em uma s6 integral, visto

que ambas sao integrais de superficie com o mesmo diferencial conformavel.

[y By a5 = [[ g (T oD (B)) - S

Agora que ambos os lados da equacao estao definidos como uma integral de super-
ficie, podemos aplicar a derivada conformavel de segunda ordem em relagao a .S em ambos

os lados e assim obter a versao diferencial da Lei de Ampéere-Maxwell Conformavel.
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Ve x B = po(J+ Dy (E)). (4.11)

Analisando a Lei de Ampere-Maxwell Conformével obtida em suas formas integral
e diferencial nas Egs. (4.10) e (4.11), respectivamente, com as as versoes ja bem estabe-
lecidas e modeladas pelo célculo de ordem inteira das Eqgs. (4.12) e (4.13), nota-se que as
diferencas entre elas sao os termos conformaveis da corrente, derivada do fluxo elétrico, o
diferencial dl e o termo H°~! na versio integral. Ja na versao diferencial as diferencas

notadas foi o rotacinal conforméavel e também a derivada conforméavel do campo elétrico.

S o ) d
/CB.dl — o <zc+eojf> (4.12)

OE

B = J +eo— | . 4.1
V x MO(J‘I'EOat) (4.13)
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4.4 Lei de Faraday-Lenz Conformavel

A Lei de Faraday-Lenz relaciona o campo elétrico e o campo magnético em um
ponto no espaco, descrevendo como o campo elétrico cria o campo magnético, e como este
varia no tempo devido a variagdes no campo elétrico. A quarta lei de Maxwell conformével,
serd definida em sua versao integral como:

/ Ao B dlt = —D2(¢). (4.14)
C

Onde ¢% ¢é o fluxo magnético conformavel. Utilizando novamente o Teorema de

Stokes conformavel para substituir a integral de linha por uma de superficie, temos:

/Cﬁa—l B d = //S(va x E)-d5" = —D(%,).

Além disso, também podemos trocar o fluxo em B por:

Py = // A B.ds"
5
Desta forma, podemos reescrever a lei de Faraday-Lenz conformével como:

//S(vaxﬁ)-di@“ — —Dg(//sﬁa—l-é-dé‘“>

a

_ _/[gﬁafl-Dg(é)-d*S .

Desta forma, como ambos os lados sao descritos por uma integral de superficie
com o mesmo diferencial, podemos novamente utilizar da mesma simplificacao, chegando

entao a versao diferencial da quarta equacgdo de Maxwell conformavel.

Vex E = —D¥B). (4.15)

Abaixo estao descritas as versoes usuais desta lei de Maxwell.

E-d = ——Z% 4.1
I i (419
Vi - 98 (4.17)

ot
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Comparando as Eqs. (4.16) e (4.17) com as equagoes conformdveis obtidas nas
versoes integral e diferencial da Lei de Faraday-Lenz, nota-se as mesmas diferengas ob-
servadas na lei anterior, ou seja, a presenca dos termos conformaveis H a1 cfla, V* e
das derivadas conforméaveis do fluxo e campo magnéticos das versoes integrais e diferen-
ciais respectivamente. Além disso, nota-se que em ambas as equagoes das leis de Maxwell
conforméveis, ao se utilizar &« = 1 as equagoes conformaveis tanto nas versoes integrais

quanto na versoes diferenciais retomam as equagoes obtidas pelo calculo inteiro.

4.5 Equacao Geral Conformavel da Onda

A Equagao Geral da Onda foi desenvolvida por Maxwell, e segundo Oberziner
(OBERZINER, 2008), uma das contribuigoes mais importantes de suas equagoes sao as
equagdes da propagacao das ondas eletromagnéticas. Maxwell unificou as leis da eletros-
tatica e do magnetismo em uma teoria do eletromagnetismo, a qual incluia as suas quatro

equacoes.

A partir delas, ele concluiu que existia uma onda eletromagnética que se propaga
no vacuo com uma velocidade constante, conhecida como a velocidade da luz. A equacgao
da onda definida por ele descreve como a intensidade da onda varia no espago e no tempo,

e ¢ a base da teoria da ondulatéria eletromagnética.

No capitulo anterior, foram deduzidas as formas diferenciais das equacgoes de
Maxwell conforméaveis e a partir destas equacgoes, serd deduzida a equacao geral con-

forméavel da onda. Abaixo estao descritas as quatro equagoes de Maxwell conforméaveis.

Go.f = ‘o
€o
V"B = 0
Vex B = po(J+eDE))
Ve x E = —DB).

Afim de simplificagdo dos calculos, estas equacgodes serao analisas em um cenario
de vacuo, de forma que V* - E = 0 e J = 0, visto que no vacuo nao ha matéria. Com
estas informacoes, as equagoes de Maxwell conforméaveis no cenario do vacuo sao descritas

COImMo:
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V- E = 0 (4.18)
VB = 0 (4.19)
Ve x B = peDd(E) (4.20)
Vex E = —D¥B). (4.21)

Primeiramente, serd analisada a Eq. (4.21), onde sera utilizada a propriedade do
rotacional do rotacional demonstrada anteriormente. Aplicando entdo o rotacional con-

formavel em ambos os lados da equacao, temos:

VexV*x E = V®x (=DB)).

Pela propriedade do rotacional deduzida na Eq. (2.13), temos:

VexVEx E = V* (V- E)—(V)? E =V x (=D¥B)).

Como pela Eq. (4.18), Ve E = 0, entao podemos simplificar alguns termos.

— (V)2 E = V" x (—-D{(B)).

Aplicar o rotacional da derivada conforméavel de B é o mesmo que calcular a

derivada conformével do rotacional de B. Desta forma, temos:

= (V)2 E =V x (=D§(B)) = ~D{(V* x B)
= (V*)?.E =DV x B)

Utilizando agora a relagdo da Eq. (4.20), temos:

= (V)% E = poeo(D)*(E) (4.22)

Aplicando agora o rotacional em ambos os lados da Eq. (4.20), tem-se:
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VeXV*x B = V*x (oD (E))

Ve (VY- B) = (V)2 - B = pegDf(V® x E)) (4.23)
Substituindo as Eqgs. (4.19) e (4.21) na Eq. (4.23), temos:
—(V*)?*-B = peD§(=D;B)
(V) -B = poco(D})*(B) (4.24)

1 _ 1
Nk logo po€q = Sz

Substituindo esta relacdo na Eq. (4.24), encontramos por fim a Equagdo Geral Confor-

Sabe-se que a velocidade da luz v pode ser escrita como: v =

mavel da Onda.

(V) E = —(Dp)(E) (4.25)

Comparando a equagcao obtida com a equacao geral da onda usual descrita abaixo,
nota-se que as unicas diferengas sao o operador de nabla conforméavel ao quadrado e a
derivada segunda conforméavel do campo elétrico. Além disso, verificando sua validade ao
fazer a = 1, nota-se que assim como nas equagoes de Maxwell, a equagao geral conformavel

da onda se iguala a sua contraparte obtida com o calculo de ordem inteira.

q 1 9°E
el 4.2
v v2 Ot? (4.26)

Analisando a equagao da onda conforméavel encontrada para as dimensdes r e t, e

generalizando para qualquer tipo de onda, podemos reescrevé-la como:

(DR ((r, 1) = @(Df)%w(r, ). (4.27)

. @ 7’ d A .
Sejam v* = 7, onde ¢ o numero da onda e w a frequéncia angular. Supondo uma

solucao do tipo senoidal, dada pela equacao abaixo.

(0% «

w(r,t) = Asen (kra + wta> :

Onde A é a amplitude da onda. Aplicando a senoidal na Eq. (4.27), temos:
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(D) | Asen | —r® + —t = (DY) | Asen 7“ +—t

« o we «

ko a k2a ko
Dy (Ako‘cos (Ta + 2 )) = —-Df (Aw“cos (7‘ +— W ))
o w2 o a

«
[} 2a e
—Ak**sen (kr + ll —t ) = —kTAwmsen (kr + t )
o « o

W

Nas equagoes acima, foram realizadas derivadas duas derivadas conforméaveis con-
secutivamente e na ultima equacao, foi verificado que esta senoidal é solugao desta equa-
¢ao de onda conforméavel. Analisando esta senoidal graficamente para os parametros:
A=k=w=1eemt =0, temos:

Figura 18 — Solucao da Equacao da Onda Conformavel

w(r,0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao analisar o grafico obtido nota-se que para @ = 1 a onda possui o comporta-
mento normal, ja para valores menores de a é observado que a frequéncia da onda nao se
mantém constante, se mostrando mais rapida proxima ao r = 0 e diminuindo com o seu

crescimento. Além disso, quanto menor o valor de o maior é a variagao da frequéncia da

onda observada.
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5 Consideracoes Finais

O objetivo deste presente trabalho foi estudar o calculo conforméavel, entender e
aprender suas propriedades, suas diferencas e semelhancas com as do céalculo de ordem
inteira. Um dos principais motivos para a escolha do estudo deste tema se deu ao fato
de que ele é relativamente novo no ambito da ciéncia e devido a isto, ha diversas areas
onde ainda nao foi abordado e aplicado. A grande quantidade de oportunidades acerca

do mesmo ¢ o principal ponto que chama atengao sobre ele.

Neste trabalho, o calculo conforméavel foi apresentado. Na parte introdutoria, as
propriedades de derivacao e de integracao conforméavel foram definidas e foi deduzida as
séries de Taylor e de MacLaurin conforméaveis. Passando pela parte introdutoéria, chegou-
se a parte mais densa da teoria do calculo conformével. Nesta etapa, foram definidos o
calculo conforméavel para duas ou mais variaveis e o calculo vetorial conformavel com as
dedugoes do gradiente, divergente e rotacional conformaveis e de algumas de suas pro-
priedades. Finalizou-se esta etapa do trabalho com a demonstracao de alguns Teoremas
definidos com o célculo conforméavel, sdo eles o Teorema da Divergéncia Conformavel, o
Teorema de Green Conformavel e o Teorema de Stokes Conformavel. Estes teoremas, em
suas versoes usuais com o calculo de ordem inteira sdo fundamentais para a construcao da
teoria do eletromagnetismo e, como era de se esperar, para se construir a teoria do eletro-
magnetismo pela 6tica conformavel, definir estes teoremas conformavelmente se mostrou

imprescindivel.

Com a base de célculo ja bem delineada, iniciou-se a etapa da aplicacao deste
calculo em temas da engenharia e da fisica propriamente ditos. Desta forma, o célculo
conformavel foi aplicado em circuitos elétricos RC' e RLC' para obter as equacoes diferen-
ciais conformaveis deste sistema e para encontrar as equacoes de cada termo e posterior-
mente analisa-los graficamente e observar as diferencas nas respostas obtidas pelo célculo
conformavel e pelo calculo de ordem inteira, tanto graficamente quanto equacionalmente.
Nesta parte do trabalho, foi optado por deduzir as equagoes desses sistemas a partir da

modelagem com ambos os calculos, para fazer um paralelo das respostas de ambos.

A fase final da aplicagdo do calculo conformével foi a aplicagao de toda essa base
de calculo construida para definir as Equacoes de Maxwell Conformaveis e a partir delas,
deduzir a Equacao Geral Conforméavel da Onda. Para isso, foi utilizado as propriedades do
calculo vetorial conformavel deduzidas e também as dos teoremas conformaveis que foram
demonstrados naquele capitulo. Desta forma, foram definidas as Equacoes de Maxwell
Conformaveis em suas formas integrais e deduzidas as formas diferenciais e por fim foi

deduzida a partir delas a Equagdo Geral Conformavel da Onda.
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Uma das principais propriedades do calculo conforméavel é que para a = 1, os
resultados conforméaveis retomam os do calculo de ordem inteira. Durante todo o trabalho,
foi realizado esta andlise, afim de verificar a validade dos resultados obtidos, comparando
as equagoes conformaveis obtidas para a = 1 com as equacoes ja bem estabelecidas a

partir do calculo de ordem inteira.

As prospecgoes futuras sobre este trabalho sdo de lapida-lo e resumi-lo afim de
publicar um artigo sobre este tema, visto que ainda nao ha na literatura boa parte do
conteudo nele presente. Além disso, a partir dos resultados e equagodes encontradas, pode-
se pensar em diversas novas areas para aplica-lo, devido a imensa gama de possibilidades
de aplicacdo para as Equagoes de Maxwell e as Equacao Geral da Onda e ainda da
caracteristica do calculo conformavel de ser um estudo recente e com muito pouco ainda

destrinchado sobre o tema.
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